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IntroductionIntroductionLes travaux présentés dans ce mémoire ont été e�ectués au sein de l'équipe Signal-Image-Communications de l'Université de Poitiers appartenant à l'Institut de Recherche en Communica-tions Optique et Micro-ondes de Limoges. Ils ont été développés sous la direction de C. Fernandez-Maloigne, Professeur à l'Université de Poitiers.Durant les cinquante dernières années, le traitement du signal numérique a subi un dévelop-pement important grâce à l'algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT) [43]. Toutefois, latransformée de Fourier cache l'information sur le temps car les éléments de l'analyse sont les fonc-tions sinus et cosinus, qui ne sont pas bornées temporellement. De ce fait, une caractéristique localedu signal, comme une discontinuité, devient une caractéristique globale de la transformée. D. Gabor[45] est le premier à avoir proposé une solution permettant d'analyser le signal à la fois en tempset en fréquence. Son idée consiste à découper un signal en plusieurs intervalles, puis à calculer unetransformée de Fourier sur chacun d'eux. Cette technique est appelée la transformée de Fourier àfenêtres. Cependant le choix d'une fenêtre de taille �xe implique de sérieux compromis. Quand la fe-nêtre est étroite, on localise les changements soudains mais on devient aveugle aux basses fréquences.Quand la fenêtre est large, on ne peut pas préciser l'instant où se produit la discontinuité. C'estpourquoi J. Morlet, un géophysicien travaillant pour Elf-Aquitaine, a choisi une autre approche. Aulieu de garder �xe la taille de la fenêtre et de faire varier le nombre d'oscillations à l'intérieur de cettefenêtre, il proposa de faire l'inverse. Il pouvait ainsi localiser les hautes fréquences, avec les petitesfenêtres, et étudier les basses fréquences, avec les fenêtres plus larges. Ces travaux ont constitué lesracines de la théorie des ondelettes. Mais il n'existait pas encore d'algorithme numérique rapide detransformation orthogonale en ondelettes. Il fallut attendre les articles de S. Mallat en 1989 [67].S. Mallat a démontré, en collaboration avec Y. Meyer [73], que des techniques qui n'avaient apriori rien en commun, les ondelettes, les algorithmes pyramidaux de Burt et Adelson [9], les bancsde �ltres et les �ltres miroirs en quadrature, étaient toutes équivalentes : décomposer un signal enondelettes revient à appliquer une succession de �ltres. De ce fait, il a proposé un algorithme nu-mérique rapide de décomposition en ondelettes ayant une complexité moindre que celle de la FFT.Toutefois Mallat utilisait des versions tronquées d'ondelettes in�nies. Une nouvelle sorte d'onde-lettes orthogonales à support temporel compact permettant d'éviter les erreurs dues à la troncatureétait alors proposée par I. Daubechies [35]. Ces ondelettes sont calculées selon des méthodes infor-matiques pour le traitement numérique du signal : l'association entre l'algorithme rapide de Mallatet les ondelettes orthogonales de Daubechies ouvre la voie au traitement numérique des signaux pardécomposition en ondelettes.Au début de cette décennie, la transformée numérique en ondelettes va se développer et évo-luer sous di�érentes formes, chacune de ces modi�cations, essayant soit de réduire une contrainte1



Introduction(comme le non-décimé [86]), soit de généraliser la décomposition pour construire une base s'adap-tant mieux au signal (comme les paquets d'ondelettes ou les ondelettes de Malvar [32] [73]). Toutesces approches novatrices sont élaborées, en général, avec un souci de formulation algorithmique.C'est pourquoi les domaines d'applications de la transformée en ondelettes sont ceux qui dé�nissentle traitement moderne du signal : la compression [4] [94], le débruitage [36], la segmentation [58],l'analyse automatique [59] [96] ...Mais ce domaine de recherche est encore �jeune� et ces techniques, basées sur les ondelettes,dé�nissent un cadre général théorique mais possèdent certaines contraintes dans leur formulationalgorithmique. L'objectif de notre travail a été d'étudier les propriétés mais aussi les limites deces di�érents algorithmes, a�n de modi�er certains aspects des méthodologies pour permettre àla décomposition d'être plus robuste ou plus adaptative. Nous proposons dans ce mémoire di�é-rentes méthodes qui tentent d'extraire d'une façon optimale l'information, en séparant les di�érentséléments constituant un signal 1D ou 2D.Pour cela, nous allons nous intéresser plus particulièrement à deux propriétés de la décompositionen ondelettes.Un microscope mathématiqueLa première propriété de la transformée en ondelettes est sa capacité à se comporter comme unmiscroscope mathématique. L'analyse permet en e�et d'étudier un signal à di�érentes résolutions ouéchelles. C'est donc tout naturellement que les ondelettes sont apparues comme une solution dansles problèmes de la restauration de données. Nous étudions, dans notre premier chapitre, di�érentesméthodes basées sur la décomposition en ondelettes discrète permettant de débruiter un signal ouune image. Nous nous appuyons pour cela sur les travaux de D. Donoho et I. Johnstone [38] [37][39] qui ont montré qu'une base d'ondelettes permet d'extraire au mieux les signaux du bruit blanc.Nous rappelons tout d'abord dans ce chapitre les propriétés de la décomposition en ondelettesnon-décimée, et nous introduisons un algorithme non-décimé de débruitage proposé durant notreDEA [13]. Dans certains cas, le niveau de bruit est trop important et l'information reconstruiteà partir d'une seule occurrence du signal est encore très dégradée. Il faut alors avoir recours àune séquence d'acquisition pour pouvoir extraire l'information noyée dans le bruit. Nous proposonsdans ce chapitre 1 une méthode itérative, basée sur la décomposition en ondelettes non-décimée,qui va sélectionner, étape par étape, les coe�cients signi�catifs sur les di�érentes réalisations. Nousappliquerons cette méthode (dans le cadre médical) à des images cérébrales de résonance magnétiquefonctionnelle (IRMf) a�n de détecter les zones d'activation du cerveau.Puisque la décomposition en ondelettes peut se focaliser sur des structures locales du signal,elle peut alors caractériser la régularité locale du signal. Nous examinons dans notre deuxièmechapitre, une méthode, proposée par Mallat et al. [69], qui permet d'étudier la dérivée d'un signalà di�érentes échelles : les maxima d'ondelettes. Mallat [54] a montré que l'évolution à travers leséchelles des maxima associés à une discontinuité permet de la dé�nir. Par exemple, les maximadus au bruit vont disparaître très vite lorsque le nombre d'échelles augmente. A l'inverse, unerupture importante dans le signal crée une ligne de maxima présente à toutes les échelles. Dansle domaine de l'image, ces maxima vont correspondre aux contours, caractéristiques fondamentalespour l'étude d'une image. Après un rappel de l'algorithme et de ses propriétés, nous modi�ons lebanc de �ltres associé au gradient multiéchelles a�n d'éliminer les phénomènes de déphasage et de2



Introductioncorrélation inhérents à sa formulation originale. Ensuite, puisque cette représentation nous permetde caractériser les discontinuités d'un signal, nous proposons un algorithme de segmentation 1Dreposant sur une méthode simple et robuste de chaînage des maxima à travers les échelles. Cetalgorithme est appliqué à des signaux de radiocommunications ou de mouvements des lèvres. En�n,nous montrons dans ce chapitre 2 que l'angle des dérivées 2D peut être un paramètre très utile associéà une décomposition multiéchelles : il permet notamment de sélectionner les maxima correspondantà de l'information et de rejeter ceux associés au bruit. A partir de ce principe, nous proposons unnouvel algorithme de débruitage pour l'image, que nous illustrerons sur des images d'angiographiecoronariennes.Une décomposition atomique Temps-FréquenceDepuis un certain nombre d'années, de nombreux chercheurs se sont penchés sur le problème de lareprésentation mixte du signal, en une série double de signaux élémentaires dont chacun occupe uncertain domaine dans le plan temps-fréquence. Le plan temps-fréquence permet de faire apparaîtreà la fois l'information sur le temps et sur la fréquence. Une ondelette constitue un atome temps-fréquence occupant une place bien précise dans le plan temps-fréquence. On va pouvoir alors associerà l'analyse par ondelettes une représentation temps-fréquence �orthogonale� et �reconstructible�.Depuis les années 90, sous l'impulsion notamment de Y. Meyer et R. Coifman [32] [73], sont apparuesde nouvelles méthodes de décomposition permettant d'obtenir une partition adaptative du plantemps-fréquence.Dans le troisième chapitre, nous étudions les ondelettes de Malvar dé�nies par Coifman et Meyer[73]. Bien que cette technique porte le nom d'ondelettes, elle se rapproche plus de la transformée deFourier à fenêtres. Du fait de sa dé�nition, elle s'applique aux signaux stationnaires par partie ouconsidérés comme tels (par exemple la parole). Après un rappel de l'algorithme rapide de décompo-sition dyadique associé, nous élargissons durant ce chapitre l'algorithme de partition 1D a�n qu'ilanalyse tous les découpages possibles de l'axe temporel avec des tailles de fenêtres variables. Puisquele nombre de combinaisons peut devenir important, nous donnons une formulation qui a une com-plexité algorithmique optimale. Ensuite, le choix du meilleur découpage se fait à l'aide d'un critère.Cependant, la majorité des fonctions de coûts proposées dans la littérature, comme l'entropie, nesont qu'une mesure de la dispersion des coe�cients pour chaque intervalle temporel. Nous proposonsdans la suite du chapitre 3 un critère qui décide, à partir d'une mesure de ressemblance fréquentielleentre deux intervalles, si la division par deux d'un intervalle temporel est judicieuse. Cette nouvellefonction nous permet d'obtenir un découpage global du signal en zone stationnaire. Nous utiliseronscet algorithme, par exemple, pour l'étude de signaux audio. L'extension à la dimension 2 de cecritère nous permet d'introduire, à la �n du chapitre 3, un algorithme rapide de décomposition enondelettes de Malvar anisotropique, c'est-à-dire ne découpant pas forcément l'image avec des carrésmais aussi avec des rectangles. Cette méthode o�re un pré�découpage de l'image étudiée.Bien que la décomposition de Malvar donne des résultats satisfaisants dans un grand nombrede cas, elle est mise en échec sur des signaux présentant par exemple des discontinuités. Nous étu-dions dans le quatrième chapitre une seconde approche qui est une technique duale de celle fourniepar les ondelettes de Malvar : les paquets d'ondelettes [96]. Avec cette seconde décomposition, onopère un découpage adaptatif de l'axe fréquentiel. Cette technique convient aux signaux présentantdes parties non stationnaires et des fréquences bien déterminées. Toutefois, l'algorithme numérique3



Introductionrepose sur une extension du principe du banc de �ltres et utilise des �ltres à support fréquentielin�ni. Ceci dégrade la résolution fréquentielle des paquets d'ondelettes et entraîne une dispersion del'énergie des composants du signal analysé entre di�érentes bandes de fréquences. Nous proposonsdans ce chapitre 4, à partir des travaux de Kolaczyk [57], de dé�nir une nouvelle représentationnumérique : les paquets d'ondelettes de Meyer. Les ondelettes de Meyer constituent une base defonctions associées à des �ltres de support fréquentiel �ni, et nous obtenons une meilleure résolu-tion fréquentielle. Ensuite, puisque nous avons proposé une décomposition séparant au mieux lesdi�érents éléments fréquentiels du signal, il nous a semblé opportun de dé�nir une nouvelle mesure,quanti�ant la pertinence d'une coupure fréquentielle par une comparaison entre les deux fenêtresfréquentielles de la distribution temporelle des coe�cients. La représentation ainsi sélectionnée, per-met d'étudier globalement les caractéristiques d'un signal, comme nous le verrons sur des signauxélectroencéphalogramme ou audio. L'extension, à la �n du chapitre 4, à la dimension 2 de cettesélection, va nous permettre d'extraire une base de représentation optimale pour des problèmes desegmentation de textures, que nous illustrerons sur des images de la base du GDR ISIS.Le découpage fréquentiel associé à la décomposition en paquets d'ondelettes est rigide car il n'étu-die que les partitions fréquentielles dyadiques. C'est pourquoi nous proposons au début du cinquièmechapitre, une décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer non-uniforme. Cette décompositionest plus souple dans la dé�nition du découpage fréquentiel et s'adapte mieux à l'information présentedans le signal, comme nous le verrons sur les signaux EEG dans ce chapitre 5.On peut rester insatisfait des solutions proposées par ces deux décompositions. En e�et, avecles ondelettes de Malvar, nous avons une partition adaptative de l'axe temporel, mais le découpagefréquentiel est déterminé par la taille de l'intervalle étudié. Avec les paquets d'ondelettes, nous avonsun découpage fréquentiel adaptatif mais qui s'applique à la totalité du signal.C'est pourquoi, récemment, est apparue une nouvelle famille combinant à la fois l'approche deMalvar et celle des paquets d'ondelettes. Nous étudions dans le cinquième chapitre cette nouvelledécomposition, proposée par Vetterli et al. [51], qui recherche conjointement un découpage adap-tatif des axes temporel et fréquentiel. Elle se nomme �double tree�. Nous avons ainsi une base quis'adapte à la fois en temps et en fréquence. Mais comme précédemment, l'algorithme initial proposépar Vetterli possède les contraintes de découpages temporel et fréquentiel forcément dyadiques. Encombinant nos deux méthodes de découpage temporel et fréquentiel non-uniforme, nous construisonsune nouvelle décomposition qui est totalement non-uniforme. Ainsi, au terme de ce mémoire, nousproposons un algorithme numérique qui sélectionne un pavage du plan temps-fréquence optimal sui-vant une fonction de coût, et qui a pour seule contrainte que les cotés des rectangles de pavage soientégaux à une puissance de deux. Cette méthode n'est proposée que pour le cas monodimensionnel,mais nous discuterons à la �n du chapitre 5 des solution possibles pour l'image.Organisation du mémoireCe mémoire s'organise donc en cinq chapitres.Le premier chapitre étudie les problèmes de restauration de données par décomposition en onde-lettes. Après un rappel des méthodes de débruitage introduites par Donoho et al., nous proposonsdeux di�érentes approches :� Un algorithme de débruitage basée sur la décomposition non-décimée.� Une méthode itérative basée sur la transformée en ondelettes non-décimée.4



IntroductionLe second chapitre étudie les maxima d'ondelettes. Après un rappel sur cette représentationdiscrète et ses propriétés, notre apport se décline suivant trois axes :� La modi�cation du schéma de décomposition.� Une méthode de chaînage robuste des maxima 1D.� Un nouvel algorithme de débruitage d'images basé sur l'étude des angles des maxima 2D.Le troisième chapitre aborde la décomposition en ondelettes de Malvar. Après un rappel sur lesdécompositions fenêtrées, notre introduisons trois nouvelles approches :� Un algorithme de découpage non-dyadique.� Un nouveau critère de sélection de la meilleure base.� Une décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D et une sélection de la meilleurebase suivant une distance spectrale.Le quatrième chapitre étudie la représentation en paquets d'ondelettes de Meyer. Après un rappelsur la décomposition en ondelettes de Meyer et les paquets d'ondelettes, nous proposons :� Un algorithme de décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer.� La dé�nition d'une nouvelle fonction de coût.Le cinquième chapitre étudie plusieurs décompositions non-uniformes. Nous dé�nissons pour celadeux nouvelles méthodes de projection :� Une décomposition en paquets d'ondelettes non-uniforme .� Une décomposition �Double tree� non-uniforme à la fois sur l'axe temporel et fréquentiel.En�n nous concluons sur ce travail en énonçant quelques perspectives tant sur le plan algorith-mique que pratique.
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Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1Chapitre 1Ondelettes non-décimées et méthodesitératives pour le débruitage1.1 IntroductionL'obtention d'information à partir de mesures corrompues par un bruit reste un problème ou-vert, que ce soit en traitement du signal ou en traitement de l'image. Depuis quelques années,les ondelettes sont apparues comme un nouvel outil de débruitage notamment sous l'in�uence destravaux de Donoho et Johnstone [36], [37], [56]. La majorité de ces algorithmes utilise une décom-position discrète décimée, proposée par Mallat [67]. Cette décomposition a la particularité d'êtreorthogonale et de concentrer l'information en quelques grands coe�cients. Toutefois, la redondanced'information peut être un avantage pour le débruitage. C'est pourquoi, récemment, des méthodesrécentes utilisant des transformations non-décimées sont apparues. Certaines de ces méthodes uti-lisent des projections non-orthogonales et appliquent des traitements spéci�ques [8], [87]. D'autres,introduites notamment par Coifman et Donoho [29], généralisent les algorithmes �décimés� de dé-bruitage par l'application sur chacune des phases du signal de ces méthodes décimées [61], [60], [77],[21]. Nous étudions, dans la première partie de ce chapitre, un algorithme de débruitage non-déciméqui propose d'adapter les seuils proposés par Donoho et al. aux décompositions redondantes touten limitant la complexité de l'algorithme [21].La seconde partie de ce chapitre concerne des mesures très bruitées dont on possède plusieursacquisitions (ou réalisations). En général, pour ce type de problème, le débruitage consiste en uneétude statistique de l'évolution des mesures, pour extraire l'information selon la véri�cation ou nond'hypothèses. Toutefois, ceci oblige à posséder, pour être signi�catif et robuste, un grand nombrede réalisations. Nous proposons une nouvelle approche utilisant la séquence d'une façon itérative.Après débruitage du premier élément de la séquence, nous étudions la di�érence entre l'élémenttraité et les acquisitions suivantes. Cette di�érence, ou résidu, est projetée sur une base d'ondelettesa�n de sélectionner, au sens d'un seuil que l'on dé�nira, les oscillations ne résultant pas du bruit.Cette technique permet, après un faible nombre d'itérations, de supprimer une majorité d'éléments�incohérents� que l'on peut assimiler à du bruit. Elle s'insère dans le cadre des méthodes itérativesproposées par Coifman et Wickerhauser [33], [34], [30] ou Bijaoui et Al. [87].Ainsi, ce chapitre permet d'introduire la théorie des ondelettes et plus particulièrement les al-6



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesgorithmes numériques de décomposition-reconstruction associés. Nous faisons tout d'abord un brefrappel sur la théorie des ondelettes et des techniques de débruitage décimées associées. Nous in-troduisons ensuite un algorithme de débruitage non-décimé permettant d'améliorer les résultats enterme de qualité de reconstruction.En�n, nous proposons deux algorithmes non-décimés permettant d'utiliser itérativement uneséquence d'acquisitions. Pour chacune de ces techniques, des résultats sur des signaux de tests etdes signaux réels sont présentés.1.2 Débruitage par transformée en ondelettes1.2.1 La transformée en ondelettesLa transformée discrète en ondelettes (DWT) est fondée sur l'analyse multirésolution [72] etrejoint la théorie des bancs de �ltres [67]. Une fonction f (x) 2 L2 (<) est projetée, à chaque étapel, sur un sous-espace Vl. L'espace Vl est généré par une fonction d'échelle � (x), avec un processusde translation entière et de dilatation dyadique selon �l;k(x) = 2�l=2� � x2l � k�. Cette projectionest dé�nie par le produit scalaire, noté c�l , de f(x) avec �l;k(x) :c�l;k = hf; �l;ki ;k facteur de translation et l facteur de dilatation.La fonction d'échelle � (x) satisfaitlimx!�1� (x) = 0 et Z +1�1 � (x)@x = 1: (1.1)� (x) a la propriété bi-échelles suivante :1p2��x2� =Xn h [n]�(x� n) (1.2)La séquence fh [n] ; n 2 Zg est la réponse impulsionnelle d'un �ltre passe-bas. Lorsque l'indiced'échelles croît, le signal est lissé et de l'information est perdue. Elle peut être restaurée en utilisantle sous-espace complémentaire de Vl+1 dans Vl, noté Wl+1 et véri�ant Vl = Vl+1 �Wl+1.L'espaceWl est généré par une fonction d'ondelette  (x), avec un processus de translation entièreet de dilatation dyadique selon  l;k(x) = 2�l=2 � x2l � k�. La projection de f (x) sur Wl est dé�niepar le produit scalaire d�l suivant : d�l;k = hf;  l;ki (1.3)La fonction d'ondelette  (x) satisfaitZ +1�1  (x)@x = 0:De même que la fonction d'échelle, la fonction d'ondelette véri�e la propriété bi-échelles :1p2 �x2� =Xn g [n]�(x� n) (1.4)7



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1La séquence fg [n] ; n 2 Zg est la réponse impulsionnelle d'un �ltre passe-haut. Si l'on se placedans le cadre discret l2 (Z), alors l'analyse se résume à :cl;k = 1p2Xn h [n� 2k] cl�1;n (1.5)dl;k = 1p2Xn g [n� 2k] cl�1;navec (dl)k2Z les coe�cients d'ondelettes décimés de la l�eme échelle, (cl)k2Z approximationpasse-bas décimée du signal à la l�eme échelle et c0 = f .La reconstruction dans l2 (Z) est e�ectuée par l'opération suivante (pour les ondelettes orthogo-nales) : cl;k = p2Xn h [k � 2n] cl+1;n +p2Xn g [k � 2n]dl+1;n (1.6)Notons qu'il existe des ondelettes biorthogonales pour lesquelles les fonctions d'analyse et dereconstruction sont di�érentes [26]. Les di�érentes propriétés que nous indiquons dans la suite dece chapitre peuvent s'étendre à ces familles d'ondelettes particulières [36].L'analyse multirésolution de Mallat est liée aux algorithmes pyramidaux, proposés à l'origine entraitement de l'image par Burt et Adelson en 1982 [9]. Les séquences fh [n] ; n 2 Zg et fg [n] ; n 2 Zgsont des �ltres miroirs en quadrature, c'est à dire qu'ils véri�ent les conditions suivantes (dans lecas réel orthogonal) : jH(w)j2 + jG(w)j2 = 1 (1.7)H(w)H(w+ 12) + G(w)G(w+ 12) = 0 (1.8)Nous indiquons sur la �gure 1.1 l'algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes dé-cimé basé sur un banc de �ltres.Fig. 1.1 � Algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes déciméPar la suite, nous noterons P? et Q?, les opérateurs de décomposition décimés de Vl sur, respec-tivement, Vl+1 et Wl+1. Pour la reconstruction, les opérateurs décimés de reconstruction de Vl+1 etWl+1 sur Vl seront notés P�1? et Q�1? .Toutefois le schéma de décomposition de Mallat n'est pas invariant par translations entières.De plus, après décimation, certaines composantes du signal, auxquelles devraient correspondre degrands coe�cients, peuvent être invisibles, car pour une translation donnée, leur énergie va sedisperser sur un certain nombre de petits coe�cients. Une façon d'obtenir un système invariant partranslation dans le temps qui limite ce type de problème est d'éviter la décimation [77], [80], [8].8



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesA�n de prendre en compte la dilatation des fonctions d'ondelette et d'échelle, les �ltres associésdoivent alors être dilatés entre chaque échelle. Concrètement, la dilatation des �ltres se caractérisepar une insertion de zéros entre les coe�cients des �ltres. Si H et G sont les �ltres passe-bas etpasse-haut permettant de calculer l'échelle l + 1 à partir de l'échelle l, alors l'analyse non-déciméese dé�nit par [8], [85], [80] : el;k = 1p2Xn h(l) [n� 2k] el�1;n (1.9)wl;k = 1p2Xn g(l) [n� 2k] el�1;navec H(l) [z] = H hz2l�1i, G(l) [z] = G hz2l�1i, (wl;k)k2Z les coe�cients d'ondelettes non-décimés dela l�eme échelle, (el;k)k2Z approximation passe-bas non-décimée du signal à la l�eme échelle, et e0 = f .La reconstruction dans le cas non-décimé se dé�nit par [8], [85], [80] :el;k = 12 "p2Xn h(l+1) [k � 2n] el+1;n +p2Xn g(l+1) [k � 2n]wl+1;n# (1.10)Le coe�cient de normalisation 1=2 introduit dans l'équation (1.10) est la conséquence de laredondance d'information.Cet algorithme est appelé algorithme à trous [53]. Sa relation avec l'algorithme de Mallat aété mise en évidence plus tard par Shensa [85]. Nous indiquons sur la �gure 1.2 l'algorithme dedécomposition-reconstruction en ondelettes non-décimé.Fig. 1.2 � Algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes non-déciméEn raison de la non-décimation, chaque échelle est caractérisée par N points. Pour l'échellel, ces N points correspondent aux 2l di�érentes décompositions décimées de toutes les rotationscirculaires du signal [80]. Ces décompositions, chacune comprenant N=2l points pour une échelle l,sont entrelacées. Par la suite nous noterons Pu et Qu, les opérateurs de décomposition non décimésde Vl sur, respectivement, Vl+1 et Wl+1. Pour la reconstruction, les opérateurs non décimés dereconstruction de Vl+1 et Wl+1 sur Vl seront notés P�1u et Q�1u .L'algorithme à trous possède plusieurs qualités :� Un choix plus simple des �ltres. L'algorithme à trous impose moins de contraintes sur les �ltrespour une reconstruction parfaite. En e�et, dans le cas décimé, les �ltres associés aux fonctionsd'ondelette et d'échelle doivent, pour une reconstruction parfaite, véri�er les deux conditions(1.7) et (1.8). L'équation (1.7) correspond à la restauration correcte des données d'une échelleà l'autre, tandis que la seconde (équation (1.8)) provient de la compensation des e�ets derecouvrement spectral introduit par la décimation [8]. Comme il n'y a pas de décimationdans l'algorithme à trous, la seconde relation devient inutile donnant ainsi un degré de liberté9



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1supplémentaire dans le choix des �ltres 1 [8]. Cette liberté sera utilisée, par exemple, parMallat pour dé�nir une projection particulière que nous étudierons dans le chapitre suivant :les maxima d'ondelettes.� Une connaissance de tous les coe�cients d'ondelettes. Les coe�cients supprimés lors de ladécimation ne sont pas nécessaires pour une reconstruction parfaite, mais peuvent contenir del'information utile pour l'analyse du signal. En e�et, la connaissance de tous les coe�cientspermet, par exemple, de mieux �suivre� une discontinuité à travers les échelles (par exempleà l'aide des techniques de maxima d'ondelettes [70]).� Entrelacement de toutes les décompositions orthogonales. La représentation obtenue n'est pasorthogonale, du fait de la redondance d'information. Toutefois, si les �ltres utilisés sont des�ltres miroirs en quadrature, alors l'algorithme à trous possède la propriété de conserver,entrelacées, toutes les décompositions orthogonales. L'espace initial V0 peut être décomposéde deux façons par l'algorithme décimé : V0 = V1�W1 = V 01�W 01. La première correspond à ladécomposition décimée du signal, alors que la seconde s'obtient par décomposition décimée dela translation d'un pas du signal. Les coe�cients d'ondelettes issus de la première itération del'algorithme à trous vont correspondre à ces deux représentations respectivement aux noeudsd'indice pair et impair [8]. Ce raisonnement s'étend à toutes les échelles. Donc, si les �ltresH et G utilisés véri�ent les deux équations (1.7) et (1.8), alors l'application de l'algorithmeà trous est équivalente au calcul des décompositions des di�érentes phases du signal par unetransformée orthogonale décimée [85], [80].Cependant l'algorithme à trous présente un défaut : l'accroissement de la complexité du schéma dedécomposition-reconstruction (conséquence de la non décimation). La complexité augmente deO(N)pour la décomposition décimée à O(N log2N) pour la décomposition non décimée avec l'algorithmeà trous. Mais cette complexité reste raisonnable puisqu'elle égale celles d'algorithmes courammentutilisés comme les paquets d'ondelettes [77]. Le problème se situe plutôt dans une demande decapacité de stockage plus importante. En e�et, alors que pour la décomposition décimée il ne fautque N blocs mémoire, une décomposition non décimée complète en demande N(1 + log2N).Notons en�n que nous pouvons étendre les dé�nitions précédentes à la dimension 2 et plus, enutilisant le produit tensoriel. Par exemple dans le cas 2D, la fonction d'échelle se dé�nit par :�(x; y) = �(x)�(y):Le complémentWl de Vl dans Vl�1 est généré d'une façon similaire par la translation et dilatationde trois fonctions : 1(x; y) = �(x) (y),  2(x; y) =  (x)�(y),  3(x; y) =  (x) (y):Avec l'utilisation de variables séparées, l'algorithme de décomposition 2D est simple et rapide,son schéma est présenté sur la �gure 1.3.Comme pour la dimension 1, cet algorithme de décomposition peut s'étendre aux décompositionsnon-décimées par l'utilisation d'un banc de �ltres à trous.1. Gardons toutefois en mémoire que si les �ltres choisis ne véri�ent plus les deux conditions (1.7) et (1.8), alorsla décomposition non-décimée ne correspond plus à l'entrelacement de décompositions orthogonales.10



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives
Fig. 1.3 � Algorithme de décomposition en ondelettes décimé 2D1.2.2 Débruitage par décomposition déciméeDans la littérature, la majorité des méthodes de débruitage n'aborde que le cas du bruit blancgaussien, plus simple à traiter, bien que, en situation de données réelles, il ne soit pas spécialementfacile d'estimer le niveau de bruit �. Les propriétés statistiques des coe�cients d'ondelettes deprocessus stationnaires restent un large sujet de recherche (par exemple [79]).1.2.2.1 Bruit blancDans le cas du bruit gaussien additif, le problème consiste à déterminer une fonction réelle notéef , à partir de mesures sn connues telles que :sn = f [xn] + �bn; avec n = 0:::N � 1 et bn i:i:d� N (0; 1) et � > 0: (1.11)Avec une transformée discrète orthogonale en ondelettes, le bruit blanc se décompose en unesérie de coe�cients aléatoires normaux centrés et décorrélés. En conséquence, la transformée enondelettes discrète des mesures dé�nies dans l'équation (1.11) peut s'écrire :�!Wsn = �!Wf [xn] + �dbn; avec dbn i::i:d� N (0; 1) : (1.12)�!W symbolise la transformée en ondelettes discrète décimée dans l2 (Z) et dbn la transformée dubruit.A�n de reconstruire la fonction f à partir des mesures sn, tous les coe�cients de la décomposition�!Wsn sont rétrécis par un seuillage dépendant de la contribution du bruit. Donoho et Johnstone ontproposé deux types de fonctions de seuillage (notée T� avec � un seuil) [37] :� �Soft thresholding� dé�ni par :TSoft� (dl;k) = sgn (dl;k) (jdl;kj � �)+ avec �+ = sup (�; 0) (1.13)� �Hard thresholding� dé�ni par :THard� (dl;k) = dl;k:1[jdl;k j��] avec 1A indicatrice de A (1.14)Un certain nombre de méthodes, permettant d'estimer le seuil �, sont décrites dans la littérature[76] [8]. La première d'entre-elles nommée �VisuShrink�, ou seuil universel, a été proposée par Donohoet Johnsone [37] avec � dé�ni par 11



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1� = �q2 log (N); (1.15)avec � = MAD=0:6745 et N le nombre de mesures.MAD est la valeur médiane absolue des coe�cients de l'échelle la plus �ne. Le facteur 0.6745est choisi après une calibration avec une distribution gaussienne. La dispersion du bruit est mesuréesur la première échelle car elle est majoritairement constituée de coe�cients dus au bruit.En résumé, pour débruiter un signal à partir de mesures connues, par décomposition décimée, onutilise l'algorithme de Mallat pour obtenir les coe�cients d'ondelettes, on rétrécit ces coe�cientspar seuillage et on reconstruit.1.2.2.2 Bruit corréléJohnstone et Silverman se sont penchés sur le cas du bruit corrélé additif [56], permettant laformalisation de principes élaborés empiriquement. Les principales propriétés d'une décompositionen ondelettes d'un bruit stationnaire corrélé sont les suivantes [56] :� La corrélation des coe�cients sur chaque échelle décroît très vite, au fur et à mesure que l'ontend vers les échelles grossières. Les ondelettes ont la propriété de diagonaliser, ou �presque�,un grand nombre d'opérateurs [72],[56].� La corrélation entre deux échelles di�érentes est très faible, ou nulle. L'utilisation de �ltrespasse-bande durant le calcul des coe�cients en est l'explication.La Log-variance du bruit décroît presque linéairement avec les échelles, et, sur chacune d'elles,les coe�cients correspondant au bruit suivent approximativement une distribution gaussienne [56].De ces di�érentes constatations, Johnstone et Silverman proposent une nouvelle méthode dedébruitage utilisant un seuillage dépendant du niveau (�level-dependent thresholding�) :�l = �ls2 log�N2l�; avec �l =MAD=0:6745 et l l'échelle (1.16)1.2.3 Débruitage par décomposition non-déciméeCes dernières années un certain nombre d'algorithmes de débruitage utilisant la décompositionen ondelettes non-décimée a été proposé. L'approche novatrice se trouve dans l'article de Coifmanet Donoho avec l'algorithme TI_denoising [29]. Les résultats en terme de qualité de reconstructionsont nettement supérieurs à ceux utilisant une décomposition décimée. Nous rappelons dans ceparagraphe le principe du débruitage non-décimé [21].1.2.3.1 Décomposition et seuillageProposition 1 [77] Soit wl les coe�cients d'ondelettes non-décimés à l'échelle l alors ils peuvents'écrire wl = *)[j=0::2l�1 dl(j)12



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives*)[ est une union entre des vecteurs avec entrelacement des coe�cients et dl(j) les coe�cients décimésà l'échelle l de la j�eme translation dé�nis pardl(j) = Q? (P?)l�1 (TRj (c0))avec Q? (P?)l�1 [f ] = Q? � P? � :::P? [f ] et TRj opérateur de translation.D'après la proposition précédente, nous constatons que chacun des sous-ensembles nd1(j) j d2(j)::: j dL(j)o,correspond à une transformée orthogonale et peut être étudié indépendamment les uns des autres.Donc, à une échelle l �xée, le seuil proposé par Johnstone pour le bruit corrélé est appliqué surchaque sous-ensemble dl(j) avec un seuil �lj égal à [21]:�lj = q2 log (N=2l)�MAD �dl(j)� =0:6745 (1.17)Nous pouvons de la même manière utiliser le seuil dé�ni dans le cadre du bruit blanc.La valeur estimée du niveau de bruit reste approximativement constante pour les di�érents sous-ensembles d'une même échelle du fait de la redondance d'information. Pour un nombre limité etraisonnable d'échelles de décomposition, les di�érents sous-ensembles véri�ent :MAD (wl) 'MAD �dl(0)� ' :::MAD �dl(2l�1)� (1.18)Nous pouvons dé�nir un seuil simple à estimer et prenant en compte la redondance d'informationpour chaque échelle l [21]: �l = q2 log (N=2l) �MAD(wl)=0:6745 (1.19)Ce seuil a été introduit durant notre DEA [13].1.2.3.2 Transformation inverseProposition 2 [21]Soit ef une fonction obtenue après transformation inverse à partir de L échellesde coe�cients d'ondelettes non-décimés et seuillés, et si nous notons efb la fonction résultant d'undébruitage avec l'algorithme décimé de Johnstone appliqué sur la fonction translatée TRb (f), alorsla fonction ef est telle que : ef = 12L h ef0::::+ ef2L�1iNous rappelons en annexe la démonstration de cette proposition �nalisée dont le résultat nousa été suggéré par l'algorithme Translation-Invariant de Coifman et Donoho [29] dans le cas dubruit blanc. Cette proposition montre que l'application d'un seuillage sur une décomposition enondelettes non-décimée est égale à la moyenne de toutes les translations circulaires débruitées parun algorithme décimé.La moyenne réduit les artefacts qui apparaissent lors du seuillage de la traditionnelle décompo-sition orthogonale. De plus, du fait de la redondance d'information, l'algorithme non-décimé peututiliser le seuillage �Hard� (équation 1.14) qui optimise la reconstruction en terme d'erreur l2 [29].La méthode de débruitage présentée ci-dessus se nomme uwt_mean [21]. Elle sera utilisée dansles chapitres suivants pour des problèmes d'estimation de spectres ou de restauration de donnéesaudio. 13



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 11.2.4 Extension du débruitage à la dimension 2Les méthodes de débruitage peuvent, avec des modi�cations mineures, s'étendre à la dimension2 en utilisant le schéma pyramidal de décomposition.Le problème de l'estimation du seuil est un peu plus complexe que dans le cas 1D, car chaqueéchelle est caractérisée par trois plans d'ondelettes. Le niveau de bruit est estimé soit sur le planhaute fréquence (correspondant à l'ondelette  (x; y) =  (x) (y)) soit sur chacun des plans d'onde-lettes.Pour l'estimation du seuil dans le cas non-décimé, l'extension du seuil dé�ni par l'équation (1.19)au cas 2D, correspond à�al = �als2 ln�N2l � M2l � avec �al =MAD (jwal j) =0:6845 et a = 1; 2; 3 correspondant au 3 plans(1.20)1.3 Débruitage de multiples copies d'un signalL'application d'une opération de débruitage sur une seule occurrence d'un signal ou d'une imagen'est pas su�sante lorsque le niveau de bruit est trop important. Di�érentes méthodes proposéesdans la littérature, notamment dans le domaine médical [11] [84] [91] [52], utilisent une séquenced'acquisition. Toutes ces méthodes se caractérisent par une étude statistique de l'évolution descoe�cients, ce qui oblige à posséder un grande nombre de réalisations.Une façon simple de généraliser l'algorithme de débruitage par ondelettes à une séquence se-rait de l'utiliser avec des moyennes, en calculant, par exemple, la moyenne des di�érents signauxdébruités. Calculer une moyenne peut être intéressant lorsque le bruit est gaussien, mais après unpremier traitement par les ondelettes, l'amélioration n'est pas signi�cative, les expérimentationsl'ont con�rmé.Nous proposons une méthode permettant de prendre en considération la répétition des occur-rences, mais sur une séquence d'acquisitions limitée. Notre algorithme utilise de façon itérative laséquence, en essayant de reconstruire le signal original. Il peut s'inscrire dans le cadre des algo-rithmes proposés, tout d'abord, par Starck et Bijaoui [87] [88], puis par Coifman et Wickerhauser[30] [33] [34]. Ces algorithmes construisent une estimation d'un signal, dont on possède une seuleoccurrence, par sélection successive des coe�cients d'ondelettes.Dans cette méthode itérative, une version non-décimée de la transformée en ondelettes est utilisée.Nous proposons une première formulation de notre algorithme, puis une évolution apportant plusde robustesse et prenant en compte le cas d'un signal qui �uctue selon les réalisations.1.3.1 Principe de l'algorithme ITE_DIF1.3.1.1 ConceptSoit une séquence de M signaux ns(1); s(2):::s(M)o identiques en terme d'information. Chacunde ces signaux est altéré par un bruit stationnaire additif tel que :s(m) = f + b(m) (1.21)14



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesavec b(m) symbolisant la m�eme réalisation du bruit,et f le signal que l'on cherche à estimer.Soit es(1) le signal résultant du débruitage par seuillage et reconstruction de la transformée enondelettes non-décimée de s(1), premier signal de la séquence, donces(1) = ��!W�1��T�s(1) ��!Ws(1)�� (1.22)avec T�s(1) fonction de seuillage et �s(1) un seuil qui reste à dé�nir.Soit R(1), le résidu calculé par di�érence entre la seconde occurrence du signal et l'estimationes(1) : R(1) = s(2) � es(1) (1.23)Si le débruitage est satisfaisant, c'est-à-dire si es(1) ' f , alors R(1) ne contient plus que deséléments incohérents que l'on peut assimiler à du bruit et sa décomposition en ondelettes n'estconstituée que de coe�cients non signi�catifs au sens d'un seuillage. On retrouve ici la notion decoe�cients cohérents ou signi�catifs introduite dans [87] [30].A partir de cette remarque, et a�n d'utiliser d'une façon itérative l'algorithme de seuillage, nousintroduisons la contrainte suivante :� Contrainte : il faut que la décomposition en ondelettes discrète �!WR(1) du résidu R(1) necontienne que des coe�cients non-signi�catifs, sinon ces coe�cients doivent être ajoutés àl'estimation du signal es(1), donces(2)  � es(1) + �!W�1 �T�R ��!WR(1)�� (1.24)avec T�R fonction de seuillage des coe�cients d'ondelettes du résidu,et �R limite entre coe�cients signi�catifs et non-signi�catifs.On généralise la dé�nition du résidu en notant R(m) le résidu entre la (m+ 1)�eme occurrence dusignal et l'estimation de f au pas m. Les expressions (1.23) et (1.24) sont appliquées itérativementsur tous les éléments de la séquence. On construit ainsi �pas à pas� une approximation de f par :R(m) = s(m+1) � es(m) (1.25)es(m+1)  � es(m) +�!W�1 �T�R ��!WR(m)��Le seuillage T�R , dé�ni ultérieurement, a pour fonction de sélectionner, à chaque itération, l'in-formation cohérente encore présente dans le résidu R(m), a�n qu'elle soit ajoutée à l'estimationobtenue à l'itération précédente.1.3.1.2 Etude de l'algorithmeNous allons étudier le comportement de l'algorithme directement sur les échelles d'ondelettesa�n d'introduire les di�érents seuils. Pour cela, il nous faut expliciter les di�érentes projections.Expression des coe�cients d'ondelettes de es(m)15



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1Soit wfl les coe�cients à l'échelle l du signal que l'on cherche à estimer, et ew(m)l , les coe�cientscorrespondant à la décomposition de l'estimation es(m). Les coe�cients ew(m)l sont tels que :ew(m)l = wfl + C(m)l , C(m)l 2 <n (1.26)Le vecteur C(m)l symbolise les erreurs d'estimation à l'échelle l.Expressions des coe�cients d'ondelettes de s(m)Soit �!Ws(m) la transformée en ondelettes de s(m), alors, à partir de l'équation (1.21), pour uneéchelle l donnée, les coe�cients de �!Ws(m) s'expriment selonws(m)l = wfl + wB(m)l (1.27)Expression des coe�cients d'ondelettes de R(m).Soit �!WR(m) la transformée en ondelettes du résidu R(m), d'après l'équation (1.25), pour uneéchelle l donnée, les coe�cients d'ondelettes de �!WR(m) s'écrivent :wR(m)l = ws(m+1)l � wes(m)l (1.28)A partir des équations (1.27) et (1.26), l'équation (1.28) s'écrit :wR(m)l = (wfl + wB(m+1)l )� �wfl + C(m)l � = wB(m+1)l � C(m)l (1.29)Remarque : C(m)l est un vecteur et certaines de ses composantes C(m)l;k sont presque nulles, in-diquant que le coe�cient ew(m)l;k correspondant est correctement reconstruit : dans ce cas wR(m)l;k 'wB(m+1)l;k .A partir de l'équation (1.29), nous pouvons expliciter comment reconstruire pas à pas l'informa-tion recherchée, à l'aide de l'algorithme ITE_DIF.Une itération de l'algorithme pour un coe�cient à l'échelle l est dé�nie par :ew(m+1)l;k  � ew(m)l;k + T�R �wR(m)l;k �Si l'erreur faite sur le coe�cient reconstruit ew(m)l;k est importante, alors C(m)l;k est considéré commesigni�catif et conservé lors du seuillage. Donc, d'après (1.26) et (1.29) :ew(m+1)l;k = wfl;k + C(m)l;k + T�R �wB(m+1)l;k � C(m)l;k � = wfl;k + C(m+1)l;k (1.30)avec C(m+1)l;k � C(m)l;k si C(m)l;k était signi�catif.Comme nous l'avons vu, les coe�cients d'ondelettes correspondant au bruit suivent rigoureuse-ment, ou approximativement, une distribution gaussienne sur chaque échelle. Ce principe est étenduen proposant que la distribution des coe�cients wB(m)l;k , sur une séquence d'acquisition, peut s'ap-proximer par une distribution gaussienne telle quewB(m)l;k i:i:d:�! N (0; �l) , pour m = 1::M et 8l 2 [1::L] (1.31)Ceci s'explique simplement par l'hypothèse faite sur le bruit, à savoir qu'il est stationnaire. Doncchaque réalisation de B(m) dépend de la même distribution pour tout m.16



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesDans ce cas, wR(m)l;k suit une distribution gaussienne sur la séquence telle que, d'après l'équation(1.29) : wR(m)l;k i:i:d:�! N ��C(m)l;k ; �l� , pour m = 1::M et 8l 2 [1::L] (1.32)La valeur de la moyenne �C(m)l;k de la distribution va �uctuer sur la séquence selon la qualité duseuillage jusqu'à tendre, si l'algorithme converge, vers une valeur non signi�cative indiquant ainsi quele coe�cient est correctement estimé. La décroissance de C(m)l;k vers une valeur non signi�cative estplus ou moins lente selon les caractéristiques du signal et du bruit. Si nous reprenons la méthodologieintroduite par Coifman dans [30] [33] [34], la convergence de C(m)l;k vers un coe�cient �incohérent�peut être évaluée par un critère entropique. En e�et, l'entropie mesure la dispersion des valeurs et vaêtre maximale pour un signal incohérent (que nous assimilerons à du bruit). En calculant l'entropiedes résidus, on estime la �quantité� d'information restant dans les di�érents résidus R(m) à chaqueitération. Cela permet d'évaluer le nombre d'occurrences minimum, M; nécessaire à l'extractionde l'information cohérente. Nous illustrons ceci sur un signal synthétique composé de di�érentsatomes Temps-Fréquence (TF) 2 (�gure 1.4a). Nous le dégradons par un bruit blanc gaussien avecun rapport signal sur bruit de 2 (�gure 1.4b).
(a) (b)Fig. 1.4 � (a) Signal synthétique original (b) Une des occurrences du signal bruité (SNR = 2)La mesure de l'entropie du résidu pour chaque itération de notre algorithme est illustrée surla �gure 1.5a (le seuil �R utilisé est explicité dans le paragraphe suivant). A titre indicatif, nousavons indiqué les entropies de chaque réalisation du bruit B(m), ainsi celle du résidu calculé aprèsdébruitage de chaque occurrence s(m) par VisuShrink, méthode proposée par Donoho. On constatequ'après un faible nombre d'itérations (m ' 6) l'entropie du résidu R(m) se stabilise autour d'uneconstante indiquant que l'algorithme a convergé. De plus, on remarque que l'entropie du résidu tendvers celle du bruit B(m). Ceci signi�e que le résidu n'est plus constitué que d'éléments incohérentset qu'il peut être presque entièrement assimilé à du bruit. A l'inverse, la faible valeur de l'entropieassociée au débruitage par VisuShrink montre qu'un certain nombre de composants cohérents sontsupprimés du signal reconstruit. La représentation sur la �gure 1.5b des valeurs RMS du signal2. Nous appelons atome TF, une composante constituée d'un signal monochromatique (donc associé à une fréquenceparticulière) multiplié par une enveloppe �xée (donc une composante de durée limitée). Un atome TF est caractérisépar trois grandeurs : sa fréquence fondamentale, son intervalle temporel de dé�nition et son enveloppe.17



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1approximé à chaque itération corrobore les constatations précédentes. L'erreur de reconstruction sestabilise après un certain nombre d'itérations.
(a) (b)Fig. 1.5 � Etude du comportement de l'agorithme itératif sur un signal synthétique bruité (a) En-tropie du résidu (b) Mesure RMS du signal approximé à chaque itérationNous indiquons sur la �gure 1.6 le signal reconstruit par notre algorithme après 10 itérations.

Fig. 1.6 � Signal reconstruit par notre algorithme après 10 itérations1.3.2 Dé�nition des di�érents seuils de l'algorithme ITE_DIF1.3.2.1 Dé�nition du seuil �s(1)L'algorithme doit être initialisé par un signal ne contenant plus aucun bruit signi�catif, sinoncelui-ci serait considéré comme une structure cohérente du signal dans la suite du traitement. Dece fait, la première estimation es(1), introduite dans l'équation (1.22), initialisant l'algorithme doitcorrespondre à une version très lissée du signal. Elle peut être dé�nie de la façon suivante :ew(1)l;k = T�s(1) �ws(1)l;k � = 0 pour l = 1:::L; et ee(1)L;k = es(1)L;k (1.33)Concrètement, toutes les échelles d'ondelettes sont mises à 0, puis la reconstruction s'e�ectue àpartir de la trame non-seuillée ce qui revient à appliquer un �ltre passe-bas. Si le nombre d'échellesde décomposition L est correctement choisi, le signal reconstruit après ce premier seuillage necontient presque plus de bruit. La sélection du nombre d'échelles nécessaires peut se �xer d'une18



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesfaçon empirique ou en utilisant un critère. On peut, par exemple, calculer l'erreur de reconstructionentre les di�érentes occurrences du signal en faisant varier le nombre d'échelles mises à 0, puissélectionner le point d'in�exion de la courbe ainsi obtenue. Pour l'exemple synthétique précédenton trouve L ' 5 (cf. �gure 1.7). L'entropie des signaux approximés peut aussi constituer un critèrede sélection.
Fig. 1.7 � Recherche par un critère RMS du nombre d'échelles nécessaires pour le seuillage initialLe seuillage introduit par l'équation (1.33) peut être substitué par une sélection des x plus grandscoe�cients de la décomposition en L échelles de s(1) (technique de seuillage proposée par Coifman[30]). Cela permet, non plus d'avoir une version lissée du signal, mais une approximation construiteà partir des composantes les plus importantes.1.3.2.2 Dé�nition du seuil �RLe but étant d'extraire du résidu quelques coe�cients noyés dans le bruit, le seuil du résidu �R nepeut pas être dé�ni par l'équation (1.19) (pour un bruit gaussien) car l'amplitude du bruit estiméepar MAD(wR(m))=0:6745 est trop faible.Si l'on suppose que le bruit est stationnaire sur les di�érentes occurrences du signal, alors ladispersion des bruits présents sur les échelles d'ondelettes issues, respectivement, de la décompositiondu résidu et des signaux originaux, est identique. C'est-à-dire que siwR(m)l;k = C(m)l;k + �RN(0; 1)et ws(m)l;k = wfl;k + �BN(0; 1)alors �R = �B (1.34)A�n d'évaluer le niveau du bruit présent dans la décomposition du résidu (pour le cas gaussien),la valeur médiane absolue est calculée sur la première échelle des décompositions des di�érentesréalisations. Le seuil du résidu est donc dé�ni par :�R = q2 log (N=2l) �MAD(hws(1)1 ��� ::: ���ws(M)1 i)=0:6745 (1.35)Le cas corrélé se déduit du raisonnement précédent. Pour chaque échelle, la distribution dubruit suit approximativement une fonction gaussienne. Si le bruit est stationnaire sur les di�érentes19



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1occurrences du signal, alors l'amplitude du bruit sera identique pour la décomposition du résidu etdes signaux originaux, à une échelle �xée. Le seuil se calcule à partir de l'amplitude du bruitestimée pour chaque échelle, sur les échelles correspondantes dans les décompositions des di�érentesréalisations : �Rl = q2 log (N=2l) �MAD(hws(1)l ��� ::: ���ws(M)l i)=0:6745 (1.36)1.3.2.3 Choix de la méthode de seuillageUne étude de Bruce et Gao [47] montre que le �hard-thresholding� a une plus grande variance (àcause du caractère discontinu de la fonction de seuillage) alors que le �soft-thresholding� possède unplus grand biais (du fait de la diminution des grands coe�cients vers 0). Dans le cadre de l'algorithmeITE_DIF, une variance trop grande est gênante, car elle fait �uctuer d'une façon importante lavaleur C(m)l;k au cours des di�érentes itérations, et provoque l'apparition d'oscillations parasites dansle signal reconstruit. L'utilisation d'une version non-décimée de la transformée en ondelettes, quiréduit cette variance, n'est pas su�sante. En revanche, le biais a moins d'importance car il va êtreatténué par la réévaluation du résidu et l'extraction des coe�cients signi�catifs à chaque itération.C'est pourquoi, dans le cadre de l'algorithme ITE_DIF, nous utiliserons un seuillage du type �soft-tresholding�.1.3.3 Une variante : l'algorithme MEAN_ERROn peut émettre plusieurs réserves sur l'algorithme ITE_DIF :� Nous avons fait l'hypothèse que le coe�cient d'ondelette du signal à estimer wSl;k est constantsur les di�érentes acquisitions de la séquence. Ceci n'est pas vrai dans toutes les applications.L'information peut parfois légèrement �uctuer au cours du temps.� L'ordre de présentation des signaux dans l'algorithme ITE_DIF est prépondérant. Si l'on per-mute des signaux dans la séquence, les résultats sont visuellement proches mais pas identiques.� Lorsqu'un coe�cient est considéré comme signi�catif lors du seuillage d'un des résidus, ilest ajouté à l'estimation sans limitation aucune. Et ce même si ce coe�cient n'a été détectésigni�catif qu'une seule fois sur la séquence.A�n de remédier à ces problèmes, nous proposons une évolution de l'algorithme ITE_DIF, quenous appellerons MEAN_ERR [20].1.3.3.1 PrincipePar rapport à l'algorithme ITE_DIF, nous ajoutons la contrainte suivante :Sachant que wfl;k n'est pas constant dans le temps, nous voulons obtenir, après traitement itératifsur la séquence, un coe�cient reconstruit w�l;k tel que :w�l;k = wfl;k avec wfl;k = 1M MXm=1wf (m)l;k (1.37)20



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesConcrètement, nous voulons obtenir la valeur moyenne dans le temps des coe�cients réels dusignal. L'équation (1.37) peut s'écrire :wSl;k = 1M  MXm=1 hwf (m)l;k � ewi;ki!+ ewl;k pour tout ewl;k (1.38)Si les variables ewl;k correspondent aux coe�cients issus du premier seuillage tels qu'ils sontdé�nis par l'équation (1.22), l'algorithme MEAN_ERR découle alors d'une simple modi�cation deITE_DIFF permettant de prendre en compte la contrainte (1.37).A�n d'initialiser l'algorithme, nous calculons une version lissée du signal à partir d'une desréalisations de la séquence en mettant à 0 toutes les échelles d'ondelettes et en ne conservant que latrame. Sachant que le signal �uctue sur la séquence, il faut que ce premier seuillage h�init soit telque : T�init ��!Ws(1)� ' T�init ��!Ws(2)� :::: ' T�init ��!Ws(M)� (1.39)Pour un certain nombre de signaux �raisonnables�, on peut trouver une fonction T�init , qui véri�el'équation (1.39). Le nombre L d'échelles mises à 0 dépend de la nature du bruit et de l'impor-tance de la �non-stationnarité� du signal. L'échelle correspondant à l'égalité (1.39) peut être évaluéeempiriquement ou à l'aide d'un critère comme celui indiqué pour l'algorithme ITE_DIFF.Nous dé�nissons le résidu R(m) par,R(m) = s(m) � es avec es = �!W�1T�init ��!Ws(1)� (1.40)Les coe�cients d'ondelettes du résidu s'écrivent :wR(m)l;k = wf (m)l;k + wB(m)l;k � ewl;k (1.41)Si l'on peut déterminer un seuillage T�R tel queT�R �wR(m)l;k � = wf (m)l;k � ewl;k + C(m)l;k (1.42)avec C(m)l;k erreur de seuillage la plus faible possiblealors, à partir des équations (1.38) et (1.42), la valeur moyenne des coe�cients peut s'écrire :wfl;k = 1M  MXm=1 hwf (m)l;k � ewl;ki!+ ewl;k (1.43)= 1M  MXm=1T�R �wR(m)l;k �!+ ewl;k � 1M MXm=1C(m)l;kNous déduisons de l'équation (1.43) que1M  MXm=1T�R �wR(m)l;k �!| {z }moyenne des résidus seuillés+ ewl;k|{z}signal lissé = wfl;k|{z}valeur recherchée+ 1M MXm=1C(m)l;k| {z }biais dû au bruitL'expression précédente indique que pour évaluer la valeur moyenne des coe�cients du signal(coe�cients wfl;k) en tenant compte du bruit, il faut ajouter au signal lissé, issu du premier seuillage21



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1(coe�cients ewl;k), la moyenne des résidus seuillés. Il existe toutefois un biais dû au bruit dansla valeur estimée. Mais du fait du seuillage itératif des résidus, si l'algorithme converge, le biais1M PMm=1 C(m)l;k va tendre vers une valeur peu signi�cative lorsque le nombre d'occurrences M aug-mente. La décroissance de ce terme vers une valeur non signi�cative est plus ou moins lente selonles caractéristiques du signal et du bruit. A�n d'illustrer cette décroissance du biais, nous a�chonsl'erreur moyenne absolue entre le signal reconstruit dé�ni et le signal original non bruité pour unnombre M d'itérations variable. Le signal reconstruit f r sera dé�ni parf r = es + 1M  MXm=1�!W�1T�R ��!WR(m)�!La courbe 1.8 correspond au calcul de cette erreur pour l'exemple synthétique introduit pré-cédemment. Notons que dans cet exemple l'information ne �uctue pas au cours des di�érentesoccurrences du signal. On constate qu'après un certain nombre d'itérations l'erreur moyenne sestabilise, indiquant que l'algorithme a convergé. Le nombre d'itérations nécessaire peut être évaluéde la même façon que pour ITE_DIFF en utilisant le critère d'entropie.
Fig. 1.8 � Mesure de l'erreur moyenne absolue de reconstruction en fonction du nombre d'itérationspour l'algorihtme MEAN_ERRNous illustrons sur la �gure 1.9 le signal reconstruit après 10 itérations.

Fig. 1.9 � Signal reconstruit après 10 itérations par MEAN_ERR1.3.3.2 Choix des seuilsLes dé�nitions des deux seuils (seuil initial et seuil du résidu) sont identiques à celles proposéesdans le cadre de l'algorithme ITE_DIF, avec un seuil initial dé�ni par l'équation (1.33) et un seuil22



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itérativesdu résidu dé�ni soit par l'équation (1.35) pour le bruit gaussien, soit par l'équation (1.36) pour lebruit corrélé.A l'inverse de l'algorithme ITE_DIF, un biais dans le seuillage du résidu est plus gênant pourl'algorithme MEAN_ERR car l'erreur n'est pas réévaluée à chaque itération (ce qui permettaitainsi de réduire ce biais). En revanche, la moyenne des erreurs seuillées va réduire la variancedue au seuillage. Pour ces raisons, nous utiliserons un seuillage du type �Hard-Thresholding� pourl'algorithme MEAN_ERR, qui, nous le rappelons, optimise l'erreur de reconstruction.1.3.4 Extension à la dimension 2 des algorithmes ITE_DIF et MEAN_ERRSuivant le même principe que pour l'algorithme de débruitage non-décimé, nous pouvons gé-néraliser facilement les deux algorithmes proposés précédemment aux dimensions supérieures etnotamment aux images.Le seuillage initial 2D, correspondant respectivement à T�I(1) et T�init , est une généralisation del'équation (1.33) : fwal = T�I(1) �wal �s(1)�� = 0 (1.44)pour l = 1:::L, a = 1::3 et eeL = es(1)LL'indice a indiquant la présence de 3 images caractérisant une échelle.Lors du seuillage de l'erreur, nous dé�nissons trois seuils di�érents selon la direction du pland'ondelettes étudié. De ce fait, la généralisation du seuil du résidu, correspond, pour le cas généraldu bruit corrélé, à�Rl;a = q2 log (N2=22l) �MAD(hwal (s(1))��� ::: ���wal (s(M))i)=0:6745 (1.45)pour a = 1::3Le type de seuillage est dé�ni comme pour la dimension 1 :� un seuillage �Hard-Tresholding� pour l'algorithme MEAN_ERR,� un seuillage �Soft-Tresholding� pour l'algorithme ITE_DIFF.1.4 Résultats des algorithmes itératifs sur des signaux et des imagesde testsCes algorithmes ont été développés en langage C pour des bruits blancs ou corrélés.1.4.1 Résultats sur des signauxA�n d'illustrer les deux algorithmes, nous avons choisi d'utiliser le signal HeaviSine construitpar Donoho [90]. Ce signal présente la particularité d'être lisse et de posséder une discontinuitésous la forme d'un pic. Nous �noyons� cette discontinuité dans le bruit. Nos algorithmes doiventalors supprimer le bruit tout en conservant le décrochement correspondant à la discontinuité. Ce23



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1signal peut sembler très éloigné des signaux réels que l'on rencontre, mais il permet d'étudier avecattention la qualité de la reconstruction d'une discontinuité noyée dans du bruit.Pour ce test, nous avons fabriqué à partir du signal original une séquence de 5 signaux bruités par5 vecteurs aléatoires suivant une distribution gaussienne. Le signal est composé de 1024 points. Nousdécomposons chaque occurrence sur 6 échelles avec les ondelettes Symmlet. La �gure 1.10 présentele signal HeaviSine original ainsi que l'une des réalisations de la séquence. Dans cette réalisation,comme dans toutes les autres, la discontinuité disparaît dans le bruit.
Fig. 1.10 � Création d'une séquence de signaux bruités (SNR =2) : (a) Signal original (b) Un deséléments de la séquenceLorsque le niveau de bruit est trop important, la méthode VisuShrink ne peut pas extraire ladiscontinuité du bruit. Après reconstruction, la discontinuité disparaît avec le bruit (�gure 1.11a).Son extension par une moyenne n'apporte aucune amélioration (�gure 1.11b). Les méthodes non-décimées, telle que uwt_mean ou TI_denoising, échouent elles aussi.
Fig. 1.11 � Débruitage d'une séquence bruitée (SNR=2) par la méthode de Donoho : (A) Résultat deVisuShrink sur un élément de la séquence (B) Moyenne des résultats de VisuShrink sur la séquenceNous appliquons alors sur la séquence les algorithmes ITE_DIFF et MEAN_ERR.Il est visible sur la �gure 1.12 que le seuillage �Hard� utilisé pour l'algorithme ITE_DIFF n'estpas adapté. En e�et, le signal reconstruit présente de nombreuses oscillations parasites. En revanche,si l'on utilise un seuillage �Soft�, le signal est lissé tout en conservant la discontinuité. Bien sûr, cettediscontinuité n'est pas parfaitement reconstruite, mais étant donné le niveau de bruit, et le faiblenombre d'échantillons, le résultat est satisfaisant et utilisable dans un algorithme de détection.L'algorithme MEAN_ERR est appliqué sur cette même séquence (�gure 1.13). L'in�uence de24



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives
Fig. 1.12 � Débruitage par ITE_DIFF de la séquence (SNR=2) : (a) Résultat pour le seuillageSoftTresholding (b) Résultat pour le seuillage HardTresholdingla moyenne, couplée au biais du seuillage, est visible sur le résultat du seuillage �Soft�. En e�et,la discontinuité a presque totalement disparu. En revanche, le calcul de la moyenne des résidusseuillés réduit la variance du seuillage �Hard� et permet de reconstruire un signal lisse présentant ladiscontinuité attendue. Visuellement, les résultats de MEAN_ERR-Hard et ITE_DIFF-Soft sontquasiment identiques.
Fig. 1.13 � Débruitage par MEAN_ERR de la séquence (SNR=2) : (a) Résultat pour le seuillageSoftTresholding (b) Résultat pour le seuillage HardTresholdingLa généralisation deMEAN_ERR et ITE_DIFF au bruit corrélé donne des résultats équivalents.Le signal de test est bruité par un bruit dé�ni par un modèle autorégressif. Nous pouvons voir surla �gure 1.14 que pour MEAN_ERR-Hard et ITE_DIFF-Soft le signal est correctement débruité,et que la discontinuité est reconstruite.Les résultats quantitatifs des divers algorithmes appliqués sur les signaux synthétiques de ré-férence construits par Donoho 3 [90] sont présentés sous forme d'un tableau (tableau 1.1) indi-quant la moyenne des mesures RMS calculée sur 30 séquences de test. Les algorithmes ITE_DIFFet MEAN_ERR (associés à leur méthode de seuillage optimale) correspondent, en général, auxmeilleurs résultats. Toutefois ce tableau marque les limites d'une simple évaluation, par calculd'erreur l2, des performances d'un algorithme. En e�et, on remarque que pour certains signaux,3. Nous avons utilisé ces signaux pour quanti�er la qualité des algorithmes de débruitage car ils sont accessibles àtous sur le net et permettent donc des �confrontations�. 25



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1
Fig. 1.14 � Débruitage par MEAN_ERR et ITE_DIFF de la séquence corrompu par un bruitcorrélé (SNR = 2) : (a) Résultat pour le seuillage SoftTresholding avec ITE_DIFF (b) Résultatpour le seuillage HardTresholding avec MEAN_ERRITE_DIFF a une erreur de reconstruction plus importante que d'autres algorithmes qui permet-tent, soit d'obtenir des signaux très lisses, soit de diminuer légèrement le bruit tout en conservantles structures du signal. Mais en terme d'extraction d'information utile, le résultat est mauvais car,soit les discontinuités sont supprimées (comme pour l'exemple HeaviSine présenté graphiquementauparavant), soit le résultat contient encore beaucoup trop de bruit.Une étude visuelle reste souvent l'outil le plus approprié car elle permet de mieux juger de laqualité de l'estimation de l'information. Le tableau suivant permet quand même d'indiquer certainestendances, notamment lorsque deux algorithmes utilisent des méthodologies similaires (le tableaumet ainsi en évidence la légère supériorité de notre algorithme non-décimé uwt_mean sur celui deCoifman et Donoho TI_denoising [13]). HeaviSine Doppler BlocksBruit 1 1 1Moyenne 0.447 0.448 0.444VisuShrink-Soft 0.186 0.482 0.709TI_denoising-hard 0.210 0.275 0.445uwt_mean-Hard 0.188 0.265 0.404ITE-DIFF 0.227 0.274 0.430MEAN-DIFF 0.121 0.186 0.318Tab. 1.1 � Débruitage par ondelettes de Symmlet (SNR=2 L=6 N=1024): Mesure RMS1.4.2 Résultats sur des images de la base du GDR ISISNous avons testé tout d'abord nos algorithmes sur trois images extraites de la base du GDR ISIS :Léna, Bureau et chaise. Nous construisons pour chacune de ces images des séquences de 5 imagesbruitées, avec un rapport signal sur bruit très faible (SNR=0.5). Nous pouvons voir sur la �gure1.15a que l'image Léna est inutilisable avec un tel niveau de bruit. L'application d'une moyenne surla séquence permet d'obtenir une image plus nette mais encore très bruitée (�gure 1.15b).26



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives
(a) (b)Fig. 1.15 � (a) Image Léna bruitée SNR = 0.5 (b) Débruitage par une moyenne sur la séquenceLa �gure 1.16 atteste que le débruitage à partir d'un seule réalisation n'est pas su�sant pourreconstruire tous les détails des images, entraînant la disparition de certains éléments du visage.Notons que le résultat de VisuShrink est plus grossier que uwt_mean.
(a) (b)Fig. 1.16 � Débruitage de l'image Léna : (a) Résultat VisuShrink (b) Résultat uwt_meanLes résultats des algorithmes ITE_DIFF-Soft etMEAN_ERR-Hard sont globalement identiqueset reconstruisent une image nette, si l'on considère le niveau de dégradation de l'image de départ,et qui semble sans bruit (�gure 1.17). Seuls ces deux algorithmes ont extrait l'information dubruit. Toutefois il existe une légère di�érence entre les deux algorithmes itératifs en la faveur deMEAN_ERR, sur la netteté de l'image reconstruite, ce qui s'explique par l'utilisation d'un seuillage�Hard�. 27



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1
(a) (b)Fig. 1.17 � Débruitage de l'image Léna : (a) Résultat ITE_DIFF (b) Résultat MEAN_ERRLa �gure 1.18a présente une des occurrences de la séquence fabriquée à partir de l'image Bureau.Si l'on étudie le résultat de uwt_mean (�gure 1.18b), on constate qu'un certain nombre de détailscomme les contours de l'écran sont dégradés, et que des éléments parasites apparaissent sur lesfenêtres ou les montants des fenêtres (le résultat de VisuShrink n'est pas présenté car il est inférieur).
(a) (b)Fig. 1.18 � Image Bureau : (a) Bruitée (SNR = 0.5) (b) débruitée par uwt_meanLes résultats de ITE_DIFF-Soft et MEAN_ERR-Hard sont meilleurs (�gure 1.19). Les détailssont mieux extraits du bruit ce qui se traduit par une image plus nette sans éléments parasites,avec, encore une fois, un léger avantage pour l'algorithme MEAN_ERR-Hard.Le tableau 1.2 présente un résumé des di�érentes moyennes sur 10 tests des mesures d'erreursde reconstruction des algorithmes. Ces mesures con�rment l'impression visuelle : les algorithmes28



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives
(a) (b)Fig. 1.19 � Débruitage de l'image Bureau : (a) Résultat ITE_DIFF (b) Résultat MEAN_ERRitératifs ont les meilleurs résultats. Chaise Lena BureauBruit 60.45 76.26 56.46Moyenne 27.43 35.70 21.8VisuShrink-Hard 15.31 28.16 28.2uwt_mean-Hard 12.04 24.18 24.2ITE-DIFF 11.36 19.73 21.40MEAN-ERR 10.21 18.07 20.0Tab. 1.2 � Débruitage par ondelettes de Symmlet SNR=2 (Image Lena N=512 L=5) (Image Objetet Bureau N=256 L=4): Mesure RMS1.4.3 Applications à des images cérébrales fonctionnelles par résonance magné-tique (IRMf)Depuis quelques années de nombreuses études sont publiées sur l'identi�cation des zones fonc-tionnelles du cerveau. Ce domaine a pro�té de l'essor de nouvelles techniques d'imagerie neurolo-gique, notamment l'imagerie par résonnance magnétique fonctionnelle (IRMf) qui permet d'étudierl'évolution de l'activité cérébrale dans le temps. Cette technique non invasive fournit des imagestridimensionnelles, en exploitant les propriétés magnétiques de certains noyaux atomiques. Plusprécisément, l'IRM utilise le phénomène de résonance magnétique nucléaire (RMN). En imageriecérébrale, on applique la résonance magnétique à l'hémoglobine, dont les propriétés magnétiquesdi�èrent légèrement selon que cette molécule est liée ou non à l'oxygène. Lorsqu'il y a activationd'une zone du cerveau, il y a un apport d'oxygène dans le sang et donc augmentation d'oxyhémoglo-bine. On accède donc à l'activité cérébrale en réalisant des images où est visualisé le contraste entre29



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1les régions riches en oxyhémoglobine (�ux sanguin accru) et les régions au �ux sanguin �normal�.Une étude de l'activité fonctionnelle du cerveau se décompose en trois parties :� stimulation du cerveau,� �photographie� de l'activité physiologique du cerveau,� analyse des images a�n de déterminer les zones d'activité du cerveau par rapport à une imagede référence au repos.Les données analysées dans ce paragraphe correspondent à une séquence temporelle d'imagesalternant une activation du cerveau (provoquée par un mouvement des doigts) et une phasede repos. Les images correspondant à la phase de repos représentent la base de référence, ettoutes variations importantes par rapport à cette �ligne de base� seront considérées commedes zones activées.Cependant les images IRMf se caractérisent par un rapport signal sur bruit très faible, et ilest très di�cile d'extraire correctement les zones activées. D'autant plus que les images traitéesont été acquises avec un appareil fonctionnant avec un faible champ de 0,5 Tesla, ce qui entraîneun niveau de bruit important. Durant notre DEA [13], nous avons étudié un certain nombre deméthodes de débruitage par ondelettes permettant d'extraire les zones activées, notamment uneversion �non �nalisée� des algorithmes itératifs exposés dans ce chapitre. Nous présentons sur la�gure 1.20 une image IRMf originale (images acquises au CIMA, Centre d'imagerie Médical Avancéde Compiègne), le résultat du débruitage non-décimé et le résultat de MEAN_ERR appliqué surles images ne correspondant pas à une activation. Nous ne présentons pas le résultat du débruitagedécimé car le résultat est nettement inférieur à uwt_mean [13], et seul le résultat de MEAN_ERRest illustré pour les algorithmes itératifs : il est en e�et le mieux adapté puisque le signal �uctueau cours des acquisitions du fait de l'activité biologique. Les algorithmes sont appliqués avec unedécomposition en 5 échelles avec les ondelettes Symmlet et un modèle de bruit corrélé (estimation duniveau de bruit à chaque échelle). Etant donné la problématique, Ces images, présentées sur la �gure1.20, ne sont pas les plus signi�catives pour juger de la qualité du débruitage. Mais nous pouvonsdéjà remarquer, à partir du fond de l'image, que pour les deux méthodes le bruit est correctementsupprimé. Toutefois, si l'on étudie en détail la partie inférieure du cerveau, l'algorithme non-déciméa tendance à faire disparaître certains détails par rapport à la méthode itérative.A�n de comparer correctement le résultat de ces algorithmes, nous estimons les zones d'activationen faisant une simple di�érence entre les images débruitées correspondant à des activations, et cellescorrespondant à des périodes de repos. Les résultats sont présentés sur la �gure 1.21. On constate,tout d'abord, que la détection des zones activées à partir des images originales est impossible :seules les zones correspondant à l'os du crâne apparaissent, à cause des mouvements du patient. Laméthode non-décimée n'apporte que peu d'améliorations. Simplement le fond de l'image �di�érence�est plus net. Le résultat de l'algorithme itératif est lui satisfaisant si l'on prend en compte le faibleniveau du champ magnétique de l'appareil de mesure. Les deux zones d'activation, indiquées sur la�gure par deux �èches, sont mises en évidence. Puisque le traitement se fait sur toute la séquence,il est logique que le mouvement du patient apparaisse d'une façon plus importante, mais il reste, enénergie, inférieur dans l'image de di�érence à l'activation cérébrale.30



Chapitre 1 Ondelettes non-décimées et méthodes itératives
(a) (b) (c)Fig. 1.20 � Débruitage d'une image IRMf : (a) Image originale (b) Débruitée par uwt_mean (c)Débruitée par MEAN_ERR

(a) (b) (c)Fig. 1.21 � Détection des zones d'activation à partir de : (a) Image originale (b) Débruitée paruwt_mean (c) Débruitée par MEAN_ERR 31



Ondelettes non-décimées et méthodes itératives Chapitre 1Cette simple illustration montre la potentialité des algorithmes itératifs dans des problèmescomplexes. Nous avons comme perspective de tester ces méthodes avec des appareils de mesuresplus performants ayant un champ de 1.5 Tesla, en collaboration avec le service de radiologie (P.Vaudermarcq) du CHU de Poitiers.1.5 ConclusionCe premier chapitre nous a permis de faire un bref rappel sur la décomposition en ondelettes,telle qu'elle est généralement utilisée dans la littérature, ainsi que son extension non-décimée qui,présentant moins de contraintes sur les �ltres, autorise de nouvelles représentations, comme nousallons le voir dans le chapitre suivant.Le rappel des techniques de débruitage proposées dans la littérature a permis de mettre enévidence certaines propriétés de la décomposition en ondelettes. Nous avons formalisé la techniqueque nous avions proposée en DEA appelée uwt_mean. Elle utilise une décomposition en ondelettesnon-décimée avec des �ltres miroirs en quadrature, et un seuillage adapté à ce type de décomposition.Grâce à une moyenne sur les phases, cette méthode est plus performante que les algorithmes conçusdans le cadre d'une décomposition décimée. Elle s'inscrit dans le cadre introduit par Coifman etDonoho avec l'algorithme TI_denoising pour le bruit blanc, mais avec une généralisation au bruitcorrélé et à la dimension 2. uwt_mean s'intègrera par la suite dans diverses problématiques (parexemple l'estimation du spectre dans le chapitre 3) pour lesquelles nous avons besoin d'estimer desdonnées 1D et 2D corrompues par un bruit additif.Nous avons ensuite introduit deux méthodes itératives permettant de traiter di�érentes copiesd'un signal. En e�et, lorsque le niveau de bruit est trop important, le traitement d'une seule ac-quisition n'est pas su�sant et plusieurs réalisations sont nécessaires. Ces deux méthodes utilisentitérativement une décomposition en ondelettes non-décimée de la di�érence entre la fonction re-construite et les acquisitions suivantes. Ces méthodes permettent, pour un nombre limité de tirages,d'extraire de l'information noyée dans du bruit. De plus, une de ces méthodes permet de prendreen compte les �uctuations de l'information au cours des di�érentes réalisations. Nous avons men-tionné et illustré un critère permettant d'évaluer le nombre d'itérations nécessaires pour obtenir unesolution stable.Ces algorithmes ont été testés avec succès à des problèmes concrets comme le débruitage d'IRMfou de signaux biomédicaux [21].Du fait de leurs formulations générales, tous les algorithmes présentés dans ce chapitre peuventévoluer facilement en prenant en compte les progrès issus du monde des ondelettes en intégrant, parexemple, de nouvelles fonctions de seuillage, une décomposition en paquets d'ondelettes non-déciméeou d'autres techniques à venir.Nous allons étudier dans le chapitre suivant une représentation particulière utilisant les propriétésdes décompositions non-décimées : les maxima d'ondelettes.32



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesChapitre 2Décomposition en maxima d'ondelettes :débruitage et segmentation2.1 IntroductionDans le chapitre précédent, nous avons introduit le schéma général d'analyse en ondelettes dis-crètes. Nous allons étudier, dans ce chapitre, une représentation particulière proposée récemmentpar Mallat et Zhong appelée �représentation en maxima d'ondelettes� [70]. Cette décomposition ba-sée sur l'algorithme de décomposition en ondelettes non-décimée (paragraphe 1.2.1) permet l'étudedes dérivées d'une fonction discrète à di�érentes échelles. Dans un premier temps, nous rappelonsle principe de l'algorithme de projection en maxima d'ondelettes, les propriétés de propagation deces maxima à travers les échelles, ainsi que l'algorithme de reconstruction.Ensuite, nous présentons une méthode de segmentation de signaux basée sur le chaînage desmaxima à travers les échelles. Nous évaluons les résultats de cet algorithme sur des signaux deradiocommunication, ainsi que sur des signaux d'enregistrement audio et de mouvements de lèvres,signaux annexes à l'enregistrement encéphalographique (EEG).En�n, nous proposons un algorithme de débruitage d'images basé sur le postulat de la stabilité del'angle de la dérivée multiéchelles pour les maxima associés à un contour signi�catif. Cette méthodesera appliquée sur des images de test ainsi que sur des images d'angiographie coronarienne.2.2 Représentation en maxima d'ondelettes2.2.1 PrincipeOn peut construire une ondelette dé�nie comme la pi�eme dérivée d'une fonction. En particulier,si la fonction d'ondelette est la dérivée première de la fonction de lissage, les extrema locaux dela transformée en ondelettes correspondent aux discontinuités du signal à di�érentes échelles. Demême, si l'ondelette est dé�nie comme la dérivée seconde de la fonction de lissage, ce sont les passagepar 0 qui correspondent aux discontinuités.Soit une fonction d'échelle � (x) qui satisfait les propriétés indiquées dans le paragraphe 1.2.1que nous rappelons 33



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2limx!�1� (x) = 0 et Z +1�1 � (x)@x = 1:En imposant que � (x) soit di�érentiable, on introduit la fonction d'ondelette  1 (x) comme ladérivée première de � (x)  1 (x) = @� (x)@xNous rappelons que la fonction  1 est considérée comme une ondelette si R+1�1  1 (x)@x = 0.D'après l'équation (1.3) du chapitre 1, pour toutes fonctions f(x) 2 L2 (R), la transformée enondelettes, à l'échelle s, a comme composanted�1s (x) = f(x) �  1s(x)De la linéarité de la convolution et de la dérivation, on véri�e qued�1s (x) = s @@x (�s � f) (x) (2.1)L'équation (2.1) indique que la transformée en ondelettes du signal à l'échelle s est équivalenteà la dérivée de la fonction f(x) lissée par �s(x). Un maximum dans la transformée en ondelettescorrespond à un point d'in�exion de la courbe �s � f .A�n de réduire la redondance d'information, l'échelle s varie seulement dans une séquence dya-dique h2lil2Z .On retrouve les techniques développées dans le cadre de la vision informatique. Par exemple,Canny [10] propose l'utilisation de la dérivée première d'une gaussienne, l'écart type de la gaussiennejouant le rôle de paramètre d'échelle.Mallat et Zhong [70] montrent que les minima locaux, et donc certains des passages par zérode la dérivée seconde, ne correspondent pas à d'importantes variations du signal, mais à un pointd'in�exion de la fonction. En revanche, les maxima locaux sont associés aux discontinuités du signalobservées à di�érentes échelles. Notre étude va donc se concentrer sur la dérivée première.2.2.2 Dé�nition des fonctions analysantesIl est clair, d'après la section précédente, que pour avoir une représentation multiéchelles desdérivées à partir des maxima d'ondelettes, l'ondelette doit être la dérivée première de la fonctiond'échelle. A�n d'avoir une représentation invariante par translation, la transformée se calcule avecun banc de �ltres non-décimé. Nous avons abordé dans le chapitre 1 la décomposition en ondelettesnon-décimée, nous rappelons ici ses éléments principaux. Aux deux fonctions � et  sont associésdeux �ltres : un �ltre passe-bas H et un �ltre passe-haut G. Lors d'une décomposition non-déciméeles �ltres associés doivent être dilatés entre chaque échelle. La transformée en ondelettes discrètesd'un signal f(x) 2 l2(Z) à l'échelle l est calculée par la convolution avec les �ltres h(l) et g(l) suivantl'équation (1.9) du chapitre 1. Pour obtenir une reconstruction parfaite, il est nécessaire et su�santde dé�nir un groupe de �ltres de synthèse Q et P qui véri�e la condition de reconstruction parfaite[101]. Nous avons introduit cette propriété de la transformée non-décimée dans l'équation (1.7) pourle cas particulier où les �ltres de décomposition et reconstruction étaient identiques)34



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesH(w)P (w) +G(w)Q(w) = 1: (2.2)Dans ce cas la transformée inverse se calcule de la façon suivanteel;k = 12 "p2Xn p(l+1) [k � 2n] el+1;n +p2Xn q(l+1) [k � 2n]wl+1;n# :L'implémentation numérique de la décomposition et de la reconstruction se fait par un banc de�ltres octave bande non-décimé [70].Mallat et Zhong [101] ont fabriqué une famille d'ondelettes qui possède les propriétés désiréespour une représentation multiéchelles des bords. Ces fonctions d'ondelettes et d'échelles sont deséléments de la famille des splines :b�(w) = �sin(w=2)w=2 �n et b (w) = i(w=2)�sin(w=2)w=2 �n : (2.3)A�n d'évaluer la �qualité� d'une représentation générée par une fonction d'ondelettes, Daubechiesa introduit la notion de �frame ratio� [35]. Suivant le choix de  , une transformée en ondelettes peutêtre une représentation complète et numériquement stable, c'est-à-dire qu'il existe deux constantes,A > 0, B < 0 telles que, pour tout f 2 L2 (R),A kfk2 �Xl2Z k l � fk2 � B kfk2 :Si les fonctions  l choisies véri�ent cette condition, alors la famille d'ondelettes constitue une�frame� dans L2, avec B=A le �frame ratio�[35]. Plus B=A est proche de 1, et plus la représentationest stable. Quand B=A est égal à 1, nous avons une décomposition orthogonale.Nous pouvons, à partir de ce paramètre B=A �évaluer� les fonctions dé�nies par l'équation (2.3).Si n = 2,  est une ondelette de Haar correspondant à un frame ratio égal à 1 (i.e. décompositionorthogonale), mais  est discontinue. Plus l'ordre n est grand, plus les fonctions d'échelles et d'on-delettes sont régulières mais avec un support temporel qui s'élargit et un frame ratio qui s'écarte de1. Dans la majorité des applications utilisant les maxima d'ondelettes ([66], [101], [23]) on préfèreutiliser une spline quadratique (n = 4), qui correspond aux �ltres suivants :H(w) = cos(w=2)3 exp(iw=2);G(w) = i sin(w=2) exp(iw=2);P (w) = H�(w);Q(w) = 1� P (w)H(w)G(w) : (2.4)Dans ce cas, le frame ratio est égal à 3. Ces fonctions sont présentées sur la �gure 2.1. Ellescorrespondent à un compromis entre la régularité des fonctions analysantes et une représentationpeu redondante. 35



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
Fig. 2.1 � Fonctions d'échelle et d'ondelette de la famille des splines (n = 4)2.2.3 Maxima d'ondelettesA partir des fonctions analysantes dé�nies ci-dessus, une représentation en maxima d'ondelettesest construite. Pour une décomposition en ondelettes sur L échelles, Mallat et Zhong [70] dé�nissentcette représentation par l'ensemble :neL; [Al]1�l�Lo avec Al = n�xj ; w1l;xj�pour 8xj tel que ���w1l;xj��� soit un maximum localo :Concrètement, la représentation en maxima d'ondelettes contient les positions et les valeurs descoe�cients w1l à chaque échelle lorsque ���w1l;k���atteint un maximum local, plus la dernière trame.La �gure 2.2 o�re un exemple de représentation d'un signal par maxima d'ondelettes. Le signalde test, que nous appellerons par la suite signal Mallat, est celui utilisé dans les articles de Mallatet al.

Fig. 2.2 � Signal de test et sa représentation en maxima d'ondelettes2.2.4 Reconstruction du signal à partir des maxima d'ondelettesDavid Marr a proposé la conjecture suivante : un signal est complètement caractérisé par la re-présentation multiéchelles de ses bords. Un signal peut être reconstruit à partir de sa représentation36



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesen coe�cients d'ondelettes par transformation inverse. La question est de savoir comment recons-truire le signal simplement à partir des maxima d'ondelettes, ou bords multiéchelles. Ce problèmese caractérise par trois interrogations :� Existence de la solution?� Unicité de la solution?� Stabilité de l'algorithme de reconstruction?Pour des données expérimentales, Mallat et Zhong ont proposé une conjecture répondant parl'a�rmatif à ces trois questions dans le cadre des maxima d'ondelettes. Par la suite, un certainnombre de contre-exemples ont été construits par Meyer ne véri�ant pas l'unicité de la solution [74].Mais, comme il l'indique lui-même, ces contre-exemples sont dé�nis mathématiquement, et pour desdonnées réelles numériques, la représentation par maxima d'ondelettes est stable.Divers algorithmes de reconstruction à partir des maxima d'ondelettes sont proposés dans lalittérature [12], [65]. Nous utiliserons l'algorithme de Mallat et Zhong [70] qui a la propriété d'êtrenumériquement stable et de reconstruire un signal proche de l'original. Cet algorithme est celuigénéralement utilisé dans des applications utilisant les maxima d'ondelettes. Nous en présentonsbrièvement le principe.Pour reconstruire le signal, deux sous-espaces sont dé�nis :1. L'espace � est composé des fonctions ffl[x]gl2Z qui ont des maxima identiques à [Al]l2Z .2. L'espace V est composé des fonctions ffl[x]gl2Z élément de l'espace des décompositions enondelettes, c'est-à-dire que ffl[x]gl2Z = �!W � �!W�1 ffl[x]gl2Z .La solution de la reconstruction va être l'intersection de ces deux espaces �\V . A�n de calculercette intersection, Mallat et Zhong ont proposé un algorithme utilisant des projections alternées,développé à l'origine par Youla et Webb [99]. On note P� l'opérateur de projection orthogonale sur� et PV l'opérateur de projection orthogonale sur V . La réalisation de PV est très simple, car elle estdé�nie par PV = �!W ��!W�1. C'est une reconstruction suivie d'une transformée en ondelettes. P� estdé�nie avec plus de di�culté car � n'est pas convexe. Mallat et Zhong proposent une approximationde cet opérateur que nous ne développerons pas dans ce mémoire, nous renvoyons à l'article deréférence [70].La reconstruction du signal à partir des maxima d'ondelettes est alors obtenue par l'utilisationde PV et de P� alternativement : f � ::::: � PV � P� � PV � P� [Al]l2Z .2.2.5 Extension à l'imageNous pouvons étendre au 2D la notion de gradient multiéchelles et de représentation en maximad'ondelettes, présentée ci-dessus [70].Ainsi, pour une image, on introduit deux fonctions d'ondelettes  1 (x; y) et  2 (x; y) comme lesdérivées premières partielles de � (x; y) : 1 (x; y) = @� (x; y)@x et  2 (x; y) = @� (x; y)@y :37



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Pour toutes fonctions f(x; y) 2 L2 �R2�, la transformée en ondelettes, à l'échelle s, a deuxcomposantes : d�1s (x; y) = f �  1s(x; y) et d�2s (x; y) = f � 2s(x; y):De la linéarité de la convolution et de la dérivation, on véri�e que" d�1s (x; y)d�2s (x; y) # = s " @@x (�s � f) (x; y)@@y (�s � f) (x; y) # : (2.5)L'équation (2.5) indique que la transformée en ondelettes de l'image, à l'échelle s, est équivalenteau gradient de la fonction f(x; y) lissée par la fonction �s(x; y). Comme dans le cas du gradientmonoéchelle, un maximum dans la transformée en ondelettes correspond à un point d'in�exion dela courbe �s � f .La transformée en ondelettes ainsi dé�nie se calcule, comme en 1D, avec un banc de �ltres non-décimé 2D. La transformée en ondelettes discrètes d'une image f [x; y] 2 l2(Z2) à l'échelle 2l estcalculée par la convolution avec les �ltres hl et gl de la façon suivante :8>>><>>>: el+1 = �hl; hl� � elw1l+1 = �gl; 1� � elw2l+1 = �1; gl� � elavec w1l+1 dérivée selon x et w2l+1 dérivée selon y;et (h1; h2) �ltrage par h1 selon x et par h2 selon y:Pour obtenir une reconstruction parfaite, il est nécessaire et su�sant qu'il existe un groupe de�ltres de synthèse Q, P et Z qui véri�e la condition de reconstruction parfaite [101] :H(wx)H(wy)P (wx)P (wy) + G(wx)Z(wy)Q(wx) +G(wy)Z(wx)Q(wy) = 1:Dans ce cas, la transformée inverse se calcule de la façon suivante :el�1 = �pl; pl� � el + �ql; zl� � w1l + �zl; ql� � w2l :A�n de dé�nir la notion de maximum local en dimension 2, nous e�ectuons un changement derepère par : �l = krlgk = q�w1l �2 + �w2l �2et, �l = arg (rlg) = arctan w2lw1l !En reprenant le formalisme de Canny [10], les maxima, ou bords, à l'échelle l, vont être lespoints maxima locaux de la norme �l dans la direction �l. L'ensemble ainsi dé�ni est noté Aj et vaconstituer la représentation en maxima d'ondelettes d'une image [101].38



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesSuivant le même principe que pour un signal, Mallat et Zhong ont proposé un algorithme itératifde reconstruction d'une image à partir des maxima [70].Les fonctions d'ondelettes et d'échelles utilisées pour la décomposition multiéchelles 2D sont aussiéléments de la famille des splines [101]. Les �ltres associés à ces fonctions d'ondelettes et d'échellessont donnés par : H(w) = cos(w=2)3 exp(iw=2);G(w) = i sin(w=2) exp(iw=2);P (w) = H(w);Q(w) = 1� P (w)H(w)G(w) ;Z(w) = 1 + P (w)H(w)2 : (2.6)2.2.6 Propagation des maximaLes maxima vont suivre une évolution à travers les échelles qui est régie par certaines règleset qui permet de mesurer localement la régularité d'une fonction. Nous rappelons les propriétésde propagation des maxima à travers les échelles. Au préalable, nous indiquons la dé�nition de larégularité de Lipschitz.Dé�nition 1 Soit � 2 [0; 1], une fonction g(x) est uniformément Lipschitz � sur un intervalle [a; b]si et seulement si il existe une constante K telle que pour tout x0; x1 2 [a; b]jf(x0)� f(x1)j � K jx0 � x1j�La valeur de Lipschitz mesure la di�érentiabilité et la régularité d'une fonction dans un voisinageproche. Plus � est grand, plus la fonction est régulière. Mallat a montré comment la régularitéde Lipschitz peut être mesurée par l'évolution de la valeur absolue des coe�cients d'ondelettes àtravers les échelles [69].Théorème 1 Une fonction f(x) 2 L2(<) est uniformément � Lipschitz sur [a; b] si et seulement siil existe une constante K > 0 telle que pour tout x 2 [a; b], la transformée en ondelettes véri�e :���c�1s (x)��� � Ks� (2.7)Dans un premier temps, nous remarquons que le théorème précédent indique que l'évolution desmaxima va nous permettre de détecter des singularités. Mallat et Hwang l'ont exprimé à travers lethéorème suivant qui prouve que si la transformée en ondelettes de f n'a pas de maxima aux �neséchelles, alors f est localement régulière.Théorème 2 On suppose que  2 Cn avec un support compact, et  = (�1)n @n�@xn (x) avec R+1�1 �(x)dx 6=0. Soit f 2 L1[a; b]. Si il existe s0 > 0 tel que ��c�1s (x)�� n'a pas de maximum pour x 2 [a; b] et s < s0,alors f est uniformément Lipschitz n sur [a+ "; b� "], pour tout " > 0:39



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Cela implique que f peut être singulière à un point v si et seulement si il existe une séquence demaxima d'ondelettes (xn; sn)n2N qui converge vers v aux �nes échelles :limn!+1 xn = v et limn!+1 sn = 0Nous utiliserons cette propriété pour la segmentation de signaux.D'autre part, on remarque que la connaissance des constantes K et �, nous permet à partirde l'équation (2.7), d'estimer la régularité Lipschitz d'une singularité, et implicitement l'amplitudede la transformée en ondelettes à chaque échelle pour les di�érentes singularités. En utilisant latransformée en ondelettes sur une grille dyadique et la représentation par maxima, l'équation (2.7)s'écrit, pour les di�érentes singularités xn [23],wl;xln = Kn(2l)�n; l = 1:::L; (2.8)où fwl;kgk2Z est la transformée en ondelettes du signal f à l'échelle l, xln est la position dumaximum local à l'échelle l correspondant à la nième singularité, �n est la régularité de Lipschitzde la fonction f en ce point singulier et Kn est une constante non-nulle.Ces résultats se généralisent à la dimension deux, en étudiant la norme des dérivées partielles. Surune grille dyadique, la relation est la suivante pour les di�érentes singularités de position (xn; yn) :�l[xln; yln] = Kn(2l)�n ; l = 1:::L (2.9)2.3 Segmentation de signaux 1D par maxima d'ondelettesLe débruitage a constitué l'un des premiers domaines d'applications des maxima d'ondelettes.Dans ce cadre, on tente de ne conserver que les coe�cients qui correspondent à l'information, etd'éliminer ceux créés par le bruit. Du fait des propriétés de propagation des maxima, c'est toutnaturellement que récemment, quelques algorithmes de débruitage basés sur la représentation enmaxima sont apparus dans la littérature. Il existe principalement deux méthodes, qui utilisent desmodes opératoires très proches.Le premier algorithme proposé fut celui de Mallat et Hwang [69], qui étudie l'évolution desmaxima d'ondelettes à travers les échelles. L'algorithme de Mallat repose sur le principe que toutmaximum lié au bruit ne va pas di�user dans toutes les échelles. En revanche, les principales discon-tinuités sont encore présentes à des échelles grossières. Mallat et Hwang suggèrent donc de suivrel'évolution des maxima dans les échelles et de supprimer ceux qui ne se di�usent pas au-delà d'uneéchelle �seuil�.Le second algorithme de débruitage a été proposé par Lu [66] et ne di�ère de celui de Mallat quepar la méthodologie d'association des maxima d'ondelettes à travers les échelles.En revanche, à notre connaissance, aucun algorithme de segmentation de signaux basé sur lesmaxima d'ondelettes, utilisant des échelles dyadiques et le principe de di�usion des maxima, n'aété proposé dans la littérature. Or, lorsqu'un algorithme de débruitage sélectionne les maxima quise propagent aux échelles les plus grossières, il extrait les principales discontinuités, ainsi que leurscoordonnées. Aussi le principe proposé dans le cadre d'applications de débruitage peut être utilisépour des problématiques de segmentation. 40



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesToutefois, l'un des points faibles des méthodes basées sur le gradient multiéchelles reste la pro-cédure de chaînage des maxima à travers les échelles, car la décomposition est dyadique et lareprésentation associée n'est pas dense. Nous nous proposons de dé�nir une méthode de chaînagerobuste qui nous permettra d'extraire les principales discontinuités, et de ce fait, de segmenter unsignal.2.3.1 Recalage des maximaLes �ltres proposés par Mallat et al pour calculer la décomposition en gradient multiéchelles(équation (2.4)) ont une phase linéaire. Ils ne vont donc pas translater le signal. Toutefois, ilspossèdent un nombre pair de coe�cients : lors du calcul numérique de la convolution entre le signalet l'un des �ltres, le résultat de l'opération Pk s[k]h[n � k] ne peut pas être stocké à une positioncentrale, et cela provoque un décalage. Cette particularité n'est pas remarquable lors du calculdes premières échelles, car les �ltres sont de tailles raisonnables. En revanche, pour les échellesplus grossières, les �ltres sont dilatés et le décalage vers la gauche (suivant la dé�nition (2.4))devient très important. Nous allons, à partir d'un exemple (une fonction gaussienne), proposerune simple modi�cation des �ltres, a�n d'obtenir une représentation dyadique qui présente uncomportement similaire à la transformée continue. Un signal suivant une fonction gaussienne adeux points d'in�exion ayant un signe opposé et une position symétrique par rapport au centre.Nous calculons la transformée en ondelettes continue de ce signal. Pour cela, nous utilisons uneondelette dé�nie comme la dérivée seconde d'une gaussienne (connue sous le nom de �chapeaumexicain�). Les points d'in�exion correspondent aux changements de signe dans la décomposition.Cette décomposition est illustrée sur la �gure 2.3a. La �gure 2.3b indique les signes des coe�cientset met en évidence le comportement des deux points d'in�exion à travers les échelles. Ils suivent lesfrontières entre la zone noire (coe�cients de signe négatif) et la zone blanche (coe�cients de signepositif). Ces deux points caractéristiques restent à une position constante pour les échelles �nes,puis ils s'écartent du centre symétriquement.
(a) (b)Fig. 2.3 � Décomposition en ondelettes continue avec l'ondelette �chapeau mexicain� : (a) Scalo-gramme (b) Signe des coe�cientsNous désirons que la transformée dyadique s'apparente à une discrétisation de la représentationcontinue. Si nous reprenons la dé�nition des �ltres dans le cadre de la décomposition en maximad'ondelettes, nous remarquons que les deux �ltres sont dé�nis suivant le même formalisme : le résul-tat du produit de convolution est placé à gauche du centre du �ltre. Cette particularité est logique41



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2puisque les �ltres sont liés entre eux par la relation (2.2) mais elle va introduire un décalage dans laposition des maxima. Nous présentons sur la �gure 2.4, la décomposition en maxima d'ondelettes dusignal Gauss, ainsi que les di�érentes versions intermédiaires du signal lissé. Nous remarquons queles maxima se décalent vers la gauche au fur et à mesure que l'indice d'échelle augmente. Si nouscomparons ce comportement à la représentation continue, nous constatons que cette translation despoints d'in�exion n'est pas une conséquence de la forme du signal, mais bien des �ltres. Ceci secon�rme avec l'étude de la version lissée du signal à di�érentes échelles (�gure 2.4b) : le maximumde la courbe se décale lui aussi vers la gauche.
(a) (b)Fig. 2.4 � Décomposition en gradient multiéchelles du signal Gauss : (a) Représentation en maximad'ondelettes (b) Version lissée à di�érentes échelles (le nombre indique la position du maximum dela courbe)Les deux �ltres d'analyse ont un comportement identique : ils décalent le signal vers la gauche.Cette caractéristique peut être prise en compte lors de l'algorithme de chaînage, mais a�n d'obtenirune représentation qui soit la version discrétisée de la transformée continue, nous proposons demodi�er la dé�nition d'un des deux �ltres d'analyse, pour que leurs actions se compensent. Parexemple, le �ltre dérivateur G est transformé par :G(w) = i sin(w=2) exp(�iw=2); (2.10)G[z] = 12z�1 � 12 :Dans ce cas, la représentation en maxima d'ondelettes du signal Gauss approxime correctementla transformée continue, comme nous pouvons le véri�er sur la �gure 2.5.Nous utiliserons donc le �ltre dérivateur tel qu'il est dé�ni par l'équation (2.10). Toutefois, nousconstatons que les positions des maxima correspondant à un même point d'in�exion subissent encoreune translation due à la forme de la courbe. Il nous faut donc dé�nir un algorithme de chaînagepermettant de construire les lignes de maxima à travers les échelles.2.3.2 Algorithme de chaînageLa di�usion des maxima à travers les échelles a été abondamment étudiée dans le cas de l'espacetemps-échelle gaussien. Cet espace peut s'apparenter à une transformation en ondelettes continue42



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes
Fig. 2.5 � Décomposition en gradient multiéchelles du signal Gauss avec le �ltre dérivateur modi�éavec pour ondelette la dérivée première d'une gaussienne. Avec la décomposition dyadique se pose leproblème de l'étiquetage des maxima : comment savoir si deux maxima pris à deux échelles di�érentescorrespondent à la même discontinuité? Pour une transformée continue la redondance d'informationpermet un suivi simple des maxima. Dans le cas dyadique, le problème est plus complexe. Nousavons vu dans le paragraphe précédent que la position des maxima correspondant à une mêmediscontinuité peut se modi�er d'une façon importante.A�n d'associer à travers les échelles, les maxima qui correspondent aux mêmes discontinuités,nous proposons deux méthodes di�érentes qui seront appliquées en parallèle a�n d'augmenter larobustesse du résultat.Pour simpli�er les équations, nous dé�nissons M lj le j�eme maximum présent à l'échelle l.M lj = �xj ; w1l;xj� tel que �xj ; w1l;xj� 2 Al.Nous notons 8>>><>>>: pos�M lj� = xj ,ampl�M lj� = w1l;xj ;sign �M lj� = sign �w1l;xj� ;et nous dé�nissons les opérations père�M lj� et �ls�M lj� qui permettent, respectivement, de sym-boliser les maxima père et �ls de M lj .2.3.2.1 Méthodologie communeNous utilisons une stratégie �coarse to �ne� : l'algorithme de chaînage débute à l'échelle la plusgrossière, et pour chacun des maxima, nous recherchons sur l'échelle inférieure le maximum �lsqui correspond à la même discontinuité. Cette procédure est répétée sur les di�érentes échelles,permettant ainsi, de proche en proche, de construire les lignes de maxima.Toutefois, le nombre de candidats, présents sur l'échelle inférieure, et pouvant être associés, peutêtre important. D'autant plus que le nombre de maxima diminue lorsque l'échelle augmente. Ilfaut donc dé�nir un critère mesurant le degré de similarité entre deux maxima pour deux échellessuccessives. Nous noterons � cette mesure de correspondance entre deux maxima à deux échellessuccessives. Le maximum étiqueté comme ��ls� est celui qui maximise la mesure �. Formellement,�ls(M lj) = maxj0=1::card(Al�1)� �M lj ;M l�1j0 � ;avec card(Al�1) cardinal de l'ensemble Al�1.43



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Quelques restrictions sont à apporter sur la relation précédente. Tout d'abord, la recherche dumeilleur �ls ne va pas s'e�ectuer sur la totalité des maxima de l'échelle l� 1, car la modi�cation dela position entre deux échelles successives est bornée. Un support temporel d'étude est donc dé�ni,de taille proportionnelle à l'échelle étudiée, et positionné selon la coordonnée du père. Cet intervalleest noté BM lj .Ensuite, comme le suggère Mallat [69], deux maxima ne sont liés que s'ils présentent un signeidentique (ils doivent correspondre à un sens de pente identique).A partir de ces deux précisions, nous dé�nissons un ensemble de maxima, appartenant à l'échelleinférieure, qui sont susceptibles d'être associés aumaximum étudié. Cet ensemble est noté candidatM lj :candidatM lj = 8<: M l�1j0 pour j0 = 1::card(Al�1) tel quesign(M l�1j0 ) = sign(M lj) et pos(M l�1j0 ) 2 BM lj 9=; :Nous cherchons à construire à travers les échelles, les lignes de maxima qui correspondent auxmêmes discontinuités, donc, à un maximum, ne doit être associé au plus qu'un seul autre maximum.Il en résulte qu'à chaque fois qu'un maximum est retenu comme ��ls�, il est retiré de la liste desmaxima susceptibles d'être élément d'une ligne. L'ordre d'étude des pères de l'échelle l va alors êtreprépondérant sur les lignes ainsi construites. C'est pourquoi, les maxima sont étudiés selon un ordredécroissant �xé par leur norme.En résumé, l'algorithme de chaînage va se décliner de la façon suivante :Pour l variant de L 2,Tri par ordre dcroissant de AlPour j variant de 1 card(Al)�ls(M lj) = max�candidatMlj�� �M lj ;M l�1j0 �Marquer �ls(M lj) a�n qu'il ne puisse plus tre slectionnNous allons maintenant étudier les deux mesures � que nous proposons.2.3.2.2 �1 : Choix par l'amplitudeDans cette méthode, nous sélectionnons parmi les candidats, le maximum qui possède la normela plus grande. La mesure �1 est dé�nie par�1 �M lj ;M l�1j0 � = ���ampl(M l�1j0 )��� :Le succès de cette mesure nécessite tout d'abord une étude des maxima à l'échelle l selon un ordredécroissant �xé par leur norme. Ceci a�n que les plus grands maxima de l'échelle l soient chaînés avecles plus grands de l'échelle inférieure. C'est ce que nous proposons dans la méthodologie commune.Ensuite, il faut que le support BM lj soit correctement dé�ni. Nous pouvons calculer la zoned'in�uence des �ltres a�n de déterminer BM lj . La zone d'in�uence des �ltres est le support temporelde l'opérateur permettant de �passer� de l'échelle l � 1 à l'échelle l. Cette zone est dé�nie par lesupport temporel de (g � h � q) (g; h et q étant les �ltres dé�nis pour l'analyse et la reconstruction du44



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesgradient multiéchelles). Notons que Lu [64] utilise l'opérateur (g � h � q) a�n de chaîner les maxima.Toutefois, étant donné que la mesure de similarité ne prend pas en compte la position des di�érents�ls, le support BM lj doit être a�né selon certaines contraintes. Pour cela, nous posons l'hypothèsesuivante :Proposition 3 Soit �lsT (M lj) le maximum de l'échelle l�1 correspondant à la même discontinuitéque le maximum étudié M lj (nous notons �lsT avec T pour théorique car nous ne connaissons paspar avance ce maximum). Autour de chaque maximum, il existe une zone où @@x (�l�1 � f) est designe constant. Nous notons gradMsjj cette zone correspondant au maximumM sjj . Alors nous posonsl'hypothèse que pos �M lj� 2 grad�lsT (M lj):Bien évidemment, cette hypothèse suppose l'utilisation de �ltres qui ne provoquent pas de trans-lation. Ensuite, étant donné qu'un changement de signe de la dérivée correspond à la modi�cation dusens de la pente de la courbe, il semble raisonnable de supposer que la position d'un maximum de lafonction @f��l@x est incluse dans la zone de même signe entourant le maximum de la fonction @f��l�1@xcorrespondant au même point d'in�exion (la translation n'est due qu'à la forme de la courbe).Puisque nous utilisons une représentation en maxima d'ondelettes, nous allons délimiter la zoneBM lj selon les changements de signe des maxima à l'échelle l � 1. Formellement BM lj est dé�ni parBM lj = ]xdeb; xfin[ ;avec xdeb = maxj00 0@pos �M l�1j00 � =8<: sign(M l�1j00 ) 6= sign(M lj)pos�M l�1j00 � < pos�M lj� 1A ;et xfin = minj00 0@pos �M l�1j00 � =8<: sign(M l�1j00 ) 6= sign(M lj)pos�M l�1j00 � > pos�M lj� 1A :2.3.2.3 �2 : Choix amplitude/positionNous proposons dans cette méthode une mesure de similarité qui prenne en compte à la fois l'am-plitude et la position du maximum candidat. Nous estimons que la translation entre deux échellessuccessives est minime. Nous dé�nissons donc une fonction de pondération �l qui désavantage lesmaxima qui sont les plus éloignés de la position du père. La fonction �l est indicée par une variablel car la dé�nition de cette fonction dépend de l'échelle étudiée. En e�et, la translation entre deuxéchelles successives va augmenter lorsque l'on tend vers les échelles grossières. Il faut donc que lapondération diminue lorsque l'indice d'échelle augmente.La mesure de similarité va être dé�nie par :�2 �M lj ;M l�1j0 � = ���ampl(M l�1j0 )��� ��l �pos�M l�1j0 �� pos�M lj�� :La fonction �l doit véri�er les conditions suivantes :8>><>>: �l(x) � 0 pour 8x;�l(:) est paire et maximum pour x = 0;�l(:) est décroissante sur [0;+1[ :45



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Une telle fonction permet de privilégier les maxima qui sont proches de la position du père.Dans l'algorithme de décomposition discret, le passage de la fonction f ��2l�1 vers f ��2l s'e�ectueà travers l'application d'un �ltre passe-bas (associé à une fonction spline) [70]. Ainsi, deux maxima,à deux échelles successives, correspondent aux points d'in�exion de deux courbes, dont l'une est laversion lissée par une spline de l'autre. Nous proposons alors que la fonction �l soit une fonctiongaussienne (spline d'ordre in�ni) centrée en 0, et avec une variance �2l qui augmente lorsque l'on tendvers les échelles grossières, puisque la fonction d'échelle est dilatée. Ceci permet aussi de prendreen compte la translation plus importante dans les échelles grossières. Concrètement, la variance �21à la première échelle est dé�nie en fonction du support des �ltres, et ensuite elle croît d'un facteurmultiplicatif égal à 2 (dilatation dyadique).2.3.2.4 Confrontation des deux votesNous avons dé�ni deux mesures de similarité qui, dans la grande majorité des cas (environ 90%des cas), sélectionnent le même �ls, pour un maximum donné. Néanmoins, dans certains cas, les �lssélectionnés ne sont pas identiques. Dans ce cas, une méthode permettant de faire un choix entre lesdeux votes doit être appliquée. Cette confrontation va reposer sur les caractéristiques d'évolution desmaxima dans le plan temps-échelle. Ces propriétés sont indiquées pour une décomposition discrètedans les mémoires de thèse de Lu [64] et de Zhong [101]. Comme nous l'illustrons sur la �gure 2.6,les maxima vont se di�user à travers les échelles selon une direction régulière. Il peut arriver quepour certaines discontinuités, cette propriété ne soit pas véri�ée lors de la décomposition discrète,mais globalement, elle modélise correctement la di�usion des maxima discrets.
Fig. 2.6 � Evolution possible et impossible des maxima à travers les échellesAinsi lors de la confrontation des deux votes, le maximum retenu va être celui qui respecte lemieux la propriété de di�usion, c'est-à-dire qui forme avec le maximum père une ligne dont ladirection est en accord avec l'évolution de la chaîne aux échelles plus grossières. Si nous notonscM l�1j0 et cM l�1j00 les deux �ls sélectionnés par les mesures �1 et �2 pour un maximum M lj , alors lemaximum chaîné avec M lj véri�e :�ls(M lj) = 8<: cM l�1d tel que sign(Dp�ere) = sign(Dd), si sign(Dj00) 6= sign(Dj0)mind=j0;j00 ������Dp�ere�l ���� jDdj��� ; sinon ;avec Dd = pos�M l�1d �� pos �M lj� et Dp�ere = pos�M lj�� pos�père(M lj)� :46



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesNous illustrons sur la �gure 2.7 les di�érentes possibilités ainsi que les �ls sélectionnés selon larelation précédente. La première condition permet d'écarter un maximum qui provoque un change-ment de direction de la ligne de maxima (�gure 2.7a). La seconde condition correspond au cas oùles deux maxima sont placés du même côté par rapport au père. Nous sélectionnons alors celui quis'inscrit le mieux dans la continuité de la ligne (�gure 2.7b).
(a) (b)Fig. 2.7 � Confrontation des deux votes; deux cas de �gure : (a) les deux �ls sont placés de part etautre du père (b) les deux �ls sont du même côté du pèreNous constatons qu'un facteur �l est introduit dans la deuxième condition. Ce facteur permetde pondérer la distance mesurée entre le maximum M lj et son père, et ainsi de prendre en comptel'augmentation de la translation de la position des maxima lorsque l'on tend vers les échelles gros-sières. Il faut que ce facteur soit supérieur à 1. Nous prendrons ce facteur égal à la dilatation du�ltre, c'est-à-dire égal à 2.Nous avons proposé une méthodologie permettant de chaîner les maxima qui correspondent àla même discontinuité. Nous appliquons notre algorithme sur le signal de test Mallat. Les lignesconstruites par notre algorithme sont présentées sur la �gure 2.8. A titre de comparaison, la �gure2.9 illustre les lignes de maxima extraits de la transformée en ondelettes continue (d'après [68]). Onconstate que les chaînes créées par notre algorithme approximent correctement celles calculées dansle cadre continu.

Fig. 2.8 � Lignes de maxima extraites de la décomposition discrète47



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
Fig. 2.9 � Lignes de maxima extraites de la décomposition en ondelettes continue (extrait du livrede S. Mallat [68])Nous allons maintenant proposer une méthode, basée sur un seuillage des chaînes, nous permet-tant de sélectionner les lignes de maxima qui correspondent aux plus importantes discontinuités dusignal.2.3.2.5 Seuillage et post-traitementSelon le principe de propagation, l'évolution de l'amplitude des maxima est régie par l'indice derégularité de Lipschitz. Aussi, seules les lignes correspondant à d'importantes discontinuités vontse propager aux échelles les plus grossières. C'est pourquoi, a�n de segmenter le signal, nous neconservons que les chaînes qui se propagent jusqu'à une échelle L (�xée par l'application). Lesautres sont supprimées, ainsi que les maxima associés. Ensuite, a�n d'extraire les coordonnées despoints de partition, il su�t d'appliquer la relation déjà exposée liml!0 pos �M lj� = xj ;c'est-à-direde collecter les coordonnées des maxima encore présents à l'échelle la plus �ne.Il arrive quelquefois que certaines chaînes ne se prolongent pas dans les échelles les plus �nes. Ceciest en contradiction avec le principe de di�usion des maxima, à savoir que chaque maximum doitavoir un �ls sur l'échelle inférieure qui correspond à la même discontinuité [68]. Nous considéronsce cas comme une erreur de l'algorithme de chaînage. Un post-traitement est donc appliqué a�n decorriger ces erreurs.En partant du principe que tout maximum présent à une échelle l1 se prolonge dans les échellesl plus �nes (tout l tel que l < l1), nous considérons que, si une chaîne s'interrompt à l'échelle l2+1(avec 1 < l2 < l1) c'est que le maximum, élément de l'échelle l2, qui devait être associé à la ligneinterrompue a été par erreur rattaché à une autre chaîne.Seules les chaînes correspondant à d'importantes discontinuités sont conservées après le seuillage.En général, ces lignes principales présentent peu d'erreur de chaînage (car les maxima associés ontune amplitude importante). Nous allons donc rechercher les �ls potentiels permettant de prolon-ger les lignes interrompues parmi les maxima éliminés lors du seuillage. Nous appliquons alors laprocédure de chaînage à partir de chaque maximum terminal qui n'est pas élément de l'échelle laplus �ne, et nous prenons comme ensemble de maxima �candidats�, ceux qui sont supprimés lors duseuillage.Une fois le seuillage et le post-traitement e�ectués, les points de segmentation sont dé�nis commeles coordonnées des maxima sur l'échelle la plus �ne qui sont associés à des chaînes. Si nous appli-quons ce seuillage et ce post-traitement sur le signal d'exemple Mallat, nous constatons, à partir dela �gure 2.10, que toutes les discontinuités et singularités importantes sont détectées. Nous allons48



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesdonc utiliser cet algorithme pour la segmentation de signaux réels.
Fig. 2.10 � Lignes de maxima sélectionnées et points de coupure associés pour le signal Mallat2.3.2.6 Remarque : l'algorithme de segmentation, une méthode pour débruiterComme nous l'avons dit lors de l'introduction, les méthodes basées sur les maxima d'ondelettesont eu comme première application le débruitage. Il est donc naturel d'imaginer que notre algo-rithme de chaînage, conçu pour extraire les principales discontinuités, puisse être utilisé dans desproblèmes de restauration de données. Nous ne présenterons qu'un seul exemple synthétique à titred'illustration. Nous reprenons le signal construit par Mallat que nous avons présenté sur la �gure2.8. Nous construisons une version bruitée de ce signal en additionnant un bruit blanc gaussien (lerapport signal sur bruit est de 6) (�gure 2.11a). Lorsque l'on calcule les maxima correspondant àcette version bruitée, un certain nombre de points d'in�exion �parasites� apparaît. L'algorithme dedébruitage va donc consister à :� chaîner les di�érents maxima (�gure 2.11a),� supprimer les maxima qui ne se propagent pas aux échelles supérieures (�gure 2.11b),� reconstruire à partir des maxima sélectionnés.Nous pouvons voir sur la �gure 2.11b que le signal est correctement débruité. Les principaleserreurs de reconstruction se situent sur la �n du signal, où de nombreuses petites oscillations ontdisparu. A chacune d'elles correspondait une ligne de maxima qui ne dépassait pas la troisièmeéchelle, elles ont donc été supprimées. L'autre type d'erreur est dû à la modi�cation par le bruit del'amplitude et de la position des maxima sélectionnés. Mais globalement, nous pouvons conclure surune certaine potentialité de cette méthode de débruitage. Une étude plus approfondie serait bienévidemment nécessaire pour valider l'algorithme.Nous allons maintenant appliquer notre algorithme de segmentation sur des signaux réels : dessignaux de radiocommunication et des enregistrements impliqués dans l'étude d'un électroencépha-logramme. 49
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(a) (b)Fig. 2.11 � Débruitage du signal �Mallat� : (a) Signal bruité et maxima chaînés correspondant (b)signal débruité et maxima chaînés correspondant2.3.3 Applications2.3.3.1 Signaux de radiocommunications2.3.3.1.1 Présentation Cette étude est réalisée par la composante �Radiocommunications� dulaboratoire Ircom-Sic, avec laquelle nous avons collaboré [82] [83].Ces dernières années ont vu un développement rapide et considérable du marché et des systèmesde radiocommunication avec les mobiles. Le nombre d'utilisateurs sans cesse croissant a rendu urgentla nécessité d'assurer une couverture radioélectrique de très bonne qualité. Pour cela, il a fallu mettreau point des modèles capables de prédire avec précision la zone de couverture radioélectrique desdi�érentes stations de base ou émetteurs placés en des points stratégiques [63] lors du déploiementd'un réseau (�gure 2.12).La zone de couverture radioélectrique d'un émetteur est dé�nie comme la zone géographiqueoù les signaux radioélectriques reçus de l'émetteur sont au-dessus d'un seuil lié à une qualité decommunication acceptable.Actuellement, la prédiction de chacune de ces zones est réalisée en appliquant sur le site géogra-phique étudié un modèle de propagation des ondes électromagnétiques selon un pas constant, parexemple 2m en site urbain. Néanmoins, cette méthode conduit à un temps de calcul très importantvoire prohibitif dans certains contextes [62].L'objectif du travail de la composante �Radiocommunication� est de contribuer à optimiser letemps de calcul nécessaire à la prédiction d'une zone de couverture par application d'un modèle depropagation en un nombre minimum de points. 50



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes
Fig. 2.12 � Réseaux cellulairesA cet e�et, on fait l'hypothèse que la zone géographique étudiée est une partition spatiale com-posée de di�érents éléments, où les variations des signaux reçus sont homogènes dans chacun deux.Ces variations sont dues à des combinaisons particulières de phénomènes électromagnétiques élé-mentaires tels que la di�raction, la ré�exion et également la propagation en espace libre.Il est donc considéré que, du fait des di�érentes combinaisons possibles de phénomènes, le signalprésente des variations homogènes dans chaque élément de la partition spatiale [92] comme le montrela �gure 2.13.

Fig. 2.13 � Partition spatiale et schématisation des signaux associés à chaque élémentL'objectif est de mettre en oeuvre un outil d'analyse spatiale permettant de découper l'envi-ronnement géographique en zones élémentaires. La partition obtenue doit se caractériser par desfrontières d'éléments qui correspondent à des variations signi�catives du signal reçu sur ce parcours[81] comme le montre la �gure 2.14.D'un point de vue électromagnétique, cela revient à déterminer les combinaisons de phénomènesqui induisent les variations signi�catives du signal. La di�culté consiste à dé�nir le degré de com-plexité des combinaisons de phénomènes à considérer, à savoir quel est le nombre maximum dedi�raction et ré�exion successives, subies par les ondes, qui a des répercussions sur le signal reçu.Considérer des combinaisons trop complexes, reviendrait à déterminer une partition constituée d'ungrand nombre d'éléments non signi�catifs pour le signal reçu.Après obtention de la partition optimale, la réduction en temps de calcul pour la prédiction51



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
Fig. 2.14 � (a) Vue de dessus du site de mesure - (b) Signal reçu sur le parcoursde zone de couverture est donc réalisée, en appliquant un modèle de propagation sur seulementquelques points de chaque élément, et en extrapolant le résultat à l'élément tout entier.L'outil d'analyse spatiale étant le coeur de l'optimisation, il est fondamental de calibrer correcte-ment ses paramètres d'entrée que sont le nombre et la nature des phénomènes physiques susceptiblesde fournir la partition optimale. Cette calibration dépend des con�gurations géographiques et né-cessite donc une phase d'apprentissage liée à l'étude d'un grand nombre de signaux mesurés.Il a été montré que les éléments de la partition sont en étroite corrélation avec les variationslentes des signaux obtenus sur des parcours de mesures sur le site étudié [93].Ainsi, l'idée est de faire correspondre les éléments fournis par l'analyse spatiale à des variationslentes de signaux mesurés. En réalisant cette étude sur un grand nombre de signaux, on obtientle nombre et la nature des phénomènes physiques di�érents. La comparaison nécessite que l'onpuisse détecter les variations lentes ou segments signi�catifs des signaux mesurés. Cette détectionest réalisée grâce à l'algorithme de chaînage basé sur les maxima d'ondelettes présenté dans leparagraphe précédent2.3.3.1.2 Résultat Nous rappelons que l'objectif de cette étude est d'optimiser le temps de cal-cul nécessaire à la prédiction d'une zone de couverture, par application d'un modèle de propagationselon un pas optimal. Pour cela, on fait l'hypothèse que l'environnement étudié est une partitioncomposée de di�érents éléments où les variations des signaux reçus sont caractéristiques de l'élé-ment. Cette hypothèse permet d'appliquer un modèle sur quelques points seulement dans chaqueélément, et d'extrapoler le résultat à l'élément tout entier [81].Soit un parcours de mesures e�ectué autour d'un bâtiment sur le site de la �gure 2.15, l'émetteurE étant matérialisé par une croix. Cette �gure représente la vue de dessus de l'environnementconstitué de végétation et de bâtiments. Cette vue est obtenue par traitement des �chiers de l'InstitutGéographique National (I.G.N.) caractérisant les variations du sol et du sursol. Le signal présentéen bas de la �gure 2.16 représente le signal reçu obtenu sur le parcours de mesures. On constate quece signal est la superposition de variations lentes et rapides caractérisant les di�érents mécanismes52



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesde propagation des ondes. Les variations lentes induisent les di�érents éléments de la partitionmentionnée précédemment. Concernant les variations rapides, elles ont une dynamique qui changeselon l'intervalle considéré. Ainsi, il est essentiel d'identi�er précisément chaque segment du signalpour remonter à la partition de l'environnement. Cette détection est réalisée grâce à notre algorithmede segmentation utilisant les maxima d'ondelettes.Notre méthode est appliquée sur le signal issu de l'émetteur E. Nous constatons sur la �gure 2.16,que seules deux discontinuités se propagent aux échelles les plus grossières. Celles-ci correspondentaux points de segmentation recherchés. Après chaînage, nous déduisons, sur l'échelle la plus �ne, lesabscisses de ces deux discontinuités. Elles sont respectivement égales à 65 m et 117m. Si l'on compareces deux abscisses, aux deux points P1 et P2 dé�nissant les limites sur le parcours entre les zones envisibilité de l'émetteur et la zone d'ombre du bâtiment liée au phénomène de di�raction (�gure 2.15),nous retrouvons les coordonnées réelles de ces deux points. Cet exemple illustre la potentialité denotre algorithme de segmentation, basé sur les maxima, pour la détection des di�érents phénomènesélectromagnétiques subis par une onde à partir d'un signal mesuré. Ce principe est à la base de laprédiction optimisée d'une zone de couverture d'un émetteur.
Fig. 2.15 � Vue de dessus du site de mesures

Fig. 2.16 � Chaînage des maxima et identi�cation des points de segmentation53



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Nous présentons sur la �gure 2.17, un autre exemple de segmentation à partir d'un signal pluscomplexe résultant d'un parcours dans une zone urbaine dense. Nous pouvons constater visuellementque les di�érents éléments, correspondant chacun d'eux à une combinaison particulière de ré�exionset di�ractions, sont correctement extraits.
Fig. 2.17 � Chaînage des maxima et identi�cation des points de segmentationEn réitérant ce processus de segmentation sur un grand nombre de signaux et en cherchant àdéterminer les phénomènes physiques liés à chaque élément, une partition de l'environnement estobtenue2.3.3.2 Signaux électroencéphalogramme (EEG)2.3.3.2.1 Présentation Une des méthodes modernes pour étudier l'activité d'une zone corticaledu cerveau est d'analyser le signal électroencéphalogramme (EEG), qui indique pour certaines tachesprécises, le comportement électrique des circuits neuronaux.Les spécialistes séparent les bandes spectrales de l'EEG selon le découpage suivant : [6-8] Hz,[8-12] Hz et [12-14] Hz. Il a été montré que pour une tache de cognition verbale, l'énergie dusignal EEG est centrée sur la bande [8-12] Hz. En revanche, pour une tache spatiale ou visuelle,la bande [6-8] Hz concentre plus d'énergie. Dans chaque cas, la diminution, au cours du temps,de l'énergie spectrale du signal EEG est corrélée avec une augmentation de l'activité corticalede la zone analysée. Cette diminution de l'énergie provient de la désynchronisation des circuitsneuronaux corticaux. Ce phénomène s'appelle Event Related Desynchronization (ERD). L'étude del'ERD trouve de nombreuses applications médicales notamment dans le suivi des patients sou�rantde la maladie de Parkinson.L'application des méthodes numériques temps-échelle et temps-fréquence sur des signaux EEGs'inscrit dans un projet visant à la compréhension des mécanismes neurofonctionnels impliquésdans la cognition. Ce projet réunit des équipes de recherche du CHU de Poitiers et le laboratoireIrcom-SIC.Le protocole est basé sur une série de questions ( telles que �quel est le poids d'une orange?�,�Quelle est la longueur d'une bicyclette?� ...) auxquelles le patient doit répondre. Normalement, cetype de sollicitation intellectuelle est supposé activer le lobe pariétal, siège d'un traitement plurimo-dal des informations entrantes, puis le lobe frontal pour assurer le traitement cognitif d'évaluation,et en�n, en cas de verbalisation de la réponse, les régions motrices centrales.Concrètement, les questions sont posées toutes les 30 secondes, la durée de chaque question ne54



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesdépassant pas 4 secondes. L'enregistrement de l'EEG est e�ectué avec 25 électrodes. La fréquenced'acquisition est de 250 Hz ce qui est nettement supérieur au domaine fréquentiel que l'on désireanalyser. Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur deux enregistrements : la voie 9 (appeléepar les médecins F4) et la voie 17 (appelée P3). Les positions de ces électrodes sur la tête du patientsont indiquées sur la �gure 2.18.Fig. 2.18 � Position des électrodes correspondant aux deux signaux EEG étudiés (voie 9 et 17)
Fig. 2.19 � Signal EEG et sa représentation TF calculée à partir de la transformée pseudo-Wigner-Ville lisséeNous présentons sur la �gure 2.19 le signal EEG issu de la voie 17 durant une activité �question-réponse� (que nous appellerons zone QR). A�n d'indiquer globalement l'évolution au cours du tempsde l'énergie du signal EEG dans les di�érentes bandes de fréquence, nous calculons une transforméePseudo-Wigner-Ville lissée qui est dé�nie par [44] :SPWf (t; �) = Z +1�1 h (�) Z +1�1 g (s� t) f (s+ �=2)f� (s� �=2)ds exp (�j2���)d�avec g fonction de lissage temporel et h fonction de lissage fréquentiel.Nous n'étudierons pas plus précisément dans ce mémoire la théorie de la transformée de Wigner-Ville mais nous nous référons au livre de P. Flandrin [44]. Simplement, la transformée de Wigner-Ville permet de calculer une distribution TF précise à partir d'un signal donné, mais ce n'est pasune représentation atomique. Le lissage selon le temps et la fréquence permet d'éliminer les termesd'interférence. Nous pouvons voir sur la �gure 2.19 que l'énergie du signal EEG �uctue d'unefaçon importante autour des périodes de questions, ré�exions, et réponses. A partir des algorithmesnumériques que nous proposons dans ce mémoire, nous mettrons en évidence ces phénomènes dedésynchronisation a�n de pouvoir par la suite les classi�er.55



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Mais comme nous le notons sur la �gure 2.19, il existe deux paramètres à connaître précisémentpour étudier d'une façon satisfaisante le signal EEG : les coordonnées de l'intervalle temporel corres-pondant à la question, et les coordonnées de l'intervalle temporel au cours duquel le sujet répond.A�n de les détecter, deux signaux sont enregistrés en parallèle avec l'EEG :� un enregistrement audio des questions qui permet de repérer les instants de début et de �ndes questions,� un enregistrement des mouvements de lèvres du patient qui permet de repérer les instants dedébut et de �n de réponses.Jusqu'à maintenant, la méthodologie appliquée pour détecter ces coordonnées caractéristiquesconsistait en une �étude visuelle� sur un écran d'ordinateur de ces deux signaux par le médecin etune mesure �manuelle�. Nous proposons d'utiliser l'algorithme de segmentation basé sur les maximad'ondelettes pour extraire automatiquement (et donc d'une façon robuste) les débuts et �ns dezones QR.2.3.3.2.2 Résultats Les signaux correspondant à l'enregistrement des lèvres du patient (nousappellerons ce signal MDLP) et à l'enregistrement audio de la question ont des comportementsplus complexes que les signaux de radiocommunication : ils présentent d'importantes discontinuitésdans les zones que l'on cherche à extraire. C'est pourquoi, nous avons dû ajouter un traitementsupplémentaire à l'algorithme de chaînage des maxima a�n d'extraire les points caractéristiquessuivants :� Début de la question (signal audio).� Fin de la question (signal audio).� Début de la réponse (signal MDLP).� Fin de la réponse (signal MDLP).Nous présentons en détail cette méthode sur le signal MDLP. L'algorithme appliqué sur le signalaudio est quasiment identique et sera étudié brièvement.2.3.3.2.2.1 Signal de mouvements des lèvres (signal MDLP) Nous présentons sur la�gure 2.20a le signal MDLP lors de la verbalisation de 4 réponses. Nous remarquons tout d'abord laprésence d'un o�set évoluant au cours du temps. Ce phénomène peut être gênant lors du calcul dugradient multiéchelles. A�n de le supprimer, un �ltrage passe-haut, avec une fréquence de coupureproche de 0, est appliqué. Le résultat est présenté sur la �gure 2.20b.Ensuite, nous appliquons l'algorithme de chaînage tel que nous l'avons dé�ni :� Calcul du gradient et extraction des maxima (�gure 2.21a),� Chaînage des maxima (�gure 2.21b),� Seuillage et post-traitement (�gure 2.21c).56



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes
(a) (b)Fig. 2.20 � Enregistrement du mouvement des lèvres lors de la verbalisation de 4 réponses : (a)signal original (b) signal après un �ltrage passe-haut (fc=0.01)

(a) (b) (c)Fig. 2.21 � Application de l'algorithme de chaînage sur le signal de mouvements des lèvres lors dela verbalisation de 4 réponses (indiquées sur la troisème �gure): (a) représentation en maxima (b)chaînage (c) seuillage et post-traitementAprès le post-traitement, nous constatons qu'il n'existe pas deux lignes de maxima correspondantau début et à la �n des réponses mais qu'une multitude de maxima sont conservés dans les zonesde verbalisation des réponses. Il nous faut alors, à partir de cet ensemble de chaînes, extraire lespoints correspondant au début et à la �n de la réponse.Pour cela, nous ne gardons que les maxima encore présents sur la première échelle, après seuillageet post-traitement (nous illustrons ceci sur la �gure 2.22 pour la troisième réponse). Puis, noussélectionnons le plus grand maximum de chaque verbalisation : il correspond à la zone centrale de laréponse (le mouvement des lèvres est le plus signi�catif lorsque le sujet parle). En�n, nous prenonscomme limite les deux maxima �extrêmes� à droite et à gauche de notre maximum �central� et quisont de même signe (comme nous l'indiquons sur la �gure 2.22). Ce sont ces deux maxima extrêmesqui vont nous indiquer les coordonnées du début et de la �n de la réponse. Les autres maximasitués en dehors de cette zone sont la conséquence du �frémissement� des lèvres présent lors de laformulation d'une réponse. Ils ne sont pas pris en compte dans la détection du début et de la �n dela réponse.Nous présentons sur la �gure 2.23 la segmentation ainsi calculée sur le signal MDLP pour 4verbalisations.Nous pouvons donc extraire, à partir de notre segmentation, les coordonnées temporelles des57



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
Fig. 2.22 � Extraction des points de début et de �n de réponse à partir de la première échelle demaxima(illustration sur la troisième réponse).

(a) (b)Fig. 2.23 � Segmentation du signal de mouvement des lèvres : (a) Signal contenant 4 verbalisations(b) zoom sur la première zone de réponsedébuts et �ns de réponse. A titre de comparaison, nous avons indiqué dans le tableau 2.1 les co-ordonnées calculées automatiquement, ainsi que celles mesurées par le médecin sur les 4 premièresréponses. Nous constatons que notre méthode automatique fournit des résultats sensiblement iden-tiques à ceux du médecin. L'écart le plus important dans la localisation se situe sur la quatrièmeréponse avec une di�érence supérieure à 2 secondes. Mais après véri�cation visuelle sur le signalMDLP, il s'est avéré que la mesure faite par le médecin était erronée. Ce qui met bien en évidencel'importance d'une méthode automatique.2.3.3.2.2.2 Signal audio Ces signaux correspondent à l'enregistrement audio de la question.Ils présentent des caractéristiques similaires aux signaux MDLP. L'extraction des coordonnées dedébut et �n de questions suit une méthodologie identique à la précédente :� Calcul du gradient et extraction des maxima (�gure 2.24a),� Chaînage des maxima (�gure 2.24b),� Seuillage et post-traitement (�gure 2.24c).58



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesMédecin (s) 48.6880 49.3480 73.5480 74.5280 97.9680 98.8800 124.1280 124.6Automatique (s) 48.1360 48.8240 73.1920 73.6720 97.2160 98.3200 121.8320 122.94Tab. 2.1 � Coordonnées temporelles (en secondes) des débuts et �ns de réponses pour 4 verbalisa-tions : mesures e�ectuées par le médecin et par notre algorithme
(a) (b) (c)Fig. 2.24 � Application de l'algorithme de chaînage sur le signal audio associé à 4 questions : (a)représentation en maxima (b) chaînage (c) seuillage et post-traitementComme pour le signal MDLP, un ensemble de lignes de maxima apparaît après post-traitementdans les zones de questions. Il faut extraire les lignes correspondant aux débuts et �ns de questions.Pour cela, nous ne considérons plus que les maxima encore présents sur la première échelle (commenous l'illustrons sur la �gure 2.25a pour la troisième question). A la di�érence du signal MDLP, lesignal audio ne présente pas de maxima �parasites� dans les zones de questions après post-traitement,car le signal n'a pas d'importantes discontinuités dans ces zones. Les discontinuités parasites ne sontque la conséquence du bruit, et donc éliminées lors de la procédure de chaînage-seuillage. Les débutset �ns de questions vont être alors les deux maxima qui entourent le maximum ayant l'amplitudela plus importante dans une zone de réponse (comme nous l'illustrons sur la �gure 2.25a pourla troisième question). Nous indiquons sur la �gure 2.25b la segmentation sélectionnée à partirde cette méthode sur le signal audio correspondant à 4 questions. Nous pouvons alors extraire, àpartir de notre segmentation, les coordonnées temporelles des débuts et �ns de questions. A titrede comparaison, nous avons indiqué dans le tableau 2.2 les coordonnées calculées automatiquement,ainsi que celles mesurées par le médecin sur les 4 premières questions. Nous constatons que les deuxméthodes fournissent des résultats sensiblement identiques. L'écart le plus important est environd'une seconde.Médecin (s) 42.4600 44.3080 68.0000 69.6680 93.0880 95.4200 118.4800 120.300Automatique (s) 42.6600 43.0240 68.3880 69.6840 93.2520 95.4280 119.2120 120.256Tab. 2.2 � Coordonnées temporelles (en secondes) des débuts et �ns de questions pour 4 formula-tions : mesures e�ectuées par le médecin et par notre algorithme.59



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
(a) (b)Fig. 2.25 � Segmentation du signal audio correspondant à 4 questions : (a) Maxima sur la premièreéchelle (b) signal segmenté2.3.3.3 Quelques commentairesCes deux exemples (signaux de radiocommunication et signaux annexes à l'EEG) ont permis devalider notre algorithme de segmentation basé sur les maxima d'ondelettes. Nous avons vu qu'ilpermet d'extraire les coordonnées des principales discontinuités et donc d'isoler les ruptures dusignal. En revanche, nous avons vu qu'il faut quelquefois introduire certaines données empiriques(par exemple la méthode de sélection proposée dans le cadre des signaux MDLP).Sachant que la segmentation proposée s'appuie sur les coe�cients d'ondelettes de l'échelle laplus grossière, les variations du signal ainsi détectées correspondent toujours à des changements decomportement dans les basses fréquences (ou présent à toutes les fréquences). Si l'on veut diviserle signal selon ses variations dans tout le domaine fréquentiel, il faut utiliser une autre méthode,comme celle basée sur les ondelettes de Malvar que nous proposons dans le chapitre 3.Nous allons maintenant étudier la potentialité des maxima d'ondelettes en dimension 2. Lacaractéristique �contour� est un paramètre important dans le domaine du traitement d'images, etson extension aux multiéchelles, dans le cadre des ondelettes, ouvre de nouvelles perspectives. Enréutilisant le principe d'étude de la propagation des maxima d'ondelettes à travers les échelles, nousallons introduire un nouvel algorithme de débruitage pour les images.2.4 Débruitage d'images par maxima d'ondelettesLa proposition par Mallat [70] d'une décomposition en bords multiéchelles à partir de la théoriedes ondelettes permet la réunion de deux problématiques du traitement d'images :� l'analyse et la segmentation d'images avec une approche contour,� la restauration d'images.En e�et, les maxima d'ondelettes constituent une représentation en bords multiéchelles, que l'onpeut donc traiter avec les techniques �classiques� d'étude de contour, mais qui a la propriété d'être60



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesinversible �empiriquement�, permettant ainsi la conception d'outils de débruitage. Depuis l'article deMallat, quelques algorithmes de débruitage ou d'analyse d'images sont apparus dans la littérature,basés sur la représentation en maxima [69], [66], [11]. Toutefois ces méthodes ont un point commun :elles privilégient l'information �norme du gradient� à l'information �angle du gradient�. Or Gregsona montré que, dans le cadre du gradient monoéchelle, l'angle peut être aussi un paramètre pertinent[48]. Nous nous proposons dans cette section d'étendre les propriétés de l'angle du gradient au casmultiéchelles, et de montrer que l'utilisation du paramètre angle associé à une décomposition enmaxima d'ondelettes permet de dé�nir un algorithme de débruitage.Après un rappel dans le cadre monoéchelle des propriétés de l'angle du gradient, nous poseronsdeux postulats permettant d'utiliser l'angle comme paramètre discriminatoire entre l'informationet le bruit. Ensuite nous étendrons toutes les propriétés de l'angle au cas multiéchelles. Pour cela,nous dé�nirons un nouveau mode de calcul de la décomposition en gradient multiéchelles. En�n,nous dé�nirons et étudierons di�érentes versions de notre algorithme de débruitage, illustrées pardes images de test issues de la base du GDR CNRS ISIS. Finalement, une application de notreméthode sur des images d'angiographie sera présentée.2.4.1 Dérivée première discrétiséeDans cette partie, nous étudions le comportement d'un gradient monoéchelle, tel qu'il est utilisédepuis de nombreuses années dans le traitement d'images, appliqué sur une image dégradée par unbruit blanc additif.Le gradient calcule la dérivée première d'une fonction f (x; y) et se dé�nit par :5f (x; y) =  @f@x@f@y ! (x; y) : (2.11)Lors d'une implémentation numérique @f@x s'approxime par simple di�érence,@f@x (x; y) � f [x+ h1; y]� f [x� h2; y]jh1j+ jh2j ; (2.12)avec h1 = h et h2 = 0, ou par symétrie autour du point étudié avec h1 = h2 = h [25].La dérivée @f@y se calcule de la même façon.La littérature propose des opérateurs plus complexes (comme le masque Sobel [25]) qui approxi-ment le gradient par un ensemble de di�érences, précédé d'un pré-traitement, qui peut être parexemple une moyenne. Nous n'étudions par la suite que le cas du gradient approximé par di�érence,tel qu'il est dé�ni dans l'équation (2.12), car lui seul s'étend aux décompositions multiéchelles.Les algorithmes présentés dans la suite de ce rapport s'appliquent sur des images dégradées parun bruit additif, non-corrélé et suivant une distribution gaussienne, telles que :f (x; y) = s (x; y) + �b (x; y) ; (2.13)avec f (x; y) mesures bruitées, b (x; y) réalisation d'un bruit blanc gaussien au point (x; y) ets (x; y) l'information que l'on cherche à estimer.Après dérivation, l'équation (2.13) s'écrit : 61



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2@f@x (x0; y0) = @s@x (x0; y0) + @b@x (x0; y0)La dérivée en fonction de y suit le même modèle.Soit le vecteur aléatoire Zr dé�ni comme l'approximation numérique du gradient des mesuresbruitées. Puisque b(x; y) suit une distribution conjointement gaussienne, alors, à partir de l'équation(2.12), Zr suit lui-aussi une loi de densité qui est une distribution conjointement gaussienne. Nouspouvons en calculer les di�érents paramètres. Nous notons rX et rY les deux variables aléatoirescorrespondant à la dérivée approximée discrète de f(x; y) selon respectivement x et y. A�n d'allégerles équations nous posons dans l'équation (2.12) la contrainte que jh1j+ jh2j = 1.Nous indiquons en annexe le calcul des di�érents paramètres de la distribution gaussienne, àsavoir E(rx), E(ry), E(r2x), E(r2y) et E(rxry). A partir de ces calculs, on déduit que Zr suitune loi de densité telle que :Zr i:i:d:! N   mrxmry ! ; �2 " 2 �[h1=0] + �[h2=0]�[h1=0] + �[h2=0] 2 #! : (2.14)avec mrx = s [x+ h1; y]� s [x� h2; y] et mry = s [x; y + h1]� s [x; y � h2] l'information déter-ministe recherchée.On constate que l'application d'un �ltre dé�ni par h1 = h et h2 = 0 introduit de la corrélationentre les deux dérivées partielles (1[h1=0]+1[h2=0] 6= 0). Pour cette raison, lors du calcul du gradient,nous utiliserons le �ltre antisymétrique dé�ni par h1 = h2 = h, qui permet d'obtenir une matricede corrélation diagonale.En e�ectuant un changement de base dans le repère polaire, nous dé�nissons l'angle et la normedu gradient par : � = krfk = q(@f=@x)2 + (@f=@y)2 (2.15)et, � = arg (rf) = arctan�@f=@y@f=@x� (2.16)Selon le critère de Canny [10], un bord dans une image présente une valeur de � maximale dansla direction �. La majorité des méthodes qui utilisent le gradient comme opérateur de détection desbords, s'appuie sur l'information norme. Toutefois cette valeur est très sensible au bruit et entraînel'apparition de points parasites ou la suppression de petits contours peu épais. Cette sensibilité estexplicite si l'on calcule la variance de la norme du gradient (en présence d'un bruit tel qu'il est dé�nipar l'équation (2.13) : E ��2� = E �(@b=@x)2 + (@b=@y)2� (2.17)= 4�2La variance de la norme du gradient est proportionnelle à la variance du bruit d'un facteursupérieur à 1. En général, lors de l'extraction des bords, la norme est comparée à un seuil marquantla frontière entre les variations �déterministes� de la fonction s (x; y) et celles du bruit. Etant donné62



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesla relation (2.17), il est évident que plus la variance du bruit est importante, plus le nombre d'erreursde classi�cation est grand. C'est pourquoi les masques utilisés dans l'étude des bords, e�ectuent, engénéral, une moyenne avant de calculer le gradient (le masque Sobel par exemple).En résumé, que ce soit en approche monoéchelle ou multiéchelles, l'information prépondérantepour la majorité des techniques de sélection de contours est la norme. Pourtant, il nous sembleque l'angle du gradient peut lui aussi discriminer le bruit, avec une robustesse supérieure et uneutilisation plus aisée lors de la généralisation à des séquences d'images ou à des décompositionsmultiéchelles.L'algorithme, que nous proposons dans la suite de ce chapitre, étudie l'évolution de l'angle duvecteur aléatoire Zr au cours de ces di�érentes réalisations, et discrimine l'information selon l'unou l'autre des deux postulats suivants :1. Les angles des variations dues au bruit sont instables.2. Les angles des variations du signal détériorés par le bruit sont stables.Soit �i l'angle de la i�eme réalisation, alors nous considérons qu'un angle � est stable sur sesdi�érentes réalisations en un point [x0; y0] si ���i [x0; y0]� �j [x0; y0]�� < "; " 2 ]0; �[, pour 8i; j 2[1::M ], avec M nombres de réalisations. � est choisi su�samment petit pour supprimer le bruit etsu�samment grand pour prendre en compte l'altération du signal.Dans la suite de cette section, nous nous proposons d'étudier le comportement de l'angle dugradient en présence de bruit, ceci a�n de discuter les deux postulats précédents.2.4.2 Pertinence des postulatsA�n d'étudier la dispersion de l'angle du gradient monoéchelle, nous rappelons l'expression dela densité de probabilité du vecteur aléatoire Zr dans le repère polaire. Nous ne présenterons quebrièvement les calculs à titre indicatif. Une méthode de calcul de la densité de probabilité du vecteuraléatoire Zr sensiblement identique est présentée dans l'article de Gregson [48].2.4.2.1 Calcul de la loi de dispersion de l'angle du gradient monoéchelleA partir de l'équation (2.14), nous savons que la densité conjointe de @f=@x et @f=@y suit uneloi conjointement gaussienne :efrX ;rY (rx;ry) = 12��2r e�(rx�mrx)2+(ry�mry)22�2ravec �2r = E �(@f=@x)2� = E �(@f=@y)2� = 2�2En e�ectuant le changement de variable rx = � cos (�) et ry = � sin (�),ef�;R (�; �) = �2��2r e�(� cos(�)�mrx)2+(� sin(�)�mry)22�2rA�n d'obtenir la fonction de densité de �, il faut intégrer la fonction précédente par rapport à �63



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2ef� (�) = Z +10 �2��2r e�(� cos(�)�mrx)2+(� sin(�)�mry)22�2r d�On peut remarquer que les constantesmrx et mry peuvent elles aussi s'exprimer dans le repèrepolaire, nous notons m� = arctan�mrymrx �et, m� = qm2rx +m2ryAprès substitution et arrangements, la densité ef� (�) s'écrit :ef� (�) = 12��2r e�m2� sin2(��m�)2�2r Z +10 �e� (��m� cos(��m�))22�2r d�Nous e�ectuons le changement de variable suivant �0 = ��m� cos(��m�)�r ,ef� (�) = 12��2r e�m2� sin2(��m�)2�2r 26664 m� cos (� �m�) R+1�m� cos(��m�)�r e� �022 �rd�0+ R+1�m� cos(��m�)� �r�0e� �022 �rd�0 37775= 12�e�m2� sin2(��m�)2�2r 24�����e� �022 ����+1�m� cos(��m�)�r + m��r cos (� �m�) Z +1�m� cos(��m�)�r e� �022 d�035= 12��r e� m2�2�2r + m��r cos (� �m�) 12�e�m2� sin2(��m�)2�2r Z +1�m� cos(��m�)�r e� �022 d�0Nous notons � (x), la fonction ERF dé�nie par :� (x) = 1p2� Z x�1 e� y22 dyLa fonction de densité ef� (�) s'écrit �nalement [48]ef� (�) = 12��r e� m2�2�2r + m��r cos (� �m�) 1p2�e�m2� sin2(��m�)2�2r ��m� cos (� �m�)�r � (2.18)2.4.2.2 Illustrations des postulatsA partir de l'équation (2.18), Gregson propose des méthodes de détection de contours, qui, selonses illustrations, sont plus performantes que les techniques classiques basées sur la norme. Nousallons montrer à partir de simulations, la pertinence des deux postulats formulés précédemmenta�n de prouver que l'angle peut être utilisé pour déterminer si un maximum est dû, ou non, à dubruit. 64



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesSoit Ei l'évènement ( iTj=1 ����i [x0; y0]� �j [x0; y0]�� < "�), la probabilité PS de classer la variationau point [x0; y0] comme angle stable sur N réalisations est égale à :PS = P (E1 \E2:::\EN)Il est di�cile d'exprimer sous forme analytique la probabilité PS à partir de l'équation (2.18).Nous estimons la fonction de répartition de l'événement (E1 \E2:::\EN) par une méthode numé-rique avec le mode opératoire suivant : nous simulons un grand nombre de tirages indépendants dela variable aléatoire �, puis nous posons, pour N et " �xés :
iN;" = ( 1 si (E1 \E2:::\ EN) vrai0 si (E1 \ E2:::\EN) fauxDe la loi forte des grands nombres il résulte quePmi=1 
iN;"=m vaudra approximativementP (E1:::\EN)pour autant que m soit grand.La �gure 2.26 illustre le comportement de la probabilité de stabilité d'angle pour " = �=2. Nousvoyons que plus le rapportm�=�r est grand plus la probabilité d'avoir un angle stable est grande etproche de 1. Mais à l'inverse cette probabilité décroît lorsque le nombre N d'acquisitions augmente.
Fig. 2.26 � Evolution de la probabilité de stabilité d'angle en fonction du nombre N de réalisationset du rapport SNR dé�ni par m�=�r : (a) Etude en 3D (b) Projections des courbes de niveauxProposition 4 Les angles des variations dues au bruit sont instables.On voit apparaître dans l'expression de ef� (�), le rapport m�=�r, qui mesure l'importance dela variation déterministe m� au point considéré, par rapport à �r qui symbolise le niveau des�uctuations dues au bruit. On véri�e aisément que si (m�=�r) tend vers 0, alors la densité tendvers une loi uniforme sur [0; 2�]. Cette première remarque est très importante : lorsque la variationde la fonction f [x; y] est due au bruit (donc m� est nulle ou quasiment nulle) cela implique que ladistribution de l'angle du gradient en ce point suit une loi uniforme sur [0; 2�].65



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2La probabilité d'erreur de décision PBe (pour le bruit) est égale à la probabilité de classer la va-riation due au bruit comme angle stable, c'est-à-dire que PBe = PS . D'après la remarque précédente,il apparaît que la probabilité Pe tend très vite vers 0 quand le nombre d'acquisitions N augmente,et ceci quelque soit ", pris, bien sûr, dans un intervalle raisonnable.Le tableau 2.3 présente les résultats de l'estimation de Pe pour N variant et " = �=2. Mêmepour un faible nombre de réalisations, l'angle du bruit est détecté instable. On peut considérer quela probabilité d'erreur est négligeable.N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10PBe 1 0,501 0,188 0,059 0,020 0.007 0.002 0.001 0 0Tab. 2.3 � Estimation de la probabilité d'erreur de classi�cation du bruitLa �gure 2.27 illustre les chi�res indiqués dans le tableau 2.3. Nous concluons que l'informationangle nous permet d'éliminer les coe�cients dus au bruit.
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Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesNous étudions plus attentivement le cas où le rapport signal sur bruit n'est pas excellent. A�nde faire une comparaison avec un seuillage sur l'amplitude du gradient, nous approximons la pro-blématique en considérant que toutes les réalisations sont comprises dans un cercle de rayon 3�r(ceci est vrai avec une probabilité de 98.8%) et ayant pour centre h @s=@x @s=@y i. Il existe deuxdroites passant par l'origine et qui sont tangentes au cercle f3�rg en deux points notés T1 et T2.Ces notations sont illustrées sur la �gure 2.28.
Fig. 2.28 � Approximation géométrique de la distribution de l'angle �On constate graphiquement que la di�érence maximale d'angles correspond à deux réalisationssur les deux points T1 et T2. Nous pouvons écrire que pour m� 2 h 3�rsin("=2) ;+1h, la probabilitéd'erreur de décision est négligeable, car les deux tangentes ont un angle égal, au plus, à ".A titre de comparaison, nous calculons, en posant les mêmes approximations, pour quelles valeursde m�, la probabilité d'erreur de décision, associée à un seuillage sur l'amplitude du gradient, estnulle. Pour cela, nous devons poser une hypothèse forte : �r est connu. Dans ce cas, la probabilitéd'erreur est presque nulle pour m� 2 [6�r;+1[.A partir de ces deux intervalles calculés, nous déduisons que pour " � �=3, le seuillage angulairea une probabilité d'erreur nulle pour des valeurs de m� plus faibles (donc un rapport signal surbruit plus faible) que dans le cadre d'un seuillage sur l'amplitude. Or, nous avons vu que pour un "grand (par exemple " = �=2), l'angle discrimine très bien le bruit. Nous en concluons la supérioritéde la discrimination par l'angle sur la norme. Les expérimentations numériques menées par Gregsonindiquent des conclusions similaires [48].La table 2.4 présente la probabilité d'erreur de détection P Ie pour N , r = m�=�r variant et" = �=2. On voit bien que pour de très faibles valeurs de m�, la probabilité d'erreur est importante.Toutefois, P Ie diminue très vite quand le rapport augmente (voir �gure 2.26) : elle est quasimentnulle pour des rapports où le volume correspondant à l'intersection entre les deux gaussiennes(distribution du bruit et du signal) reste important.Nous illustrons dans la �gure 2.29, pour quatre rapports m�=�r, les probabilités indiquées dansle tableau précédent.A partir de ces di�érentes constatations, nous concluons que l'angle est un paramètre discrimi-natoire e�cace dans le cas d'une dérivée d'une image bruitée.Pourtant l'utilisation du gradient monoéchelle reste limitée. Il permet de détecter les bords mais67



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10r=1 0 0.311 0.539 0.711 0.807 0.887 0.927 0.955 0.973 0.983r=2 0 0.061 0.146 0.228 0.294 0.367 0.453 0.506 0.569 0.625r=3 0 0.006 0.013 0.019 0.030 0.043 0.059 0.069 0.093 0.102r=4 0 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.002 0.002 0.004 0.004r=5 0 0 0 0 0 0 0 0.000 0.000 0.000Tab. 2.4 � Estimation de la probabilité d'erreur de détection du signal utile pour un nombre N deréalisations et de rapport SNR variant.
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Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettespremière échelle de la décomposition en maxima. A�n de pouvoir utiliser l'angle dans un algorithmede débruitage basé sur les maxima d'ondelettes, il nous faut étudier le comportement de l'informationangle dans une représentation multiéchelles.La dispersion angulaire établie par l'équation (2.18) suppose une conservation de la nature dubruit (gaussien et indépendant) lors du calcul du gradient. A�n de généraliser les équations établiesdans le cas monoéchelle au cas multiéchelles, il nous faut préciser les propriétés de la transformée enondelettes d'un bruit blanc. D'après Mallat [69], si b(x; y) est un bruit blanc gaussien alors �!W sb(x; y)est lui aussi un bruit blanc gaussien. Les di�érentes propriétés des maxima de la décompositiond'un bruit blanc gaussien sont étudiées par Mallat [69] et s'inspirent des travaux de Papaoulis[78]. Puisque le gradient multiéchelles repose sur une transformée en ondelettes, les coe�cients dugradient vont suivre à chaque échelle une loi conjointement gaussiennne. On en déduit que l'angledu gradient multiéchelles �l, à l'échelle l, suit la même loi que dans le cas monoéchelle (mais indicéepar l'échelle), à savoiref�l (�l) = 12��rl e� m2�l2�2rl + m�l�rl cos (�l �m�l) (2.19)� 1p2�e�m2�l sin2(�l�m�l)2�2rl � m�l cos (�l �m�l)�rl !Alors, toutes les propriétés de discrimination de l'angle du gradient par rapport au bruit, établiesdans le cadre monoéchelle (notamment les deux postulats), peuvent s'étendre aux multiéchelles.Toutefois, deux points liés à la discrétisation de la décomposition sont à préciser. Premièrement,la conservation des caractéristiques du bruit lors d'une décomposition en ondelettes est établie pourle cas continu ou discret orthogonal. Les �ltres dé�nis par l'équation (2.4) correspondent eux à unedécomposition qui n'est pas orthogonale. Nous avons vu que cette décomposition s'inscrit dans laclasse des décompositions en frames, et donc le bruit gaussien ne reste pas rigoureusement un bruitgaussien dans les échelles. Toutefois l'idée que, même avec une décomposition en frame, le bruitgaussien reste un bruit gaussien ne constitue pas une approximation aberrante, et est appliquéedans toutes les applications utilisant le gradient multiéchelles (par exemple [69]).Le second point concerne les �ltres utilisés. Les équations établies dans le cadre du gradient mo-noéchelle supposent l'utilisation d'un �ltre qui n'entraîne pas de corrélation entre @f=@x et @f=@y.Or le �ltre G(w) dé�ni par Mallat (équation 2.4) ne véri�e pas cette condition. La modi�cationque nous avons apportée sur les �ltres a�n d'éviter la translation des maxima entre les échelles nerésout pas ce problème. Nous devons donc modi�er la dé�nition des �ltres a�n de pouvoir utiliserle modèle de l'équation (2.19).2.4.3.2 Dé�nition de nouveaux �ltresNous modi�ons le �ltre dérivateur G(w) a�n d'utiliser le modèle dé�ni par l'équation (2.12) avech2 = h1 = h, qui lui n'entraîne pas de corrélation entre les deux dérivés partielles.Soit G0(w) le �ltre dérivateur dé�ni anti-symétrique autour du point étudié. G0(w) est tel queG0(w) = i sin(w):69



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Nous pouvons établir la relation entre G0(w) et G(w), le �ltre dérivateur de Mallat :G0(w) = [(G(w)) " 2] exp(�iw):G0(w) correspond à l'interpolation du �ltre G(w) suivi d'un retardateur.Donc, si l'on veut obtenirune décomposition en ondelettes à reconstruction parfaite, les autres �ltres doivent eux aussi êtremodi�és suivant la même transformation. Mais a�n de limiter l'e�et de translation des maximaentre les échelles, le �ltre passe-bas est simplement dilaté, mais non retardé. Nous utilisons donc les�ltres suivants : H 0(w) = cos(w)3eiwG0(w) = i sin(w)P 0(w) = H 0(w)Q0(w) = 1� P 0(w)H 0(w)G0(w)Z0(w) = 1 + P 0(w)H 0(w)2 (2.20)La décomposition-reconstruction ainsi établie correspond à un gradient multiéchelles sans corré-lation entre les plans des dérivés partielles.Pourtant, si l'on étudie avec attention le �ltre G0(w) que l'on vient de dé�nir, on constate quele �ltrage d'un signal f [x] par notre �ltre G0(w) est équivalent à l'application simultanée de deux�ltres :1. �ltrage du signal f [x], décimé un point sur deux, par le �ltre G(w)2. �ltrage du signal f [x], translaté de un point et décimé un point sur deux, par le �ltre G(w).Si la fonction f [x] possède des fréquences proches de la fréquence limite �xée par le théorèmed'échantillonnage de Shannon, la décimation d'un point sur deux, sans réduire la bande de fréquence,avant �ltrage, provoque un repliement du spectre. Concrètement, ce non respect de la condition deShannon crée des maxima parasites à toutes les échelles, comme nous pouvons le voir sur la �gure2.30a. Nous devons donc, avant de décomposer le signal, appliquer un �ltrage passe-bas, a�n deréduire la bande de fréquence. Ce pré�ltrage a pour conséquence de limiter les bords parasites,comme nous le voyons sur la �gure 2.30b à l'échelle 3. A�n de rester homogène avec le reste de ladécomposition, nous utilisons, comme �ltre passe-bas, le �ltre H(w), tel qu'il est dé�ni par Mallat.Toutefois ce pré�ltrage doit être inversible, c'est pourquoi nous dé�nissons une projection, notéeQ0, de type �passe-haut�, qui crée l'espace complémentaire à celui généré par le �ltrage passe-bas.La dé�nition de l'opérateur Q0, ainsi que celle de son adjoint notée Q�10 , sont précisées dans leparagraphe suivant. La décomposition multiéchelles ainsi dé�nie est résumée sur la �gure 2.31.2.4.3.3 Dé�nition des opérateurs de projection Q0 et Q�10Nous allons étudier la projection Q0 permettant de calculer la première échelle de décompositioncomplémentaire à l'espace dé�ni par le �ltrage �antirepliement� passe-bas.70
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(A)Fig. 2.30 � Détection des maxima à l'échelle 3 sur l'image Lena non bruitée : (a) Décompositionsans pré�ltrage (b) Décomposition avec pré�ltrage réduisant de la bande de fréquence
Fig. 2.31 � Implémentation de l'algorithme de décomposition respectant la non corrélation des dé-rivées partielles.La première méthode que nous proposons consiste simplement à �ltrer l'image par le passe-hautG(w) dé�ni par Mallat. Toutefois, la corrélation résultante réduit le pouvoir discriminatoire de laphase du gradient sur le bruit. Brièvement, on constate que si x (xN(0; �)) présente une réalisationéloignée de sa moyenne, les variables aléatoires y � x et z � x (zN(0; �), yN(0; �)) seront de mêmesigne avec une probabilité importante. L'angle du gradient va avoir tendance à se disperser, nonentre [0; 2�], mais dans l'intervalle [0; �=2][ [�; 3�=2] ce qui explique une plus faible discriminationdu bruit.C'est pourquoi nous proposons une seconde méthode qui consiste à extrapoler les maxima de lapremière échelle en fonction des échelles suivantes. Cette méthode s'inspire des travaux de Chang etVetterli [23] [24]. Chaque singularité (qui correspond à un bord en image) produit des extrema quise propagent à travers les échelles selon un processus caractérisé par l'indice local de régularité deLipschitz. Si nous déterminons la régularité de Lipschitz d'un point particulier, alors nous pouvons71



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2estimer la valeur des extrema correspondant à ce point à toutes les échelles. Pour cela, nous utilisonsla relation (2.9) présentée dans le paragraphe 2.2.6 que nous rappelons,�lf [xln; yln] = Kn(2l)�n ; l = 1:::L:Dans notre décomposition, les valeurs des coe�cients d'ondelettes sont connues pour chacune deséchelles supérieure à 1, nous pouvons donc estimer � et K à partir de l'équation (2.9) en chacunedes discontinuités de l'image.Pour cela, nous devons associer, à travers les échelles, les maxima qui correspondent à la mêmesingularité. Divers algorithmes de chaînage 2D existent dans la littérature [23], [69], [66]. L'algo-rithme que nous proposons associe deux maxima présents à deux échelles successives selon troisparamètres : les écarts en position, angle et norme. Parmi les di�érents candidats à l'association,seront sélectionnés les deux maxima qui minimisent l'écart sur ces trois paramètres. A�n de limiterles erreurs dues à la discrétisation du signal, nous appliquons la limite proposée par Chang [23],à savoir que si deux maxima liés ont des amplitudes qui di�èrent d'un rapport supérieur à 22, ouinférieur à 2�2 alors nous considérons que nous avons fait une erreur et la liaison est annulée.Une fois l'arbre de di�usion des maxima construit de l'échelle 2 jusqu'à l'échelle L, nous pouvonsestimer la valeur de Kn et �n pour chaque point singulier [xn; yn], selon la procédure suivante,proposée par Chang [23] :�(1)n = log2 �3f �x3n; y3n��2f [x2n; y2n]! ; �(2)n = log2  �3f �x4n; y4n��2f [x3n; y3n]!puis, �n = �(1)n�(2)n �(1)nSi le maximum ne se propage pas au-delà de l'échelle 3, nous posons �n = �(1)n . Une fois l'indicede régularité estimé, nous calculons la constante Kn par :Kn = �2f �x2n; y2n�2�nLorsque les deux caractéristiques sont déterminées, nous pouvons extrapoler la valeur, sur lapremière échelle, du coe�cient correspondant au point singulier étudié, selon l'expression suivante :�1f hx1n; y1ni = KnPour l'estimation de l'angle, nous posons l'hypothèse que la variation d'angle entre deux maximasur deux échelles successives, et qui correspondent au même point singulier, est négligeable. Nousposons donc : �1f hx1n; y1ni = �2g hx2n; y2niEn�n, chacune des valeurs ainsi estimée est confrontée à un intervalle de con�ance a�n de limiterles erreurs qui peuvent apparaître lors du chaînage des maxima : si l'indice de régularité est tel quej�nj > 2 alors il est ramené dans un intervalle plus raisonnable par �n =sign(�n) � 2:Cette méthode permet ainsi d'estimer les valeurs de la première échelle de la décomposition d'unefaçon plus esthétique, mais nécessite un algorithme plus complexe que la première méthode.Pour ces deux méthodes, nous dé�nissons l'opérateur Q�10 par un �ltrage des deux plans d'on-delettes avec les �ltres G(wx)Z(wy) et G(wy)Z(wx) proposé par Mallat.72



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes2.4.3.4 Algorithme ANGLE_ITE.A partir de l'opérateur Q0 et des �ltres dé�nis par l'équation (2.20), nous avons construit une dé-composition en gradient multiéchelles �inversible� pour laquelle la caractéristique �angle du gradient�permet de discriminer le bruit de l'information. A partir de cette décomposition, nous concevonsun algorithme que nous appelons ANGLE_ITE, qui permet de débruiter une image à partir de sesN réalisations [19].La première idée serait de conserver, dans le gradient multiéchelles, tous les coe�cients quiont un angle stable sur leurs di�érentes réalisations, de supprimer les autres, puis de faire unetransformation inverse. Mais cette méthode ne va pas donner un résultat satisfaisant. A chaquebord de l'image, correspondent des coe�cients qui ont une amplitude variant de 0 à un maximum.Seuls ceux qui ont une amplitude su�samment grande auront un angle stable, lorsque l'image estbruitée, et seront conservés. Si l'on fait une transformation inverse à partir des coe�cients conservés,on ne reconstruit pas correctement l'image.A�n de remédier à ce problème, nous allons utiliser la représentation par maxima d'ondelettes :� la plupart des maxima ont une amplitude importante et donc un angle stable,� ils permettent une reconstruction empirique exacte.De plus, l'utilisation des maxima nous permet d'utiliser l'opérateur Q0 dé�ni à partir de l'esti-mation de l'exposant de régularité de Lipschitz.Concrètement, l'algorithme ANGLE_ITE sélectionne sur le gradient multiéchelles d'une imageles maxima qui ont un angle stable sur ses di�érentes réalisations et supprime les autres qui résultentdu bruit. Nous extrapolons la première échelle. En�n nous reconstruisons l'image débruitée avecl'algorithme itératif de Mallat-Zhong.2.4.4 Développement numériqueNous appliquons l'algorithme ANGLE_ITE à des images bruitées par un bruit blanc gaussienadditif. Toutefois, l'algorithme nécessite di�érentes réalisations de l'information bruitée pour e�ec-tuer la discrimination (le nombre de réalisations et le nombre d'échelles de décomposition nécessairepour une discrimination correcte sont variables selon l'information recherchée et le niveau de bruit).Une première version de ANGLE_ITE utilise une séquence d'acquisitions comprenant plusieursoccurrences de la même image [14]. Il étudie le comportement de chaque maximum à chaque échelleet supprime ceux qui ne sont pas stables sur les décompositions des di�érentes réalisations. Ensuitel'image est reconstruite à partir des maxima sélectionnés. Même pour un faible nombre de réalisa-tions, cette première version de l'algorithme obtient des résultats, en terme d'amélioration d'images,très intéressants, et ceci pour des rapports signal sur bruit très faibles [14]. Cette version s'inscritdans le même cadre que les algorithmes itératifs présentés dans le premier chapitre.Nous nous intéressons ici au cas où l'on a une seule image bruitée, et non plusieurs réalisationspermettant d'e�ectuer la discrimination. Nous devons donc les �simuler�. Pour cela, nous proposonsdeux méthodes. 73



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 22.4.4.1 �Simulation� sur chacune des échellesCette première méthode étudie les échelles les unes après les autres. Nous substituons aux dif-férentes acquisitions, nécessaires pour la discrimination, les réalisations temporelles dans un prochevoisinage.Pour chaque maximum, nous sélectionnons tous les points distants de ce maximum d'une distanceinférieure à D et élément de la même échelle. Ces points vont constituer notre ensemble de décision.Si le nombre de ces points véri�ant la condition de stabilité, par rapport au maximum étudié(di�érence d'angle inférieur à �), est supérieur à N , l'hypothèse �angle stable� est acceptée et lemaximum étudié est conservé; sinon il est supprimé. Formellement ce seuillage s'écrit :T (M lx;y) = 8<: M lx;y si P[xj;yj]2
 �j�l[xj;yj ]��l[x;y]j > N0 sinonavec 
 ensemble des points positionnés à une distance inférieure à D du maximum M lx;y , le tout àl'échelle l.Cette discrimination se justi�e par le fait que le maximum de la dérivée se situe à l'instant deplus forte pente du contour. Si ce contour véri�e certaines propriétés de régularité (i.e. s'il n'est pasdû au bruit), les points encadrant ce maximum suivent une direction de pente quasiment identique.Les paramètres ", N et D sont laissés à l'appréciation de l'utilisateur et dépendent du rapportsignal sur bruit ainsi que du résultat escompté. Dans le cas d'une image avec un faible rapportsignal sur bruit, si l'on �xe les di�érents paramètres à un niveau très restrictif, l'image résultatconservera les structures principales, le bruit sera supprimé mais certains détails auront disparu.A l'inverse, avec des paramètres moins restrictifs, tous les détails seront conservés mais quelquespoints parasites persisteront. En�n, il faut noter que ces di�érents paramètres peuvent évoluer selonl'échelle étudiée. Dans la suite de ce chapitre nous utiliserons un réglage des paramètres pour quatreéchelles de décomposition, qui s'est avéré robuste durant nos expérimentations numériques :� = [�=2; �=3; �=4; �=5] ; N = [5; 5; 5; 5] ; D = hp2;p2;p2;p2i : (2.21)2.4.4.2 �Simulation� à travers les échellesCette seconde méthode s'inspire de celles appliquées dans le cadre de l'étude de la norme du gra-dient. On substitue les di�érentes acquisitions par l'étude du comportement de l'angle du maximumà travers les échelles. Comme précédemment, nous sélectionnons les points distants du maximumétudié d'une distance inférieure à D, mais à l'échelle supérieure. Nous reprenons le même critère desélection que précédemment, à la di�érence près que l'étude se fait entre deux échelles :T (M lx;y) = 8<: M lx;y si P[xj ;yj]2
 �j�l+1[xj;yj ]��l[x;y]j > N0 sinonavec 
 ensemble des points positionnés à une distance inférieure à D du maximumM lx;y à l'échellel + 1.74



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesSi le maximum étudié est associé à de l'information, alors la dérivée calculée dans un envi-ronnement proche, à l'échelle suivante, qui correspond à une dérivée plus �grossière�, va avoir lamême orientation. C'est pourquoi nous utilisons les angles de l'échelle suivante comme ensemble dedécision.Si l'on étudie les caractéristiques propres à ces deux méthodes, nous remarquons qu'elles peuventêtre complémentaires : les maxima considérés comme stables par les deux méthodes auront uneprobabilité plus grande de correspondre à de l'information. L'utilisation simultanée de ces deuxméthodes permet d'éliminer davantage de bruit. Ainsi en appliquant une discrimination sur l'échellepuis à travers les échelles (ou inversement, le résultat étant identique) nous pouvons utiliser desparamètres �; N et D moins restrictifs et donc conserver plus d'information tout en éliminant autantde bruit.A partir de ces remarques, nous dé�nissons la version �nale de l'algorithme ANGLE_ITE de lamanière suivante :� Décomposition de l'image bruitée en L niveaux� Discrimination des maxima par l'étude de l'angle sur chaque échelle� Discrimination des maxima par l'étude de l'angle en inter-échelle� Reconstruction de l'image par l'algorithme itératif de Mallat-Zhong2.4.5 Applications2.4.5.1 Images testsNous avons appliqué l'algorithme ANGLE_ITE, tel qu'il est dé�ni ci-dessus, à trois images detests de la base du GDR CNRS ISIS que nous présentons sur la �gure 2.32.
(a) (b) (c)Fig. 2.32 � Image originale : (a) Visage de femme (b) Lettres (c) LenaNous bruitons ces images avec des rapports signal sur bruit de di�érents niveaux. Les imagesbruitées et débruitées par ANGLE_ITE sont présentées sur les �gures 2.33, 2.34 et 2.35. Pourchacune de ces images, les paramètres ", N et D sont �xés aux valeurs dé�nies par l'équation(2.21). 75



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
(a) (B)Fig. 2.33 � Visage de femme: (a) Image bruitée (SNR = 2) (b) Image débruitéeLa première image (�gure 2.33), un visage de femme, nous permet d'étudier le comportement del'algorithme Angle_ITE sur une image �classique� dégradée avec un niveau de bruit qui ne noie pascomplètement l'information, mais l'altère. Cette image présente des zones très marquées, comme lescheveux ou le chapeau, et d'autres plus �nes, comme les pupilles ou le nez qui est peu contrasté parrapport au reste du visage. On constate que toutes les caractéristiques énoncées ci-dessus, ainsi queles autres présentes dans l'image, sont correctement reconstruites, indiquant ainsi que les contoursassociés ont été bien détectés lors de la discrimination des maxima. De plus, l'utilisation d'unebase de décomposition localisée en temps, permet un débruitage sans l'apparition d'un e�et de�ou, comme cela se produit dans un certain nombre de �ltrages. Globalement, nous obtenons uneimage résultat qui peut être utilisée dans un traitement comme, par exemple, la détection de zoneshomogènes ou caractéristiques.En revanche, on note la présence de taches parasites dans l'image reconstruite. Ces taches sontconsécutives à la sélection d'un maximum parasite, en général isolé dans des zones homogènes.A�n d'éliminer ce phénomène, une contrainte supplémentaire dans la sélection est nécessaire. Onajoutera, par exemple, une contrainte de continuité. C'est-à-dire que si un maximum fait partie d'uncontour, il doit être élément d'une zone continue spatialement pour laquelle les angles, à traversles échelles, sont stables. Cette contrainte n'a pas été présentée dans ce mémoire car elle n'est pasencore pleinement �nalisée, mais ses premiers résultats semblent encourageants.Le deuxième exemple (�gure 2.34) illustre l'application de l'algorithmeAngle_ITE sur une imageoù l'information est ponctuelle et fortement dégradée par le bruit (puisque le rapport signal sur bruitest de 1). Le résultat désiré après �ltrage, serait une image où le bruit est en grande partie annulé etles contours, ainsi que la forme des caractères resteraient inchangés, ceci permettant leur détectionet leur reconnaissance. Une di�culté s'ajoute à l'image bruitée : l'illumination n'est pas constantesur toute l'image, ce qui élimine tout traitement global.A titre de comparaison, nous avons indiqué le résultat du débruitage e�ectué par seuillage descoe�cients d'ondelettes tel que nous l'avons présenté dans le premier chapitre (�gure 2.34.c). Lerésultat est obtenu avec une décomposition par les ondelettes de Daubechies D4 en utilisant unseuillage �hard� 1. Nous pouvons voir sur l'image résultat que le bruit est supprimé du fond de1. Nous utilisons un seuillage hard qui est une alternative au seuillage soft car il est non biaisé et présente de76



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes
(a) (b) (c)Fig. 2.34 � Exemple d'application : (a) Image bruitée (SNR = 1) (b) Image débruitée par Angle_ITE(c) Image débruitée par seuillage de la transformée en ondelettesl'image. En revanche, la forme des lettres n'est pas préservée. Par exemple, le nombre �8� devient�3� après débruitage. De plus, certaines lettres de la région sombre sont presque supprimées. Ceciprovient de l'utilisation d'un seuil constant à chaque échelle. Notons que les approches récentesbasées sur des décompositions non décimées présentées dans le premier chapitre, ne peuvent pasplus extraire l'information du bruit.On voit sur l'image résultat que l'algorithme Angle_ITE respecte les conditions : le bruit estréduit et les caractères sont tous détectables et conservent globalement leur forme. On remarquetoutefois que les contours ont tendance à �baver�. En e�et avec un niveau de bruit important, lesmaxima détectés lors de la discrimination ne sont pas forcément ceux qui correspondent aux pointsd'in�exion du contour non bruité, mais aux proches voisins, ce qui provoque ce phénomène d'auréoleautour des caractères.Les caractères présents dans la zone sombre sont moins bien reconstruits car ils ont un faiblecontraste avec le fond de l'image. Ils sont néanmoins extraits du bruit et reconnaissables, ce quiprouve une fois de plus l'intérêt d'utiliser une base localisée dans le temps associé à un traitementlocal.On constate que les taches parasites sont plus nombreuses que dans le premier exemple et cecipour deux raisons :� le niveau de bruit est plus important,� l'image est essentiellement constituée d'une zone à comportement stationnaire, entrecoupéed'information.En�n on voit apparaître un certain nombre de points noirs parasites sur la bordure droite del'image : cette zone, dans l'image originale, est constante strictement et saturée (tous les pixels sontégaux à 255). Ainsi lorsque l'on reconstruit l'image, certains pixels ont une valeur dépassant 255,donc avec le codage sur 8 bits, ils prennent une valeur proche de 0.Toutefois, on constate que l'utilisation d'une décomposition par maxima multiéchelles associée àune discrimination sur l'information angle est bien adaptée à ce type de problème, et l'image ainsimeilleurs résultats en 2D. 77



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2débruitée permet d'e�ectuer ensuite une reconnaissance de caractères. Cette image est l'exempletype d'application où l'algorithme Angle_ITE est bien adapté : les contours sont les informationprépondérantes, elle ne peut pas être traitée globalement, et le niveau de bruit rend di�cile letraitement en monoéchelle ou par la norme du gradient.
(a) (b)Fig. 2.35 � Lena : (a) Image bruitée (SNR = 0.5) (b) Image débruitéeLe dernier exemple nous permet d'étudier le comportement de l'algorithme Angle_ITE en pré-sence d'un bruit très important. Nous avons dégradé Lena avec un rapport signal sur bruit de 0.5,l'énergie du bruit est donc deux fois plus importante que celle du signal. Nous sommes dans le casoù l'information est noyée dans le bruit (nous avons traité cette même image dans le chapitre 1).Pourtant, on constate sur l'image résultat que des détails �ns, comme la bouche, sont correcte-ment extraits et reconstruits. Ils sont détectables, alors que dans l'image bruitée, ils disparaissentdans le bruit. Ceci montre, une fois de plus, l'e�cacité de l'information angle qui va faiblementosciller au voisinage d'un point d'in�exion, même en présence d'un fort bruit.On remarque que l'aspect des cheveux est fort bien conservé dans l'image débruitée, ce quisurprend car cette zone de l'image peut s'assimiler à une texture. Or, l'algorithme Angle_ITErepose sur une information contour, il est donc inadapté au débruitage de textures. Cependant, lescheveux de Lena présentent des discontinuités importantes (correspondant à des mèches), ce quipermet à l'algorithme de débruitage de conserver son aspect à la chevelure. Il ne faut pas en conclureque Angle_ITE peut débruiter les textures, mais il ne faut pas, non plus, le condamner pour toutesles textures.En�n, il est certain que le nombre de taches parasites est important, étant donné le niveau debruit. Toutefois ces taches ont, en général, peu de contraste, et donc altèrent peu une détection deséléments constitutifs de l'image.Si l'on compare ce résultat avec ceux des méthodes itératives et non-décimées du chapitre 1(�gures 1.16 et 1.17) nous pouvons faire les remarques suivantes :� Les algorithmes itératifs obtiennent les meilleurs résultats, mais ils nécessitent plusieurs réa-lisations,� Le résultat de uwt_mean est plus lisse, mais justement un certain nombre de détails a disparu(comme pour l'image lettres). 78



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettesLa table 2.5 indique les valeurs RMS des images bruitées puis débruitées pour chacun de cesexemples. Pour les trois exemples, nous constatons une réduction sensible de la mesure RMS, ce quicon�rme l'amélioration de la qualité visuelle des images débruitées.Bruitee Debruiteechapeau 34 12lettres 70 17lena 96 19Tab. 2.5 � Débruitage par Angle-ITE : Mesure RMSNous avons illustré notre algorithme sur des images très bruitées et il est donc certain que lesimages après traitement sont encore dégradées. Toutefois, pour ces niveaux de bruit très élevés,les méthodes de �ltrage classique, ainsi que celles utilisant un seuillage de la décomposition enondelettes détruisent, en général, une grande quantité de l'information. Aucun résultat, pour lestechniques se basant sur l'information norme, n'a été présenté car ces méthodes sont di�ciles àappliquer sur des images très bruitées, comme celles présentées dans ce chapitre. On trouve, dansla littérature, trois approches de débruitage à partir de la norme du gradient multiéchelles, et quisont souvent utilisées d'une façon complémentaire dans un même algorithme :� Seuillage des maxima en fonction de leur norme : mais il est di�cile de dé�nir un seuil sur lanorme séparant l'information du bruit quand le SNR est faible, et, de plus, nous avons montréque ce seuillage est peu robuste.� Chaînage des contours puis seuillage en fonction de la longueur du contour : le chaînage descontours associés à l'information n'est pas réalisable facilement pour les exemples présentés carles contours sont discontinus et ont de nombreux embranchements parasites quand le niveaude bruit est élevé (i.e. �explosion� de la complexité algorithmique).� Etude à travers les échelles de l'évolution de la norme d'un maximum ou d'un contour : l'étudeà travers les échelles est quasiment impossible étant donné le nombre de maxima parasitesquand le niveau de bruit est élevé, ou nécessite un pré-seuillage, ce qui nous renvoie au premierpoint.Pour chacune de ses variantes, le débruitage par l'utilisation de la norme nécessite un traitementpeu robuste face à un SNR faible. L'algorithme Angle_ITE est plus exploitable car il utilise deszones de stabilité d'angle et non des points isolés. Il n'emploie l'information �maximum local� quepour la reconstruction et l'extrapolation de la première échelle, c'est-à-dire lorsque la sélection estdéjà e�ectuée. De plus, l'utilisation de l'angle nécessite beaucoup moins de connaissances a priori surl'image, si ce n'est le réglage des paramètres ", N et D qui peuvent être �xés aux valeurs indiquéesprécédemment, pour un grand nombre d'images et de niveaux de bruit. De plus, des variations�raisonnables� de ces paramètres ont des e�ets peu signi�catifs sur l'image résultat, prouvant ainsileur robustesse.En�n, nous avons rappelé que l'information angle est plus robuste statistiquement que la norme.79



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2Pour toutes ces raisons, nous concluons à la validité de l'algorithme Angle_ITE et plus particuliè-rement dans le cas d'images très dégradées.2.4.5.2 Images d'angiographieL'angiographie est une technique radiographique qui permet de visualiser les vaisseaux (sténose,dilatation, aspect irrégulier) mais aussi les tumeurs qui sont souvent hyper vascularisées.L'information prépondérante dans une image d'angiographie correspond donc aux contours desvaisseaux. C'est pourquoi une approche par maxima d'ondelettes nous semble tout à fait adaptéetant pour des applications de débruitage que de segmentation.Nous présentons sur la �gure 2.36 une image d'angiographie, ainsi que le résultat du débruitagee�ectué par l'algorithme Angle_ITE avec une décomposition en 4 échelles et des paramètres ", Net D �xés aux valeurs dé�nies par l'équation (2.21). Nous ne pouvons pas �mesurer� la qualité dudébruitage. En revanche, nous constatons sur l'image résultat que le bruit présent sous forme depoints parasites a été supprimé, alors que la structure des vaisseaux n'a pas été modi�ée, et même�renforcée�.
(a) (b)Fig. 2.36 � Image d'angiographie : (a) Image originale (b) Image débruitée par l'information anglemultiéchellesPuisque l'information recherchée dans ce type d'image est le contour des vaisseaux, nous a�chonssur les �gures 2.37 et 2.38 les contours de l'image bruitée, ainsi que ceux sélectionnés par notrealgorithme, respectivement aux échelles 2 et 3.On constate que les contours des vaisseaux sont di�cilement détectables sur l'image originale.De nombreuses lignes parasites sont présentes un peu partout dans l'image rendant une approcheimmédiate d'extraction des vaisseaux quasiment impossible. Après sélection des maxima à anglestable, un grand nombre de maxima parasites a été supprimé. Il est certain que quelques contours devaisseaux ont été interrompus,mais globalement, on peut estimer que l'image de contours �débruitée�constitue une base très intéressante pour un algorithme de segmentation des vaisseaux qui utiliseraitune approche contour multiéchelles. 80



Chapitre 2 Décomposition en maxima d'ondelettes
(a) (b)Fig. 2.37 � Image d'angiographie (échelle 2): (a) Image originale (b) Image débruitée par l'infor-mation angle multiéchelles2.5 ConclusionNous avons étudié durant ce second chapitre les décompositions en maxima d'ondelettes quipermettent d'analyser localement la régularité d'une fonction. En utilisant la décomposition enondelettes non-décimée introduite dans le premier chapitre, Mallat a proposé une représentationdiscrète riche en applications.Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme de segmentation 1D qui s'appuie surles propriétés de propagation de ces maxima d'ondelettes. La méthode décrite repose sur deux procé-dures de chaînage, ce qui permet d'introduire une certaine robustesse. Cet algorithme a été appliquéavec succès sur des signaux de radiocommunication permettant ainsi de séparer di�érentes zonesselon le trajet que le signal a e�ectué. Dans ce cas, notre algorithme constitue un pré-traitementqui permet ensuite de faire des modélisations sur des zones homogènes. Ensuite, la segmentationpar maxima a été utilisée sur les signaux annexes de l'EEG. Nous avons dû introduire des �a priori�propres à ces signaux a�n de dé�nir une méthodologie qui permette d'extraire les coordonnées tem-porelles des questions et des réponses. Les données extraites par notre méthode vont être utiliséespour analyser les représentations TF associées au signal EEG que nous calculerons à partir desalgorithmes introduits dans les chapitres suivants.Dans un second temps, en s'appuyant sur le postulat que l'information, même bruitée, conserveun angle de gradient stable, alors que l'angle du bruit �uctue, nous avons dé�ni une techniquede discrimination dans l'image gradient plus robuste que l'utilisation de la norme. L'extension augradient multiéchelles nous a permis de concevoir un algorithme de débruitage qui étudie plusieursbandes de fréquence à travers l'information contour. L'application de cet algorithme sur des imagestrès bruitées a montré l'e�cacité de notre méthode (par exemple sur les images d'angiographie).Ce chapitre ne constitue qu'une in�me partie des méthodes que l'on peut créer à partir de lareprésentation en maxima d'ondelettes. Par exemple, nous pensons étendre di�érents algorithmes81



Décomposition en maxima d'ondelettes Chapitre 2
(a) (b)Fig. 2.38 � Image d'angiographie (échelle 3) : (a) Image originale (b) Image débruitée par l'infor-mation angle multiéchellesde segmentation basés sur le gradient monoéchelle, que l'on trouve dans la littérature, à la décom-position multiéchelles et les généraliser pour des images couleurs.Toutefois, comme nous l'avons déjà précisé, un algorithme de segmentation 1D basé sur lesmaxima d'ondelettes ne va étudier que les ruptures basses fréquences. Nous allons donc quitter ledomaine de l'analyse des courbes par représentation temps-échelles pour utiliser les décompositionsen ondelettes de Malvar qui correspondent à une transformée de Fourier à fenêtres adaptatives.Cette nouvelle représentation va nous permettre de dé�nir des méthodes de partition qui étudientles �uctuations d'un signal sur toute sa bande de fréquence, comme nous allons le voir dans lechapitre suivant.
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Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarChapitre 3Quelques algorithmes sur les ondelettesde Malvar3.1 IntroductionNous allons étudier dans ce chapitre une famille particulière d'ondelettes appelée ondelettes deMalvar ou transformée trigonométrique locale. Cette transformée, introduite par Coifman et Meyer[31] à partir des textes de Malvar [71], consiste à appliquer une partition temporelle adaptée dusignal, grâce à des fenêtres régulières, puis à e�ectuer une analyse de Fourier sur chacun des segments.On remarque que ce processus est inverse de celui utilisé lors d'une décomposition �classique� enondelettes qui e�ectue tout d'abord un �ltrage adapté du signal, puis une analyse temporelle.Les ondelettes de Malvar s'inscrivent dans le cadre général de l'analyse de Fourier à court terme,donc des techniques temps-fréquence, et non temps-échelle. Grâce aux ondelettes de Malvar, unecollection de décompositions trigonométriques locales est construite et la meilleure d'entre elles,au sens d'un critère, peut être sélectionnée à l'aide de l'algorithme Best-Basis proposé par Coif-man et Wickerhauser [32]. Nous obtenons ainsi une analyse de Fourier à court terme orthogonale,reconstructible, avec des fenêtres de tailles et de régularités variables.Durant ces dernières années, les principaux champs d'applications de cette décomposition ontété la compression 1 [97] [89] [55], la segmentation [95], [2], [3] [97] et plus récemment l'estimationde la covariance de processus localement stationnaires [41],[40].Nous proposons dans ce chapitre plusieurs évolutions tant sur le plan de l'algorithme de décom-position que sur le choix de la meilleure base. Le but recherché est de dé�nir, pour la classe dessignaux stationnaires par partie, une analyse trigonométrique locale pour laquelle les fenêtres ontune taille et une position adaptées au signal.Dans un premier temps, nous faisons un rappel sur la décomposition en ondelettes de Malvartelle qu'elle est dé�nie dans [31], [5] et [96]. Puis nous proposons une variante de l'algorithme dedécomposition monodimensionnel, qui a la propriété d'être non uniforme et optimale relativementà une fonction de coût. Cette décomposition s'appuie sur un algorithme de partition d'un axe quipermet d'obtenir une segmentation non-uniforme avec une complexité minimale. Nous la proposons1. On notera que le principe de segmentation temporelle puis d'analyse par base trigonométrique locale est présentdans la méthode de compression JPEG. 83



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3dans un cadre général a�n de l'appliquer pour construire di�érentes bases non uniformes (ceci feral'objet du chapitre 5). Nous apportons quelques précisions sur son extension à la dimension 2. En�n,nous proposons une nouvelle méthode de sélection de la meilleure partition temporelle du signal.Cette approche, similaire dans le principe à celle de Adak [1], adapte la partition du signal enfonction des changements locaux du spectre. Une version 2D anisotropique est étudiée.Dans ce chapitre et les suivants, nous proposons di�érentes méthodes tentant de représenter aumieux l'information contenue dans un signal. Or ces di�érentes décompositions s'inscrivent dansle cadre des représentations temps-fréquence, c'est-à-dire qu'elles permettent une représentation del'évolution de l'information à la fois en fonction du temps mais aussi des fréquences. Donc, pourvalider ou illustrer les méthodes appliquées sur des exemples, nous devons présenter l'image TFassociée à notre décomposition discrète. Pour construire cette image TF, nous allons utiliser lesboîtes d'Heisenberg. Nous rappelons en annexe le principe des boîtes d'Heisenberg.Pour chaque nouvelle décomposition introduite dans notre mémoire, nous indiquerons les boîtesd'Heisenberg associées aux éléments de base, ce qui nous permettra de calculer les di�érentes repré-sentations TF, comme nous l'expliquons en annexe, et ainsi d'analyser et de comparer les résultatsobtenus.3.2 Rappel sur les ondelettes de Malvar3.2.1 FenêtrageNous présentons dans ce paragraphe la version discrète de la décomposition en ondelettes deMalvar, nous nous plaçons dans l'espace l2(Z). On se propose d'analyser un signal échantillonnésur Z. L'analyse que nous e�ectuerons est du type temps-fréquence. Elle consiste à e�ectuer toutd'abord une segmentation appropriée, puis une analyse de Fourier locale.Soit la partition arbitraire de Z en intervalles adjacents véri�ant[j Ij = Z et Ij \ Ij0 = ; pour 8j 6= j0; (3.1)avec Ij = [aj ; aj+1 � 1], j 2 Z, et aj ! �1 quand j ! �1. On note lgj = aj+1 � aj la taillede l'intervalle Ij .Le signal n'est pas segmenté brutalement par des fonctions indicatrices dé�nies sur [aj ; aj+1 � 1].On préfère, pour éviter les e�ets de bord, utiliser des fenêtres de segmentation wj qui soient régu-lières. Autour de chaque point de coupure aj , nous dé�nissons une zone de recouvrement, nécessairepour construire des fenêtres régulières. Cette zone de recouvrement, notée �j ; correspond à unesuite véri�ant �j > 0 et lj > �j + �j+1. A�n de construire la fenêtre wj , nous introduisons unefonction de coupure, ou rampe, r(t) véri�ant les conditions suivantes [5] :r(t) = ( 0 si t � �11 si t � 1et, r2(t) + r2(�t) = 1, 8t 2 Z: (3.2)Nous représentons sur la �gure 3.1 un exemple de fonction r(t) véri�ant ces conditions.84



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
Fig. 3.1 � Une fonction �rampe� r(t=�)A partir de la fonction de coupure r(t), les fenêtres wj [t] ; de support [aj � �j ; aj+1 + �j+1] ;sont dé�nies par [96]wj [t] = 8>>>>><>>>>>: r � t�aj�j � si t 2 [aj � �j ; aj + �j ]1 si t 2 [aj + �j ; aj+1 � �j+1]r �aj+1�t�j+1 � si t 2 [aj+1 � �j+1; aj+1 + �j+1]0 si t 2 ]�1; aj � �j ][ [aj+1 + �j+1;+1[ :Nous présentons sur la �gure 3.2 un exemple de fenêtre wj [t]. On remarque que la fonction decoupure r (t) et le paramètre �j vont régler la surface de recouvrement entre deux fenêtres succes-sives, et donc contrôler la régularité de la fenêtre. On va pouvoir ainsi construire une multitude defenêtres plus ou moins régulières. On peut trouver dans la littérature un certain nombre d'exemplesde fonctions de coupure r(t) (par exemple dans le livre de Wickerhauser [96]).
Fig. 3.2 � Une fonction de fenêtrage wjLe fenêtrage par wj [t] de la fonction f sur l'intervalle Ij va s'exprimer directement en termede la fonction de la coupure. Soit une fonction rampe r(t) et une fonction f 2 l2(Z), alors laprojection de f sur un intervalle Ij = [aj � �; aj+1 + �] est dé�nie par [5] (dans le cas d'une fenêtreà recouvrement constant �j = � = cst)(TIjf) = r2� t�� f [t]�r� t� aj� � r�aj � t� � f [2aj � t]�r�t � aj+1� � r�aj+1 � t� � f [2aj+1 � t] :(3.3)On constate que quatre projections sont décrites dans l'équation (3.3) selon le signe ��" choisi.Ces choix de signes dépendent de la polarité de la fonction analysante utilisée dans chaque intervalle(par exemple, paire au début de l'intervalle, et impaire à la �n). Ils se nomment �polarité de laprojection TIj �, ou �polarité de Ij� et se notent (�;�) [5]. La polarité de la projection est importante85



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3lorsque l'on désire combiner les projections de deux intervalles adjacents. En particulier, si lesintervalles Ij et Ij+1 sont de polarités opposées en aj+1 alors (de l'équation (3.2) ) [5]TIj + TIj+1 = TIj[Ij+1 et TIjTIj+1 = TIj+1TIj = 0:Nous reviendrons ultérieurement sur ce principe de polarité et de décomposition orthogonale.3.2.2 Bases trigonométriques localesSoit Trig, une fonction trigonométrique qui forme une base orthonormée de l2 h0; lgj �1i. Trigcorrespond à l'une des fonctions sinus/cosinus répertoriées par Rao et Yip comme, par exemple,la transformée en cosinus discrète de type I (notée DCT-I) (nous indiquons entre parenthèses lespolarités aux deux extrémités de l'intervalle) [5] :(DST � I) (�;�) =) Trigk [t] = s 2lgj sin "k �lgj t# (3.4)(DST � IV ) (�;+) =) Trigk [t] = s 2lgj sin " �lgj (k + 12)t#(DCT � I) (+;+) =) Trigk [t] = s 2lgj cos "k �lgj t#(DCT � IV ) (+;�) =) Trigk [t] = s 2lgj cos " �lgj (k + 12)t#Nous avons le théorème suivant :Théorème 3 La famille fTrigkg0�k<lgj est une famille orthonormée de l2 h0; lgj �1iLes transformées en cosinus et sinus discrètes se calculent à partir de l'algorithme FFT et possè-dent donc une complexité algorithmique de � (N log2N). Ce sont ces transformées trigonométriquesqui vont constituer les éléments de base de la décomposition en ondelettes de Malvar. Les ondelettesde Malvar sont construites à partir de la fenêtre wj [t] et de l'une des quatre bases de sinus ou decosinus, introduites ci-dessus, par j;k [t] = fwj [t]Trigk [t� aj ]g ; 0 � k � lgj �1:3.2.3 Opérateur de repliementEn pratique, la décomposition d'une fonction f dans une des bases dé�nies par les équations (3.4)ne se calcule pas par l'évaluation de la corrélation entre la fonction étudiée et les éléments de base.La fonction f , bornée sur [aj � �; aj+1 + �], est transformée en une fonction régulière, restreinte àl'intervalle [aj ; aj+1 � 1], puis projetée dans une base formée de fonctions cosinus ou sinus. A�n decalculer la restriction de f à [aj ; aj+1 � 1], la zone de la fenêtre correspondant au recouvrement estrepliée sur l'intervalle, autour des points de coupure, grâce à un opérateur de repliement noté U .Les opérateurs de repliement Uaj et adjoint U�aj sont dé�nis par [96]Uajf [t] = 8>><>>: r �aj�t� � f [t] � r � t�aj� � f [2aj � t] , si aj � � < t < ajr � t�aj� � f [t] + r �aj�t� � f [2aj � t] , si aj < t < aj + �f [t] sinon (3.5)86



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvaret, U�ajf [t] = 8>><>>: r �aj�t� � f [t] + r � t�aj� � f [2aj � t] , si aj � � < t < ajr � t�aj� � f [t]� r �aj�t� � f [2aj � t] , si aj < t < aj + �f [t] sinon : (3.6)On observe que U�ajUajf [t] = UajU�ajf [t] = f [t] pour tout t. Nous illustrons sur la �gure 3.3 lesrésultats des opérateurs Uaj et U�aj dans le cas simple d'une fonction constante f � 1. Notons que lesdé�nitions des opérateurs de repliement présentées dans les équations (3.5) et (3.6) correspondentà des polarités particulières, mais que d'autres opérateurs peuvent être dé�nis en e�ectuant lechangement (+ ! �) dans les deux équations.
Fig. 3.3 � Applications des opérateurs de repliement U et adjoint U� sur une fonction constanteSoit 1Ij l'opérateur de restriction dé�ni par1Ijf [t] = ( f [t] si t 2 [aj ; aj+1 � 1]0 sinon :Alors, des dé�nitions précédentes, on construit une transformée orthogonale qui restreint unefonction f sur un intervalle tout en préservant la régularité. L'opérateur de restriction régulière TIjest dé�ni par TIjf = 1IjUajUaj+1f; (3.7)et son adjoint T �Ijf = U�ajU�aj+11Ijf: (3.8)La projection est orthogonale si l'opérateur de restriction a des polarités opposées aux deuxpoints extrêmes aj et aj+1, ce qui est le cas si Uaj est dé�ni, par exemple, par l'équation (3.5). Onpeut visualiser sur la �gure 3.4 les résultats des opérateurs TIj et T �Ij sur une fonction constante.3.2.4 Base orthonormée fenêtréeUne base fenêtrée orthonormée de l2 (Z) est dé�nie dans le cas général à partir d'une basepériodique orthonormée f'kg0�k<N de l2 [0; N � 1]. f'kg0�k<N est étendu sur Z avec une symétrieautour de �12 et une antisymétrie autour de N � 12 par [68]87



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
Fig. 3.4 � Applications des opérateurs de restriction TIj et adjoint T �Ij sur une fonction constantee'k [t] = 8>>>>><>>>>>: 'k [t]'k [�1 � t]�'k [2a� 1� t]�'k [2a+ t] si t 2 [0; N � 1]si t 2 [�N;�1]si t 2 [a; 2N � 1]si t 2 [�2N;�N � 1] (3.9)Nous avons alors le théorème suivant :Théorème 4 La famille � j;k [t] 4= T �Ij e'k [t � aj ]�0�k<lgj , j2Z est une base orthogonale fenêtrée del2 (Z) [68].Ceci provient du fait que les fonctions f e'kgk2Z respectent les polarités de l'opérateur de restric-tion T �Ij : (+,-).Nous avons vu que les ondelettes de Malvar sont construites à partir de la fenêtre wj [t] et de l'unedes quatre bases de sinus ou de cosinus introduites dans (3.4). Puisque la fonction cos h �lgl (k + 12)tia une extension naturelle symétrique autour de �12 et antisymétrique autour de N � 12 alors d'aprèsle théorème précédent nous pouvons construire une base d'ondelettes de Malvar à partir de latransformée DCT-IV qui soit telle que 2 :Théorème 5 La suite n j;k [t] = T �Ijq 2lj cos h �lgl (k + 12)(t� aj)io0�k�lgj �1;j2Z ; est une base or-thonormée de l2(Z) [31].Une seconde forme d'ondelettes de Malvar correspond à l'application alternée de sinus et decosinus par l'intermédiaire des transformées DST-I et DCT-I, suivant que j est pair ou impair.Les coe�cients d'ondelette dj;k dans la base de Malvar s'obtiennent alors par l'expression de TIjfdans la base formée par les fonctions cosinus ou sinus [96] :dj;k = hf;  j;ki = Df; T �IjTrigk [t� aj ]E = DTIjf;Trigk [t � aj ]E : (3.10)En résumé, la décomposition en ondelettes de Malvar se calcule de la façon suivante :1. calcul de TIjf en utilisant l'opérateur de repliement Uaj ,2. Remarque : la polarité de l'opérateur T �Ij dépend du choix de la fonction e'. Dans l'équation (3.9), nous avonsprésenté une dé�nition de la fonction e' symétrique autour de � 12 et antisymétrique autour de N � 12 , mais nouspouvons utiliser une fonction ayant une polarité inverse, comme la transformée DST_IV, et dans ce cas on peutdé�nir une base orthonormale en utilisant l'opérateur TIj à la place de T �Ij dans le théorème 4.88



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar2. projection de TIjf dans une des bases trigonométriques Trigk à l'aide d'un algorithme basésur la FFT.A l'inverse, la reconstruction de f à partir de dj;k = hf;  j;ki est e�ectuée par :1. calcul de TIjf à partir des coe�cients dj;k par transformée trigonométrique inverse,2. calcul de la projection T �IjTIjf en utilisant l'opérateur de repliement adjoint U�aj ,3. addition des di�érents T �IjTIjf a�n de reconstruire le signal par f =Pj T �IjTIjfDans le cadre des ondelettes de Malvar, la région TF correspondant à la concentration maximaled'énergie de l'atome  j;k est approximée par le bloc d'Heisenberg suivant[aj ; aj+1 � 1]� "(k + 0:5)0:5lgj � 0:52 lgj ; (k+ 0:5)0:5lgj + 0:52 lgj #Comme nous l'avons indiqué dans l'introduction de ce chapitre, cette dé�nition nous permetd'illustrer chaque décomposition discrète en ondelettes de Malvar d'un signal par une image TF.Notons que cette dé�nition est générale (intervalle [aj ; aj+1�1]) et peut donc être utilisée pour unedécomposition dyadique ou non-uniforme.3.2.5 Divisions successives et meilleure baseIl est possible de calculer plusieurs transformées trigonométriques locales par divisions successivesdes intervalles. On suppose que l'on commence par une partition du signal en un seul segment notéI00 tel que I00 = [0; N � 1]. Notons que nous ajoutons un indice au symbole I a�n de faire apparaîtrel'échelle. Nous pouvons ra�ner la partition en coupant le ou les segments par leur milieu. A l'échellel, les intervalles ont alors une taille égale à N2�l et sont dé�nis parI lj = N h2�lj; 2�l(j + 1)� 1i avec [j I lj = [0; N � 1] et I lj\ I lj0 = ; pour 8j 6= j0:Nous notons Sl la partition de f avec des intervalles de taille 2�l telle queSl = �TIl0f; TIl1f; :::; TIl2l�1f� ;avec TIljf la restriction de la fonction f à l'intervalle I lj .La généalogie du ra�nement de la partition s'exprime dans l'équation I lj = I l+12j S I l+12j+1. Aprèsséparation de l'intervalle I lj en deux �ls I l+12j et I l+12j+1, nous appliquons l'opérateur de repliement aupoint médian �2�l �j + 12��N . Nous e�ectuons cette opération pour l = 1::L et j = 0::2l � 1. Lsymbolise le nombre d'échelles de décomposition.Deux types de repliement sont possibles durant le calcul récursif des échelles :� le premier consiste à utiliser une zone d'in�uence constante pour toutes les échelles, c'est-à-dire�xer �l = cst,� le second va faire varier la zone d'in�uence en fonction de l'échelle, ou plus précisément de lataille des intervalles. 89



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de Wickerhauser [96].De proche en proche, nous construisons une collection de partitions du signal que l'on peutorganiser en arbre (�gure 3.5). Nous résumons la procédure permettant de calculer une échelle l àpartir de l'échelle l � 1 par Sl = �UN2�l � U 3N2�l � :::UN 2l�1+12l �Sl�1;avec U2�l repliement de la fonction autour du point 2�l: (3.11)Par la suite, a�n de simpli�er les équations, nous remplacerons �UN2�l � UN 32�l � :::UN 2l�1+12l �par (l�1)U . L'équation (3.11) s'écrit alorsSl =(l�1) USl�1: (3.12)
Fig. 3.5 � Arbre des divisions temporelles successivesDe la même façon, on peut exprimer la partition à l'échelle l�1 à partir de la partition à l'échellel par Sl�1 =  U�N2�l � U�N 32l � :::U�N 2l�1+12l !Sl= (l�1)U�Sl:Si l'on applique sur chacun des intervalles construits à partir de l'équation (3.12), l'une des décom-positions trigonométriques introduites dans l'équation (3.4) et correspondant aux polarités choisiespour TIlj , nous obtenons une collection de bases trigonométriques locales n lj;ko0�l<L;0�j<2l;0�k<N2�ldé�nie par  lj;k [t] = T �Iljtrigk ht� 2�ljNiD'après le théorème 4, puisque les restrictions et les fonctions analysantes sont de mêmes polari-tés, les bases ainsi construites sont orthogonales. Plus précisément, si on noteW lj le sous-espace ferméde l2 [0; N � 1] généré par la base orthonorméen lj;ko0�k<N2�l , si on appelle arbre binaire admissiblel'ensemble des sous-arbres pour lesquels chaque noeud a 0 ou 2 �ls et soit A l'ensemble des indicesfj
 ; l
; g
 correspondant à un arbre admissible alors du théorème 4 l2 [0; N � 1] = W 00 = �(j;l)2AW lj .Puisque nous avons une collection de bases, il faut sélectionner la base qui est optimale pour lareprésentation du signal. Pour cela, on dé�nit une fonction de coût " qui évalue la qualité d'unedécomposition. " associe au vecteur des coe�cients d'ondelettes, une valeur réelle quanti�ant le coûtd'information. On pose généralement que " véri�e la condition d'additivité suivante :Dé�nition 2 Une fonction de coût " d'une séquence fxkg vers R est appelée fonction de coûtadditive si "(0) = 0 et "(fxkg) =Pk "(xk) [32]. 90



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarSi nous notons Ba la collection de bases, nous sélectionnons alors une base B 2 Ba qui estminimale au sens de la fonction de coût ".Dé�nition 3 La meilleure base relative à " pour un vecteur f dans une collection de bases Ba esttelle que "(B�f) est minimum, avec B� 2 Ba [32].La méthode la plus intuitive pour déterminer la meilleure base serait de mesurer le coût detoutes les bases, puis de sélectionner celle qui correspond au minimum. Toutefois, la complexitéalgorithme de cette procédure va croître d'une manière importante, lorsque le nombre d'échellesaugmente. Dans le cadre des ondelettes de Malvar, comme pour les paquets d'ondelettes, nousdéterminons la meilleure base avec un algorithme de complexité n en utilisant la généalogie dura�nement (I lj = I l+12j S I l+12j+1) [32]. Nous évaluons tout d'abord le coût de chaque projection de fsur les di�érents intervalles. Puis le coût de chaque couple d'intervalles adjacents, formant un blocdyadique, est comparé au coût de l'intervalle résultant de leur union (le noeud père dans l'arbrebinaire). Nous sélectionnons alors le ou les noeuds correspondant au minimum. De proche en proche,cette méthode permet de choisir la meilleure base relative à la fonction de coût.Concrètement, l'algorithme de recherche de meilleure base introduit par Coifman et Wickerhauserse dé�nit de la façon suivante [32] :Soit Blj la base au noeud d'indice (l; j) de la dcomposition et correspondant l'intervalle I lj ;soit Alj la base choisie ce mme noeud et Elj le cot associ.Aprs une initialisation parALj = BLj et ELj = "(BLj ), pour j = 0::2L � 1;on applique rcursivement le processus suivant :Pour l variant de L 1Pour j variant de 0 2l � 1Si El2j +El2j+1 > "(Bl�1j ) alors Al�1j = Bl�1j et El�1j = "(Bl�1j )sinon Al�1j = Al2j [Al2j+1 et El�1j = El2j + El2j+1Cet algorithme permet de sélectionner la meilleure base au sens de la fonction de coût " [32].3.2.6 Extension à la dimension 2 des ondelettes de MalvarUn élément de la base de Fourier 2D est le produit tensoriel de 2 éléments de dimension 1 :e2�it� = e2�it1�1 � e2�it2�2 :Donc, la transformée de Fourier discrète, et toutes les transformées trigonométriques comme laDCT-I peuvent être calculées pour la dimension 2, séparément dans chaque direction.On peut e�ectuer une transformée trigonométrique locale 2D sur 4 plus petits sous blocs encoupant d'abord l'image originale en 4 éléments, et en appliquant une transformée trigonométriquesur chacun des éléments. Cette procédure peut être appliquée récursivement a�n d'obtenir unedécomposition en des blocs de plus en plus petits.91



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Fig. 3.6 � Notations des sous-blocs utilisées dans le cadre de la décomposition en ondelettes deMalvarA�n de calculer la transformée en ondelettes de Malvar 2D, nous devons tout d'abord restreindrele signal selon la direction x, puis selon la direction y, grâce à l'opérateur Tf dé�ni dans le cas 1D.Nous présentons sur la �gure 3.6 les notations couramment utilisées dans le cadre de la décompositionen ondelettes de Malvar. Chaque sous bloc est noté Blj avec l indice d'échelle et j le numéro de laprojection. A chaque itération, les blocs se divisent en quatre, chacun des sous blocs ainsi construitsest numéroté dans le sens des aiguilles d'une montre :Blj ) " Bl+14j Bl+14j+1Bl+14j+2 Bl+14j+3 # :Nous notons Sl la partition de f [x; y] avec des carrés de taille N2�l �N2�l telle queSl = �TBl0f; TBl1f; :::; TBljf:::; TBl4l�1f� :Formellement, le calcul de la partition à l'échelle l à partir de l'échelle l� 1 se résume parSl =  Uy2�l � Uy32l � :::Uy2l�1+12l ! � Ux2�l � Ux32l � :::Ux(2l�1+1)2l ! � Sl�1= (l�1)Uy �(l�1) Ux � Sl�1:L'opération inverse s'écrit Sl�1 =(l�1) U�y �(l�1) U�xSl:Si l'on applique l'une des transformées trigonométriques locales dé�nie par l'équation (3.4), selonx et selon y, sur chaque bloc Blj , nous obtenons alors une collection de bases trigonométriques locales2D. Nous illustrons sur la �gure 3.7, l'arbre correspondant à une décomposition en ondelettes deMalvar 2D sur 3 échelles.
Fig. 3.7 � Décomposition en ondelettes de Malvar 2D sur 3 échelles92



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarL'algorithme de recherche de meilleure base 2D suit le même principe que celui dé�ni dans le cas1D, avec pour seule di�érence, que l'on remarque sur la �gure 3.7, que le nombre de �ls pour chaquenoeud n'est plus de 2 mais égal à 4. Lors de la recherche de la meilleure projection, nous comparonsdonc le coût des 4 sous blocs adjacents, formant un bloc dyadique, au coût du carré résultant deleurs unions (le noeud père dans l'arbre binaire).3.3 Une décomposition optimale et non-uniformeLa décomposition en ondelettes de Malvar présentée ci-dessus a le défaut de ne pas être invariantepar translation, c'est-à-dire qu'elle ne véri�e pas l'équation suivantef(t)! f(t� �)() dj;k(t)! dj;k(t� �):De plus, l'arbre binaire associé aux ondelettes de Malvar correspond à une partition dyadiqueuniforme du signal, c'est-à-dire que chaque intervalle véri�e I lj = N h2�lj; 2�l(j + 1)� 1N i. Il nepermet donc pas d'examiner toutes les segmentations possibles avec des intervalles de taille égale à2�lN , pour l variant de 0 à L.Nous présentons dans cette section un nouvel algorithme de décomposition en ondelettes de Mal-var qui ne recherche pas uniquement la meilleure partition du signal dans la collection dyadique.La décomposition que nous proposons n'est pas invariante par translation dans un sens strict, maisinvariante par translation de s2�LN points [15]. I. Cohen et al. ont exposé récemment un algo-rithme permettant de calculer une décomposition en ondelette de Malvar invariante par translationde s2�LN points [28]. Toutefois, cet algorithme n'est pas optimal relativement à la fonction decoût car il sélectionne à chaque échelle la meilleure translation avant le calcul de l'échelle suivante(a�n de limiter la complexité de l'algorithme), et donc n'étudie qu'un certain nombre de transla-tions possibles et donc de partitions. L'algorithme que nous proposons est optimal (sous certainescontraintes) tout en conservant une complexité algorithmique �raisonnable�. Récemment, nous avonspris connaissance d'un algorithme proposé par Xiong [98] dans le cadre d'une décomposition doubletree (nous reviendrons dans le dernier chapitre sur la dé�nition de l'algorithme double tree) quipermet d'obtenir une division de l'axe temporel non-uniforme optimale. La méthodologie est di�é-rente mais la complexité est identique à notre méthode. Toutefois, elle ne propose pas de formalismerécursif. Nous préciserons cette méthode à la �n de ce paragraphe.La dé�nition d'une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme nous oblige à introduireun algorithme de partition permettant d'étudier toutes les divisions possibles d'un axe [0; N � 1],avec des fenêtres de tailles égales à 2�lN avec 0 � l � L, mais sous la contrainte que les intervallesnon adjacents sur l'axe ne fusionnent pas. En utilisant cet algorithme de partition avec des fonctions'k constituant une base de l2 [0; N � 1], nous introduisons un cadre général de décomposition enfonction ' non-uniforme. Cette généralisation sera utilisée dans le chapitre 5 pour dé�nir de nouvellesreprésentations3.3.1 Partition non-uniforme d'un axe [0; N � 1]Contrairement à la décomposition �classique� dyadique, nous commençons à l'échelle L la plus�ne, qui correspond au signal divisé en 2L segments, chacun de taille égale à 2�LN . Notons que93



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3l'algorithme de Cohen utilise cette même initialisation. La partition du signal est alors dé�nie parSL;s=0 = �TIL;s=00 f; TIL;s=01 f; :::; TIL;s=02L�1 f� avec I l;sj = N �2�lj + s; 2�l(j + 1) + s� 1N � :Nous avons introduit un indice supplémentaire s dans les notations de S et I nous permettantde prendre en considération une possible translation. A�n de simpli�er le propos, les coordonnées,comme par exemple 2�lj + s, seront toujours exprimées, dans la suite du paragraphe, par rap-port au référentiel original, et ne prendront pas en compte les changements de référentiel dus auxtranslations.Si nous appliquons l'opérateur de fusion �dyadique� (L�1)U� permettant de calculer l'échelle L�1à partir de l'échelle L, nous obtenons la partition SL�1;0SL�1;0 =(L�1) U�SL;0 = �TIL�1;0j f�0�j<2L�1 ;qui correspond à la partition du signal en 2L�1 intervalles de taille 2�L+1N .Une autre division du signal, avec des intervalles de taille égale à 2�L+1N et 2�LN , est possiblesi le signal est translaté (rotation circulaire) de 2�LN points avant l'opération de fusion. Cettesegmentation est dé�nie parnT[N�N2�L;N�1k0;N2�L�1]fo [ �TIL�1;2�Lj f�j0�j<2L�1�1 :Toutefois, si l'on étudie le terme nT[N�N2�L;N�1k0;N2�L�1]fo, on constate qu'il correspond àl'union de deux intervalles disjoints dans le signal original. A�n d'analyser le signal, nous appli-quons, après fusion, une rotation de �N2�L points permettant de restaurer les positions temporellesoriginales du signal. Cette rotation va nous contraindre à diviser l'ensemblehN �N2�L; N � 1 k 0; N2�L� 1iPour cette raison, nous dé�nissons un nouveau protocole de fusion pour lequel l'union entre lepremier et le deuxième intervalle n'est pas e�ectuée dans le cas d'une partition translatée. Nousnotons cet opérateur U��b, avec bN le point de fusion non traité. En appliquant cette fusion parti-culière sur l'ensemble SL;0 translaté de 2�LN points, nous obtenons la partition SL�1;2�L dé�niepar SL�1;2�L = (L�1)U��2�L [Tr2�L (SL;0)] ;= nTN [1�2�L;1� 1N ]f; TN [0;2�L� 1N ]fo [ �TIL�1;2�Lj f�j=0::2L�1�2 :Dans l'expression précédente, Trs (:) est un opérateur de rotation circulaire de sN points. Nousindiquons sur la �gure 3.8 les deux partitions SL�1;0 et SL�1;2�L ainsi calculées. On constate que lesensembles SL�1;0 et SL�1;2�L correspondent aux noeuds pères 3 permettant de construire la totalitédes partitions constituées de segments de taille égale à 2�LN et 2�L+1N .3. Dans la suite du mémoire, nous utiliserons, par abus de langage, l'expression �l'ensemble S correspond auxnoeuds pères permettant de construire la totalité des partitions ....�. Cela signi�e que les intervalles constituantl'ensemble S sont associés aux noeuds d'un arbre (pas forcément binaire) permettant de construire, comme l'arbredyadique �classique�, une collection de partitions. 94



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
Fig. 3.8 � Fusion de SL;0 selon U� et U��2�LA�n de pouvoir exprimer les partitions Sl;s à toutes les échelles, nous construisons récursivementun ensemble noté Rl;s qui correspond aux intervalles qui n'ont pas fusionné du fait des di�érentestranslations : Rl;0 4= f;gRl;2�l�1 4= TIl+1;00 f [ TIl+1;02l+1�1fet 8><>: Rl;s 4= Rl+1;s [ TIl+1;s0 fRl;s+2�l�1 4= Rl+1;sf [ TIl+1;s2l+1�2f �������s=2�L::2�l�1�2�L si l < L� 1 (3.13)On remarque que card(Rl;s) = N2�l pour 8s 2 h2�L; 2�l�1 � 2�Li. Nous illustrons ces di�érentscas sur la �gure 3.9. A partir de cette �gure, nous apportons quelques précisions à la dé�nition deRl;s :1. Nous sommes dans le cas sans translation (s = 0 et Rl+1;0 = f;g), tous les intervalles présentsà l'échelle l + 1 peuvent alors fusionner lors du calcul de l'échelle l, on en déduit donc queRl;0 = f;g. Sur la �gure, nous voyons que dans ce cas les intervalles a et b fusionnent ainsique c et d. Donc l'ensemble Rl;0 reste vide.2. L'échelle l + 1 correspond à une partition sans translation (s = 0 et Rl+1;0 = f;g) et nousappliquons une translation de 2�l�1N points avant le calcul de l'échelle l, alors la fusion entreI l+1;00 et I l+1;02l+1�1 (le premier et le dernier intervalle de la partition Sl+1;0) est refusée, nous endéduisons que Rl;2�l�1 = TIl+1;00 f [ TIl+1;02l+1�1f . Sur la �gure, nous voyons que l'intervalle d estdéplacé. Donc la fusion entre b et c est e�ectuée, alors que a et d restent inchangés.3. L'échelle l+1 correspond à une partition avec translation, donc Rl+1;s n'est pas vide et est detaille 2�l�1N . Si nous appliquons l'opérateur de fusion a�n de calculer l'échelle l, nous avonsun nombre impair d'intervalles I l+1;sj (précisément 2l+1 � 1). Sur la �gure 3.9, nous voyonsque la fusion entre c et d peut être calculée. Mais, puisque la fusion entre a et e est interdite,95



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3il est évident que cette condition doit se transmettre à travers les échelles. Donc, l'intervalleb ne peut pas fusionner avec (a e). Dans ce cas, l'ensemble Rl;s est égal à l'ensemble Rl+1;s,plus la restriction du signal sur le premier intervalle de l'échelle précédente (intervalle b dansl'exemple). Ceci implique que Rl;s = Rl+1;s [ TIl+1;s0 .4. En�n l'échelle l + 1 correspond à une partition avec translation, et nous appliquons unetranslation de 2�l�1N points avant de calculer l'échelle l. Les deux premiers ensembles de2�l�1N points ne devant pas fusionner sont Rl+1;sf et l'intervalle déplacé TIl+1;s2l+1�2f (sur la�gure, cela correspond à l'intervalle d), donc Rl;s+2�l�1 = Rl+1;sf [ TIl+1;s2l+1�2f .
Fig. 3.9 � Construction récursive des ensembles Rl;s (symbolisés en grisé)De l'équation (3.13), nous pouvons alors dé�nir, à toutes les échelles l, les partitions Sl;s parSl;s = Rl;s [ �TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0]avec �[a] = 1 si a vrai. (3.14)Proposition 6 Les 2L�l ensembles Sl;s, avec s = 0::(2L�l � 1)2�L, dé�nis par l'équation (3.14)correspondent à l'ensemble des noeuds pères permettant de construire toutes les combinaisons pos-sibles de partition non-uniforme disjointe de [0; N � 1] avec des intervalles de taille variant de 2�lNà 2�LN .Une partition non-uniforme disjointe de [0; N � 1] signi�e que si l'on note As l'ensemble desindices fj
 ; l
; g
 correspondant à une des partition non-uniformes construite à partir des noeudsassociés à Sl;s alors S(j;l)2As I l;sj = [0; N � 1], T(j;l)2As I l;sj = ;: La preuve de cette proposition estdonnée en annexe.Comme nous l'avons suggéré précédemment, il est évident que la condition de �non fusion�,dé�nie par l'opérateur U�b, doit se di�user dans l'arbre aux échelles inférieures (quand l décroît).Par exemple, si la fusion entre I l;sj et I l;sj+1 est interdite à l'échelle l; alors la fusion(l�1)U nI l;sj [ I l;sj+1[ I l;sj+2[ I l;sj+3o) I l�1;sj=2 [ I l�1;sj=2+1doit être, elle-aussi, rejetée à l'échelle l� 1. 96



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarRl;s se trouve toujours au début de l'ensemble Sl;s, donc l'interdiction de fusion s'applique soitavec le premier intervalle TIl;s0 f , s'il n'y pas de translation, soit avec le dernier intervalle TIl+1;s2l+1�2f ,si une translation est appliquée. Nous en déduisons la propriété suivante :(l)U��b �Rl;s [ TIl;s0 f� = Rl;s [ TIl;s0 f , ou(l)U��b �TIl+1;s2l+1�2f [Rl;s� = TIl+1;s2l+1�2f [ Rl;s 9>=>; pour 8b: (3.15)De ces di�érentes propriétés et dé�nitions, nous introduisons une seconde proposition qui permetde construire de proche en proche la totalité des partitions non-uniformes du signal.Proposition 7 Soit les 2L�l�1 ensembles Sl+1;s correspondant aux noeuds pères, à l'échelle l + 1,avec s = 0::(2L�l�1�1)2�L, permettant de construire toutes les combinaisons possibles de partitionsnon-uniformes disjointes de [0; N � 1] avec des intervalles de taille variant de 2�l�1N à 2�LN .Si on applique sur chacun des ensembles Sl;s les deux projections suivantes( Sl;s =(l) U�Sl+1;sSl;s+2�l+1 =(l) U��2�l+1 [Tr2�l+1 (Sl+1;s)] �����0�s�2�l�1�2�L (3.16)alors les 2L�l ensembles Sl;s0 sont les noeuds pères permettant de construire toutes les combi-naisons possibles de partitions non-uniformes disjointes de [0; N � 1] avec des intervalles de taillevariant de 2�lN à 2�LN .La preuve de cette proposition est donnée en annexe.Si l'on poursuit l'algorithme proposé dans la relation (3.16) jusqu'à l'échelle 1 (l'échelle 0 cor-respondant au signal original) nous déduisons de la proposition 7 que la totalité des partitionscomprenant des intervalles avec des tailles variant de 2�LN à N est calculée. Nous illustrons sur la�gure 3.10 l'arbre des partitions ainsi construit.
Fig. 3.10 � Arbre correspondant à l'ensemble des partitions du signal en intervalles de taille variantde 2�L à 1Notons que si nous considérons le cas où l'intervalle I l;sj est de polarités opposées à ses deuxextrémités pour 0 � l � L, 0 � s � 2L � 1; et 0 � j � 2l+1 � 1 � �[s>0] alors nous avons unepropriété supplémentaire à la proposition 7 concernant les ensembles Sl;s :Si on note As l'ensemble des indices fj
 ; l
; g
 correspondant à une des partitions non-uniformesconstruites à partir des noeuds associés à Sl;s alors f = �(j;l)2AsT �Il;sj TIl;sj f .97



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Ceci provient du fait que les intervalles I l;sj sont de polarités opposées à leurs deux extrémitéset donc que deux intervalles adjacents dans la partition sont toujours orthogonaux. Cette conditionest respectée si en chaque nouveau point de coupure de l'algorithme, les polarités des repliementssont opposées à droite et à gauche de ce nouveau point. Cette condition est importante car elle nouspermet de dé�nir un fenêtrage orthogonal et un algorithme de reconstruction.3.3.2 Base ' fenêtrée non-uniformeSi on possède une fonction ' telle que f'kgk2Z soit une base de l2 [0; N � 1] (nous ne posons pourl'instant aucune autre contrainte sur ') alors, à partir de l'algorithme de partition non-uniformeprésenté dans le paragraphe précédent, on peut dé�nir un algorithme de décomposition en fonction' fenêtrée non-uniforme.En e�et, si l'on applique la transformée en fonction ' sur chacun des intervalles I l;sj 2 Sl;srésultant de l'équation (3.16), nous obtenons alors une décomposition en fonction ' fenêtrée non-uniforme (les di�érents intervalles ne sont pas dé�nis par Ij = [jlj; (j + 1)lj � 1]). De plus, on peutconstater que cette décomposition est invariante par translation de s2�LN points. En e�et, les 2L�1sous-arbres construits à partir de la relation (3.16) correspondent aux décompositions de toutes lestranslations du signal de s2�LN points ( à l'exception de celles comprenant des intervalles disjoints).Formellement, nous dé�nissons une collection de bases de fonction ' fenêtrée invariante partranslation de s2�LN points et non-uniforme par récurrence selon : l;sj;k [t] 4= �T �Il;sj 'k ht � �2�lj + s�Ni� pour j = 0::2l � 2; l;s2l�1;k [t] 4= 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:  T �Il;s2l�1'k ht� �1� 2�l�Ni! si s = 0�� l+1;s2l+1�1;k [t]�si k<2l+1 ou � l+1;s0;k�2l+1 [t]�si k�2l+1� si 0 < s < 2�l�1�� l+1;00;k [t]�si k<2l+1 ou � l+1;02l+1�1;k�2l+1 [t]�si k�2l+1� si s = 2�l�1�� l+1;s�2�l�12l+1�1;k [t]�si k<2l+1 ou � l+1;s�2�l�12l+1�2;k�2l [t]�si k�2l+1� si s > 2�l�1 : (3.17)Nous faisons deux remarques sur la dé�nition de  l;sj;k :� Puisque f'kgk2Z est une base de l2 [0; N � 1] alors n'k ht � �2�lj + s�Niok2Z est une basede l2I l;sj .� L'indice k varie selon le nombre de coe�cients que l'on calcule lors de la transformation dansla base ' de la fonction f restreinte à l'intervalle I l;sj . Si, lors de cette transformée, il n'y apas de redondance, ni de perte, alors pour un intervalle I l;sj k est tel que 0 � k < 2l. Dansle cas des partitions translatées le dernier intervalle est la réunion de deux sous-intervalles(I l;s2l�1 4= I l+1;s0j0 [ I l+1;s00j00 ) chacun de taille 2l+1. Donc, dans ce cas, l'indice k varie �deux fois�de 0 à 2l+1 � 1 (nous avons bien toujours 2l coe�cients). Ceci explique la notation�� l+1;s2l+1�1;k [t]�si k<2l+1 ou � l+1;s0;k�2l+1 [t]�si k�2l+1�98



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarLes coe�cients dans la décomposition en fonction ' fenêtrée non-uniforme vont alors être calculés,à l'échelle l, par :dl;sj;k = Df [j] ;  l;sj;k [t]E= 2�l(j+1)N+sN�1Xt=N2�lj+Ns �TI l;sj f [t]�'k ht � �2�lj + s�Ni pour j = 0::2l � 2dl;s2l�1;k = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: PN�1t=N(1�2�l)�TIl;02l�1f [t]�'k ht� �1� 2�l�Ni si s = 0��dl+1;s2l+1�1;k�si k<2l+1 ou �dl+1;s0;k�2l+1�si k�2l+1� si 0 < s < 2�l�1��dl+1;00;k �si k<2l+1 ou �dl+1;02l+1�1;k�2l+1�si k�2l+1� si s = 2�l�1��dl+1;s�2�l�12l+1�1;k �si k<2l+1 ou �dl+1;s�2�l�12l+1�2;k�2l+1�si k�2l+1� si s > 2�l�1 :Si l'on pose la condition que ' possède une base adjointe '� sur l2 [0; N � 1] telle quef =Xk hf; 'ki'�kalors on peut dé�nir simplement un algorithme de reconstruction. Les termes TIl;sj f peuvent êtrecalculés à partir des coe�cients dl;sj;k par application de la transformée adjointe avec la fonction'�: Ensuite on calcule les termes T �Il;sj TIl;sj f (correspondant à un déploiement de la fonction autourdes points de coupure) grâce à l'opérateur de repliement adjoint U�. Puisque les intervalles sontcompatibles nous pouvons reconstruire f à partir de la relation suivante : f = �(j;l)2AsT �Il;sj TIl;sj f .En�n, si ('k)0�k�N�1 est une base périodique orthonormée de l2 [0; N � 1] on étend cette baseà Z avec une symétrie autour de �12 et une antisymétrie autour de N � 12 suivant la relation (3.9).Nous dé�nissons alors une nouvelle collection de fonction e l;sj;k en substituant dans l'équation (3.17)la fonction 'k par la fonction e'k. Si TIl;sj est un opérateur de restriction avec des polarités respectantles propriétés de symétrie et antisymétrie de e'k; nous avons le théorème suivant :Théorème 6 La suite e l;sj;k, 0 � k � N2�l � 1, j = 0::2l � 1 est une base orthonormée de l2[0;N�1]Plus généralement, nous avons le théorème suivantThéorème 7 Si � est une partition non-uniforme disjointe de [0; N � 1], alorsn e l;sj;k : I l;sj 2 �; 0 � k � N2�loforme une base de l2[0;N�1]:PreuveLa preuve de ces théorèmes est immédiate si l'on considère que, pour s �xé, la collectionn l;sj;koj=0::2l�1 dé�nie par l'équation (3.17), correspond à l'une des collections de bases construitelors de la décomposition dyadique en fonction ' fenêtrée du signal f translaté de s points. Or,nous savons que la décomposition selon la fonction ' fenêtrée permet de dé�nir une collection debases orthonormées de l2[0;N�1]. Donc si l'on applique cette décomposition sur le signal translaté de99



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3s points, puis que l'on sélectionne la base correspondant à Trs n l;sj;koj=0::2l�1, et que �nalement onapplique une translation inverse de �s points, nous obtenons bien une base orthonormée de l2[0;N�1].Nous avons ainsi dé�ni un cadre général permettant de construire une multitude de bases ortho-normées de l2[0;N�1] qui sont non-uniformes. Nous utiliserons dans le chapitre 5 les principes exposésdans ce paragraphe pour dé�nir des décompositions en paquets d'ondelettes non-uniformes. Maisnous pouvons aussi dé�nir simplement une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme :De la même façon que dans le cas dyadique, puisque la fonction cos h �lgl (k + 12)ti a une extensionnaturelle symétrique autour de �12 et antisymétrique autour de N� 12 alors d'après le théorème pré-cédent nous pouvons construire une base d'ondelettes orthonormée de Malvar qui soit non-uniformeen appliquant la transformée DCT-IV sur chaque intervalle I l;sj . Ces fonctions d'ondelettes sontdé�nies en substituant dans l'équation (3.17) la fonction 'k par cos h �lgl (k + 12)ti. Notons que nouspouvons construire d'autres bases d'ondelettes de Malvar non-uniformes en utilisant une transfor-mée trigonométrique di�érente. La seule condition requise est que la polarité des opérateurs derestriction soit adaptée au type de symétrie de la fonction trigonométrique.3.3.3 Meilleure base et meilleure translationComme pour le cas dyadique uniforme, l'arbre construit à partir de la relation (3.16) correspond àune collection de bases orthogonales (plus importante que pour une décomposition dyadique). Nousdevons sélectionner la base qui est minimale pour une fonction de coût ". Le choix de cette baseva s'e�ectuer grâce à l'algorithme Best-Basis de Coifman et Wickerhauser. Dans un premier temps,nous allons sélectionner la meilleure projection pour chacune des translations. Nous appliquonsalors l'algorithme Best-Basis sur chacun des sous-arbres, et ensuite nous sélectionnons la meilleuretranslation correspondant à l'arbre qui a le coût d'information le plus faible :Soit Bl;sj la base au noeud d'indice (l; j; s) de la dcomposition et correspondant l'intervalleI lj ; soit Al;sj la base choisie ce mme noeud et El;sj le cot associ.Aprs une initialisation parAL;sj = BL;sj et EL;sj = "(BL;sj ), Pour s variant de 0 à 12 � 2�L par pas de 2�L, pour j = 0::2l � 1;on applique rcursivement le processus suivant :Pour s variant de 0 12 � 2�L par pas de 2�LPour l variant de L 1Pour j variant de 0 2l � 1Si El;s2j +El;s2j+1 > "(Bl�1;sj ) alors Al�1;sj = Bl�1;sj et El�1;sj = "(Bl�1;sj )sinon Al�1;sj = Al;s2j [Al;s2j+1 et El�1;sj = El;s2j + El;s2j+1SoitA� la meilleurebase sur toutes les translations: A� = �A0;s�0 tel que "(A0;s�0 ) = min0�s<N2 n"(A0;s0 )o�Toutefois de nombreuses modi�cations sont à apporter à l'algorithme de recherche de meilleurebase a�n de prendre en considération toutes les conditions et propriétés exposées précédemment.Notons, tout d'abord, que les noeuds pères présents à une échelle l ont un certain nombre de �lscommuns (le nombre de noeuds est divisé par 2 lorsque l! l+ 1). Alors, a�n de limiter le nombre100



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvarde tests et d'évaluations de coût, e�ectués lors de la recherche des meilleures projections, nousmodi�ons l'algorithme Best-Basis. A l'échelle l, seuls les noeuds éléments des translations comprisesdans l'intervalle h0; (2L�l � 1)2�Li vont être traités. En e�et, tous les noeuds pères de l'échellel � 1 et faisant partie des translations supérieures à 2L�l2�L vont avoir des �ls identiques à ceuxéléments des translations h0; (2L�l � 1)2�Li. Ceci est une conséquence de la relation Sl;s+2�l�1 =(l)U��2�l�1 [Tr2�l�1 (Sl+1;s)].Nous devons aussi modi�er l'algorithme Best-Basis a�n d'interdire la fusion entre le premier etle second intervalle dyadique dans le cas des signaux translatés. Nous introduisons de la contraintede �non fusion� des deux intervalles dyadiques (opérateur U��b) un marqueur M l;sj indiquant si unefusion peut intervenir sur le j�eme noeud à l'échelle l de la décomposition du signal translaté de spoints. On en déduit que : ( M l;sj = 1 si s � 2�l�1 et j = 0; 1M l;sj = 0, sinon : (3.18)Nous avons vu que cette condition de �non fusion� doit se di�user dans l'arbre aux échellesinférieures. Nous en déduisons alors la condition suivante sur l'arbre :M l;sj = 1 si M l+1;s2j +M l+1;s2j+1 > 0: (3.19)A partir des équations (3.18) et (3.19), nous déduisons alors l'algorithme Best-basis modi�épermettant de sélectionner, pour chacune des translations, la meilleure projection, tout en respectantla structure temporelle du signal, et qui soit de complexité la plus faible possible :De l variant de L� 1 1,de s variant de 0 (2L�l�1 � 1)2�L par pas de 2�L,de j variant de 0 2l � 1;si �M l+1;s2j +M l+1;s2j+1 > 1� alors 8>><>>: M l;sj = 1Al;sj = Al+1;s2j [Al+1;s2j+1El;sj = El+1;s2j +El+1;s2j+1sinon si �El+1;s2j + El+1;s2j+1 > "(Bl;sj )� alors ( Al;sj = Bl;sjEl;sj = "(Bl;sj )sinon ( Als;i = Al+1;s2j [Al+1;s2j+1El;sj = El+1;s2j +El+1;s2j+1De s variant de 2L�l�12�L (2L�l � 1)2�L par pas de 2�Lde j variant de 0 2l � 1;si j = 0; 1 alors 8>><>>: M l;sj = 1Al;sj = Tr2�l�1 hAl+1;s�2�l�10 �Al+1;s�2�l�12l+1�1 iEl;sj = El+1;s�2�l�10 +El+1;s�2�l�12l+1�1 ,sinon si �El+1;s�2�l�12j+1 + El+1;s�2�l�12j+2 > "(Bl;sj )� alors ( Al;sj = Bl;sjEl;sj = "(Bl;sj )sinon 8<: Al;sj = Tr2�l�1 hAl+1;s�2�l�12j+1 � Al+1;s�2�l�12j+2 iEl;sj = El+1;s�2�l�12j+1 + El+1;s�2�l�12j+2101



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Après l'application de l'algorithme de recherche de meilleure base ainsi dé�nie, nous sélectionnonsla meilleure translation A� correspondant à l'arbre qui a le coût d'information le plus faible :A� =  A0;s�0 tel que "(A0;s�0 ) = min0�s<N2 n"(A0;s0 )o!La projection sélectionnée est alors non uniforme et minimale 4 pour une fonction de coût ".3.3.4 Complexité et extension 2DLa complexité algorithmique est l'un des problèmes majeurs lorsque l'on construit des décom-positions invariantes par translation. En e�et, l'invariance nous oblige, en général, à calculer uncertain nombre de combinaisons qui peuvent vite faire �exploser� l'algorithme. Nous allons étudierle cas de la décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme, mais un raisonnement analoguepeut être e�ectué pour toutes bases ' fenêtrées non-uniformes.L'algorithme classique de décomposition en ondelettes de Malvar va requérir, pour le calcul del'échelle l, 2l�1 applications de l'opérateur U , et 2l transformées trigonométriques locales, chacunesur un intervalle de N2l points (si N est la longueur du signal traité). La réalisation numériquede l'opérateur U est d'une complexité négligeable. Seules les transformées trigonométriques sontprises en compte dans le calcul de la complexité de l'algorithme. Le calcul d'une échelle a doncune complexité égale à �(2l �N2l log2 N2l �, que l'on approxime généralement par �(N log2N). Unedécomposition en ondelettes de Malvar sur L échelles a donc une complexité véri�ant�Malvar = �(LN log2N):Maintenant, si l'on désire calculer une transformée en ondelettes de Malvar sur L échelles quiétudie toutes les partitions possibles sans aucune restriction (ni astuce) et qui soit minimale, nousdevons tout d'abord décomposer le signal original, puis décomposer son translaté de N2L points, etc,jusqu'à décomposer son translaté de N � N2L points. 2L décompositions sont calculées, entraînantalors une complexité �inva telle que �inva = �(2LLN log2N):Cette complexité va croître d'une façon alarmante lorsque N et L augmentent, ce qui éliminecette méthode. La solution proposée par Cohen est invariante par translation, et sélectionne à chaqueéchelle la meilleure translation. En utilisant un algorithme qui débute par l'échelle L, comme il lepropose, cela permet de ne multiplier que par 2 la complexité par rapport à l'algorithme classique�cohen = �(2LN log2N):Toutefois, comme nous l'avons dit, cet algorithme peut ne pas être pleinement satisfaisant car iln'est pas optimal et n'étudie pas l'ensemble des segmentations possibles.L'algorithme que nous proposons permet d'étudier toutes les combinaisons de partitions. D'aprèsla proposition (6), chaque échelle l est constituée de 2L�l ensembles. Si, dans un premier temps,on ne se limite pas aux partitions respectant la structure temporelle du signal, le calcul de chaque4. Elle est minimale pour l'ensemble des partitions qui respecte la structure temporelle du signal102



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvaréchelle requiert 2L�lN log2N opérations. Nous avons donc une complexité �MNU1 (MNU pourMalvar Non Uniforme) dé�nie par :�MNU1 = � LXl=1 2L�lN log2N +N log2N! :La version �nale de notre algorithme ne prend en compte que les intervalles qui sont adjacentsdans le signal. Donc, à chaque échelle, un certain nombre d'intervalles, symbolisés par Rl;s, ne sontplus modi�és et peuvent être retirés des ensembles Sl;s. Or nous avons vu que card(Rl;s) = N2l pour8s 2 h N2L ; N2l � N2L i. Le calcul de chaque échelle requiert donc N log2N opérations pour Sl;0 plus(2L�l�1)(N� N2l ) log2(N� N2l ) opérations pour les 2L�l�1 ensembles Sl;s, avec s > 0. La complexitétotale de notre algorithme est alors égale à�MNU2 = � LXl=1�(2L�l � 1)(N � N2l ) log2(N � N2l )�+ LN log2N! :Nous pouvons voir que le fait de se limiter aux partitions respectant la structure temporelle dusignal réduit d'une façon signi�cative la complexité algorithmique. Nous illustrons ces di�érentescomplexités sur la �gure 3.11.
Fig. 3.11 � Evolution en fonction du nombre d'échelles de la complexité des di�érents algorithmesavec un signal de 2048 points : �Malvar Complexité de la décomposition en ondelettes de Malvar,�inva Complexité de la décomposition en ondelettes de Malvar invariante par translation calculée pardécompositions successives du signal translaté, �MNU1 Complexité de la décomposition en ondelettesde Malvar non uniforme calculée à partir de la dernière échelle sans contrainte, �MNU2 Complexitéde la décomposition en ondelettes de Malvar non uniforme avec la contrainte de non fusion sur lesintervalles non adjacentsOn constate sur cette �gure que le calcul d'une décomposition en ondelettes de Malvar nonuniforme sans restriction temporelle sur les intervalles (�MNU1) présente une complexité qui évo-lue d'une façon sensiblement identique à celle de l'algorithme basé sur le calcul de la totalité destranslations (�inva). Alors que si l'on se limite à l'étude des partitions respectant la structure du si-gnal original, l'accroissement de la complexité est beaucoup plus �raisonnable�, permettant d'utiliserl'algorithme sur des grands signaux. 103



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Comme nous l'avons indiqué, Xiong [98] a proposé récemment un algorithme permettant d'ef-fectuer une segmentation �exible de l'axe temporel. La méthodologie est di�érente et est basée surla programmation dynamique. Nous illustrons le principe de cet algorithme sur la �gure 3.12.
Fig. 3.12 � Principe de l'algorithme de segmentation �exible de XiongL'algorithme débute en se focalisant sur les deux premiers petits intervalles de h0; N2�L+1 � 1idu signal. Il y a deux segmentations possibles dans ce cas, et celle qui présente le coût le plus faible estchoisie. Ensuite l'algorithme étudie les trois premiers petits intervalles de h0; N2�L+1 +N2�L � 1i :En utilisant le gagnant de la première comparaison, cet algorithme basé sur la programmationdynamique n'a besoin de faire que trois comparaisons pour trouver les meilleurs intervalles surh0; N2�L+1 +N2�L � 1i. Et l'algorithme se poursuit ainsi jusqu'à avoir étudié la totalité du signal.On constate que le nombre de coupures à calculer, ainsi que le nombre de transformations à e�ectuersont identiques à notre algorithme : c'est-à-dire qu'un intervalle n'est jamais calculé deux fois ouplus. Donc la complexité algorithmique est identique pour la méthode de Xiong et la nôtre. Unepremière di�érence pourrait apparaître si l'on mesure le coût de stockage. En e�et, dans l'algorithmede Xiong, la comparaison ��ls-père� est e�ectuée au fur et à mesure de la décomposition, ce quiévite de conserver en mémoire toutes les segmentations. Mais, puisque notre méthode débute àl'échelle la plus �ne, on peut aussi appliquer simultanément la division et l'algorithme de recherchede meilleure base modi�é, ce qui nous permet ainsi d'avoir un coût de stockage identique. La seuledi�érence entre ces deux algorithmes est dans leur dé�nition. Cette di�érence de conception aplusieurs conséquences, dont les deux principales sont :� Nous présentons notre méthode non-uniforme avec des coûts additifs , mais puisque la totalitédes arbres est construite, on peut envisager d'autres coûts plus adaptés. L'algorithme de Xiongnécessite forcément un coût additif.� Notre méthode permet une formalisation générale récursive. Ceci se traduit notamment parun �coût de programmation� très réduit. Ce n'est pas le cas avec l'algorithme de Xiong.L'adaptation des algorithmes non-uniformes à la dimension 2 est di�cile car la complexité va�exploser� . En e�et le nombre de combinaisons va vite devenir incontrôlable lorsque le nombred'échelles augmente. Nous avons représenté sur la �gure 3.13 toutes les translations qu'il faudraite�ectuer pour calculer l'échelle 2 à partir de l'échelle 3, en considérant que L = 3. On constateque même ce premier calcul, qui dans le cas 1D présente une complexité de 2N log2N , entraîne unnombre de combinaisons très et trop important. Donc, lorsque L augmente l'algorithme ne peut plusêtre utilisé dans des temps raisonnables, même en n'étudiant que les partitions qui respectent lastructure spatiale de l'image d'origine. Pour ces raisons, nous n'avons pas généralisé l'algorithme auxdimensions supérieures à un. Cependant, une généralisation à la dimension 2 des décompositions104



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvarnon-uniformes est possible si on relâche la contrainte de recherche de base minimale absolue, enne cherchant plus qu'une base qui correspond à un minimum local de la fonction de coût. Nousreviendrons sur cette solution dans le dernier chapitre consacré aux décompositions non-uniformes.
Fig. 3.13 � Translations à calculer pour exprimer l'échelle 2 à partir de l'échelle 3 dans une décom-position 2D en ondelettes de Malvar non uniforme3.3.5 Exemples et discussionA�n d'illustrer les avantages de l'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar nonuniforme, nous prenons comme premier exemple un signal qui met en échec l'algorithme classiquede décomposition. Ce signal est constitué de 3 atomes gaussiens temps-fréquence (TF) tel queS(t) = 8>>><>>>: A [t] si t 2 h0; N3 � 1iB [t] si t 2 hN3 ; 2N3 � 1iC [t] si t 2 h2N3 ; N � 1i avec A;B;C 3 atomes gaussiens TF.Si l'on décompose ce signal avec l'algorithme dyadique, puis que l'on recherche la meilleure baseavec un coût entropique, la partition sélectionnée est le signal dans sa totalité car les points derupture délimitant les intervalles ne sont jamais étudiés avec l'algorithme dyadique. La décomposi-tion non-uniforme proposée étudie des intervalles approchant mieux la structure du signal, et unepartition plus adaptée est sélectionnée lors de la recherche de la meilleure base. Nous indiquonssur la �gure 3.14a le signal original ainsi que sa représentation temps-fréquence théorique. La seg-mentation sélectionnée par l'algorithme non-uniforme est présentée sur la �gure 3.14b. On constateque les 3 atomes sont détectés et mis en évidence. Nous pouvons alors, par exemple, calculer unereprésentation temps-fréquence qui est presque optimale (�gure 3.14b).Nous construisons un second exemple à partir de six atomes TF d'enveloppe et de fréquencevariables. Ce signal se rapproche des données que l'on peut trouver en traitement de la parole. Nousappellerons ce signal de test �coif2�. La position des points de coupure est aléatoire. Nous indiquonssur la �gure 3.15a le signal original ainsi que sa représentation TF théorique (nous avions déjàintroduit ce signal dans le premier chapitre). Nous appliquons l'algorithme dyadique et l'algorithmenon-uniforme avec une fonction de coût entropique. La base sélectionnée par l'algorithme dyadiquecorrespond à une segmentation peu précise sur certains atomes (�gure 3.15b). Ceci est dû à laposition des deux derniers points de coupure (600 et 890) qui sont éloignés de positions dyadiqueset s'illustre parfaitement sur la représentation TF associée. Par exemple, une fenêtre est à la foissur les 4�eme et 5�emeéléments ce qui entraîne dans la représentation TF la présence de fréquences105



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
(a) (b)Fig. 3.14 � 3 atomes gaussien : (a) Le signal original et sa représentation temps-fréquence théorique(b) Au dessus, le signal segmenté par notre algorithme au dessous, la représentation temps-fréquencecalculée à partir du signal segmentéaux mêmes instants temporels, ce qui n'est pas le cas dans le signal. De plus, les découpages en denombreuses fenêtres des 4�eme et 5�emeéléments (400-800) dégradent la résolution fréquentielle.La base sélectionnée par l'algorithme non-uniforme présente une segmentation plus proche dela composition du signal (�gure 3.15c). Il en résulte une représentation TF presque optimale pourla résolution en temps et en fréquence. On remarque une segmentation intempestive du premiercomposant, due à la faible énergie de l'atome. Ceci dégrade quelque peu, pour cette zone, la résolu-tion fréquentielle de la représentation TF. De plus, la fenêtre correspondant à l'intervalle [400; 600]empiète sur le composant précédent ce qui fait apparaître une ligne de faible énergie à la fréquence0.3 sur l'intervalle [400; 600]. Toutefois, les composants principaux sont beaucoup mieux séparés etdonc analysés : la résolution fréquentielle est nettement supérieure à la décomposition dyadique. Onpeut conclure alors sur la supériorité de l'algorithme non-uniforme.Cet algorithme est conçu pour minimiser une fonction de coût. Nous présentons dans le tableau3.1 le coût entropique de la meilleure base sélectionnée par l'algorithme non-uniforme ainsi que lecoût de la décomposition classique de di�érents signaux audio (ces signaux sont fournis avec latoolbox wavelab [90]). On constate que dans chaque cas la décomposition non-uniforme obtient uncoût inférieur à la décomposition classique. Ceci peut être important dans un cadre de compression.signal cout dyadique cout non uniforme"greasy" -14892540693 -15032644050"Nation wide" -8494175 -8525861"caruso" -11830980 -11889826chant d'oiseau -1466397729838 -1466497485390Tab. 3.1 � Coût des meilleures bases de réprésentation sélectionnées par la décomposition dyadiqueet non uniforme pour des signaux audiosNous avons proposé un algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar non uniforme, quipermet d'étudier toutes les partitions possibles d'un signal avec des tailles de fenêtres minimales106



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
(a) (b) (c)Fig. 3.15 � Signal de test coif2 formé à partir de di�érents atomes temps-fréquence : (a) le signaloriginal et la représentation théorique TF, (b) le signal segmenté par l'algorithme dyadique et lareprésentation TF associée, (c) le signal segmenté par l'algorithme non uniforme et la représentationTF associée�xées. Plus généralement, la méthode proposée permet de dé�nir une procédure calculant les par-titions non uniformes d'un axe. Nous utiliserons les principes exposés ci-dessus dans le cadre de ladécomposition en ondelettes de Meyer.

Fig. 3.16 � Le signal �greasy� segmenté par l'algorithme non-uniforme et la représentation TFassociéeNéanmoins, nous ne nous sommes intéressés qu'à un seul aspect du problème : l'algorithme dedécomposition. Mais lorsque l'on calcule cette décomposition non-uniforme avec un coût entropiquesur des signaux réels, nous sommes en général confrontés à des phénomènes de sur-segmentation.En e�et, la mesure entropique va être très sensible aux faibles variations du signal et si le signalest bruité (même légèrement) le phénomène est ampli�é. La décomposition du signal audio �greasy�prononcé par une femme (ce signal est fourni avec la Toolbox Wavelab de Standford) (�gure 3.16)illustre ce phénomène : la meilleure base sélectionnée correspond à un découpage très et trop �n dusignal, alors que nous voudrions obtenir une partition mettant en évidence les zones principales de107



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3stationnarité.Il faut donc nous pencher maintenant sur le second aspect qui est la recherche de la meilleurebase, ou plus précisément la dé�nition de la fonction de coût ". Nous avons utilisé dans les exemplesprécédents le critère entropique. D'autresmesures sont proposées dans la littérature,mais avec toutesun point commun : elles étudient individuellement chaque intervalle en mesurant la concentrationde l'énergie ou la dispersion des coe�cients. Il nous a semblé intéressant, pour un algorithme derecherche de partition optimale, d'essayer de mesurer plutôt le degré de ressemblance entre deuxintervalles adjacents pour décider si l'on conserve ou non la coupure entre ces deux intervalles. Cecifait l'objet de la section suivante.3.4 Recherche de partitions stationnaires par une mesure de dis-tance spectraleAdak a proposé récemment dans un rapport de l'université de Standford [1] un algorithme quisélectionne les partitions en fonction des changements dans le spectre. Nous proposons d'utiliserun principe similaire mais avec une estimation plus robuste du spectre, ainsi qu'un post-traitementrecombinant les intervalles, permettant ainsi de dé�nir une partition non uniforme [16]. Dans unpremier temps, nous devons construire une collection de partitions du signal avec un algorithmede complexité limitée. Pour cela, nous utilisons la méthode de division récursive proposée dans lecadre de la décomposition en ondelettes de Malvar et présentée précédemment. Après l'applicationde l'algorithme de partition, nous avons à chaque échelle l, un ensemble Sl = �TIljf�j=0::2l�1. Nousallons construire un arbre binaire des distances spectrales, permettant de mettre en évidence leschangements dans le spectre.3.4.1 Arbre binaire des distances spectrales3.4.1.1 Estimation du spectreA�n de détecter les changements dans le spectre du processus, nous devons estimer, au préalable,le spectre sur chacun des intervalles I lj . Notons que les distances spectrales sont toujours évaluéesentre les deux moitiés d'un bloc dyadique, c'est-à-dire, que pour chaque échelle l, nous calculons lesdi�érences spectrales entre les intervalles I l2j et I l2j+1. En conséquence, les deux intervalles comparésont le même nombre de points. L'estimation du spectre peut donc s'e�ectuer sans concaténation dezéros, qui introduit des oscillations parasites dans le spectre estimé.De plus, a�n de limiter les e�ets de bords, dus à la fenêtre carrée de partition, nous divisonsle signal à l'aide de fenêtres dont la transformée de Fourier a de faibles lobes secondaires. Denombreuses fenêtres régulières sont introduites dans la décomposition en ondelettes de Malvar (cesfenêtres permettent, de plus, d'obtenir une décomposition orthogonale). Le fenêtrage du signal avecdes fenêtres régulières est calculé grâce à l'opérateur TIlj dé�ni par l'équation (3.7).Le spectre local FIlj peut être estimé sur chaque intervalle I lj par le module au carré de latransformée de Fourier FIlj [�] = ������� 1N=2l Xt2Ilj TIljfe� i2��(t�aj)N=2l �������2108



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarToutefois, cette estimation n'est pas robuste car le spectre est dégradé par des oscillations pa-rasites dues à la variance du périodogramme. Nous proposons alors d'appliquer le post-traitementproposé par Moulin pour l'estimation d'un spectre de puissance de processus aléatoire stationnaire[75]. Moulin utilise le principe du seuillage de la transformée en ondelettes (étudié par Donoho[36]) pour lisser le log-périodogramme. En e�et, les oscillations parasites présentes dans le périodo-gramme peuvent être approximées par un processus gaussien lorsque l'on applique une transforméelogarithmique. Nous retrouvons le cas classique de mesures corrompues par un bruit blanc gaussienadditif tel que nous l'avons étudié dans le premier chapitre. La décomposition en ondelettes avec,par exemple, des ondelettes de Daubechies, constitue une méthode très e�cace pour réduire cesoscillations [36]. Après un calcul des coe�cients d'ondelettes du log-périodogramme, un seuillageest appliqué puis le spectre lissé est obtenu par transformée inverse en ondelettes. Formellement, lelissage du spectre de puissance proposé par Moulin est dé�ni par :log FIlj [�] = �!W�1 �K� � �!W 0B@log0B@������ 1N=2l Pt2Ilj TIljfe� i2��(t�aj)N=2l ������21CA1CAavec �!W la transformée en ondelettes discrète, �!W�1 la transformée inverse et K� une fonction de seuillageLa di�culté est de dé�nir la fonction de seuillage K�, ou plus précisément le seuil �. On trouvedi�érentes propositions de seuils dans la littérature. Par exemple, Moulin [75] considère que l'ap-proximation �bruit blanc gaussien� su�t et donc utilise l'estimation du seuil proposé par Donohoque nous avons présenté au premier chapitre (équation 1.15). En revanche, Gao [46] propose un seuildépendant de l'échelle. Après des expérimentations numériques, l'approche consistant à utiliser unesimple estimation du seuil, telle que l'a dé�nie Donoho, nous a semblé plus robuste.Nous proposons d'étendre cette méthode de lissage du log-périodogramme en utilisant une trans-formée en ondelettes non-décimée. Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, cette transfor-mée redondante possède de meilleures qualités de reconstruction pour des problèmes de débruitage.Le seuillage d'une décomposition orthogonale décimée fait apparaître de nombreuses oscillationsparasites appelées par Coifman et al. �phénomène pseudo-gibbs�. La redondance d'information pré-sente dans une décomposition non décimée fait disparaître ce phénomène. Finalement, l'estimationdu log-périodogramme local, que nous proposons, est telle que :logFIlj [�] = �!W�1u �K� � �!Wu0B@log0B@������ 1N=2l Pt2Ilj TIljfe� i2��(t�aj)N=2l ������21CA1CAavec �!Wu la transformée en ondelettes discrète non décimée (3.20)Notons que nous pouvons utiliser une transformée trigonométrique à la place de la transforméede Fourier, plus adaptée aux signaux fenêtrés [73].Bien que nous utilisons une décomposition non-décimée, nous avons choisi d'utiliser un seuillage�soft� [36] dont nous rappelons la dé�nitionK�(x) = sgn(x) (jxj � �)+ avec �+ = sup(�; 0):En e�et, le log-périodogramme présente des pics très importants, et le seuillage �hard� fait ap-paraître des discontinuités malgré la redondance d'information. Le niveau de bruit et le seuil sont109



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3estimés tels que nous l'avons proposé dans notre algorithme uwt_mean dans le premier chapitre :�l = �q2 log2(N=2l) avec � =MAD(w1)=0:6745Nous illustrons sur la �gure 3.17 le lissage d'un log-périodogramme d'un signal autorégressif(AR) dé�ni par :�1� 0:8e�i�0:6z�1� �1� 0:9e�i�0:3z�1�Yt = bt avec bt i:i:d�! N(0; 1)
(a) (b) (c)Fig. 3.17 � Log-périodogramme d'un AR : (a) théorique (b) Estimé par la méthode du périodogramme(c) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettes non-déciméeNous pouvons voir sur la �gure 3.17 que le débruitage par décomposition en ondelettes non-décimée permet de lisser le log-périodogramme tout en conservant les informations principales.Nous avons aussi conçu une estimation du spectre à partir de la théorie des paquets d'ondelettes.Mais n'étant pas encore complètement �nalisée, cette méthode n'a pas permis d'obtenir des résultatssatisfaisants en terme de qualité de spectre estimé, nous ne développerons donc pas cette approchedans ce mémoire.3.4.1.2 Calcul de l'arbre des distancesLe calcul de l'arbre binaire des distances spectrales requiert une mesure de la distance entreles spectres estimés des intervalles adjacents. On peut trouver dans la littérature de nombreusesmesures de distance spectrale, notamment dans [7]. Après plusieurs expérimentations, nous avonschoisi deux distances spectrales qui nous ont semblé robustes et simples. La distance en norme Lqdé�nie par : D �FIl2j ; FIl2j+1� = 


logFIl2j � log FIl2j+1


qet la distance symétrisée de Kullback (modi�ée pour n'avoir que des valeurs positives) dé�niepar : D �FIl2j ; FIl2j+1� = 12�l 2�l�1X�=0 0@ FIl2j (�)FIl2j+1 (�) + FIl2j+1(�)FIl2j (�) 1ADe plus, nous pouvons utiliser les versions optimisées pour le gain dé�nies par :D� �FIl2j ; FIl2j+1� = min�>0 D �FIl2j ; �FIl2j+1�110



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarLes versions optimisées pour le gain permettent d'avoir une mesure qui n'est pas sensible à unelégère modi�cation d'enveloppe mais �uniquement� à une modi�cation des fréquences présentes dansle signal.Pour construire l'arbre des distances spectrales, nous calculons la di�érence spectrale entre lesdeux moitiés d'un bloc dyadique. Puis chacune des mesures de distances va être stockée dans lesnoeuds d'un arbre binaire. L'arbre de distance est binaire car nous utilisons la décomposition dya-dique, chaque distance aura donc deux distances ��ls�.Si Dlj correspond au coût du noeud d'indice (j; l) ; il est alors dé�ni par :Dlj = D�FIl+12j ; FIl+12j+1�Nous représentons sur la �gure 3.18 l'arbre binaire des distances spectrales construit à partird'une partition récursive sur 3 échelles.
Fig. 3.18 � Arbre des distances spectrales pour 3 échelles de décomposition3.4.2 Choix de la meilleure partition3.4.2.1 Algorithme d'élagageAprès le calcul de l'arbre des distances spectrales, nous utilisons un algorithme d'élagage a�n defusionner les segments dyadiques pour lesquels le spectre est similaire. A�n de dé�nir la partitionqui est optimale, nous recherchons, comme Adak [1], la base qui minimise la somme des distancesspectrales dé�nie par : C =PD (Fg ; Fd)avec Fg le spectre local gauche d'un intervalle dyadique divisé et Fd le spectre local droit(3.21)A partir de la dé�nition précédente, nous recherchons les intervalles qui ont une distance �intra-intervalle� 5 minimale. Si cette distance �intra-intervalle� est minimale, on peut considérer que lesignal est stationnaire sur l'intervalle. La minimisation du coût dé�ni par l'équation (3.21) permetde sélectionner la partition qui correspond aux zones de stationnarité du signal.On peut constater que cette fonction de coût n'est pas additive car elle ne véri�e pas la condition"(fxkg) =Pk "(xk). Toutefois, si nous utilisons un algorithme similaire à celui proposé par Coifmanet Wickerhauser pour extraire la base optimale, dé�ni de la façon suivante :5. Nous appelons distance �intra-intervalle� la distance mesurée entre la partie droite et la partie gauche de l'in-tervalle étudié 111



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Soit Alj un booleen indiquant si la coupure correspondant au noeud d'indice (j; l) est slec-tionne; soit Elj le cot associ, alors on applique rcursivement le processus suivant :Pour l variant de L� 2 0;Pour j variant de 0 2l � 1;SiDlj > �El+12j + El+12j+1� alors la partition entre I l+12j et I l+12j+1 est accepte donc8<: Alj = 1Elj = �El+12j +El+12j+1�sinon nous rejetons la partition donc ( Alj = 0Elj = DljNous pouvons facilement montrer que cet algorithme permet d'obtenir la partition minimale ausens du coût dé�ni dans l'équation (3.21) bien qu'il ne soit pas additif [1] [32]. Après application decet algorithme d'élagage, nous obtenons la segmentation la mieux adaptée au signal (sous l'hypothèseque le signal est �quasiment� stationnaire sur chaque intervalle de l'échelle la plus �ne). Nous devonsensuite appliquer un algorithme éliminant les points de coupure n'ayant pas de père sélectionné :Pour l variant de 0 L� 1Pour j variant de 0 2l � 1Si Alj = 0 alors Al+12j = 0 et Al+12j+1 = 0Cependant, il faut s'interroger sur les problèmes de sur-segmentation, c'est-à-dire une sélectionde fenêtres trop petites par rapport aux zones de stationnarité du signal. En e�et, si le signal eststationnaire sur l'intervalle [0; N � 1], nous ne savons pas quelle peut être l'évolution du coût entrela distance spectrale estimée sur �h0; N2 � 1i, hN2 ; N � 1i� et ses deux distances ��ls� estiméessur �h0; N4 � 1i, hN4 ; N2 � 1i� et �hN2 ; 3N4 � 1i, h3N4 ; N � 1i�. Ces trois distances devraient êtrethéoriquement nulles, mais nous sommes dans le cadre d'une estimation numérique, donc les dis-tances vont être proches de 0 sans l'égaliser du fait des erreurs d'estimation.Nous avons constaté concrètement que notre algorithme ne sélectionne pas des segments troppetits, car le biais du spectre estimé augmente quand la taille de l'intervalle décroît. Si, à l'échellel; l'intervalle I lj correspond à une zone stationnaire, alors les distances, du fait de l'accroissementdu biais, véri�ent : Dlj < hDl+12j +Dl+12j+1i < hDl+24j +Dl+24j+1 +Dl+24j+2 +Dl+24j+3i :::Le point de coupure divisant l'intervalle I lj est donc rejeté. Nous illustrons sur la �gure 3.19l'accroissement de la distance spectrale pour un signal stationnaire lorsque la taille des intervallesdécroît.3.4.2.2 Cas symétriqueUn cas particulier va mettre en échec l'algorithme de recherche de meilleure partition proposé :le cas �symétrique�. Lorsque le signal a un comportement symétrique par rapport à un point decoupure, alors la division en ce point n'est jamais sélectionnée par l'algorithme de recherche demeilleure base, même si le signal n'est pas stationnaire sur les parties droite et gauche de l'intervalle.112



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
Fig. 3.19 � In�uence de la taille des intervalles sur la distance spectraleEn e�et, dans ce cas, les deux spectres estimés autour de ce point de symétrie sont identiques et ladistance est presque nulle. Nous illustrons notre propos par un exemple simple.Nous considérons le modèle AR dé�ni par :A [z]Yt = bt, pour t 2 h0; N4 � 1i[ h3N4 ; N � 1iB [z]Yt = bt, pour t 2 hN4 ; 3N4 � 1iCe signal est représenté sur la �gure 3.20, ainsi que l'arbre des distances associé pour 3 échellesde décompositions.

Fig. 3.20 � Exemple de signal AR symétrique par rapport à N2 et arbre des distances associé (Dis-tance RMS). Nous indiquons en grisé les noeuds sélectionnésSi nous analysons cet arbre des distances, nous notons que :� La distanceD00 est faible alors que le signal n'est pas stationnaire sur I00 , mais il est symétriquepar rapport au point N2 .� Les distances �D1j�j=0;1 sont grandes car le signal n'est pas stationnaire sur �I1j �j=0;1.� Les distances �D2j�j=0;1;2;3 sont faibles car le signal est stationnaire sur �I2j �j=0;1;2;3, mais lasomme P3j=0D2j est supérieure à D00 à cause de l'accroissement du biais.� Les distances �D3j�j=0::8 sont faibles car le signal est stationnaire sur �I3j �j=0::8, mais leurssommes deux à deux sont supérieures à �D2j�j=0;1;2;3 à cause du biais.113



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3Donc si l'on applique l'algorithme de recherche de meilleure base :1. D2j < �D32j +D32j+1� pour tout j, donc tous les points de partition à l'échelle 2 sont rejetéset E2j = D2j ,2. D1j > �E22j +E22j+1� pour tout j, donc tous les points de partition à l'échelle 1 sont sélection-nés et E1j = �E22j +E22j+1�,3. Comme le nombre de points de I10 est supérieur à �I3j �j=1;2;3;4 alors D00 < �E10 + E11� =P3j=0D2j et donc l'algorithme rejette la partition au point N2 .Après élimination des points de coupure qui n'ont pas de père, l'algorithme de recherche demeilleure base va donc sélectionner l'intervalle [0; N � 1] comme meilleure partition, pourtant lesignal n'est pas stationnaire sur cet intervalle.A�n de pouvoir tenir compte de ce cas particulier, nous devons étudier précisément l'évolutiondes mesures de distances selon trois cas de �gures : le signal est stationnaire, non stationnaire ousymétrique.Si l'on étudie l'arbre présenté sur la �gure 3.20, on remarque que l'augmentation des distancesspectrales est faible quand elle est due au biais (augmentation d'environ 10%), alors qu'elle est trèsimportante dans le cas �symétrique� (augmentation d'environ 1000%). Ceci se généralise à toutesles expérimentations numériques que nous avons menées. Donc, pour traiter le cas �symétrique�,nous allons étudier l'accroissement des distances spectrales entre deux échelles successives.Si Dlj > �Dl+12j +Dl+12j+1� alors nous déduisons que le signal n'est pas stationnaire sur I lj , sinonil existe deux possibilités :� L'accroissement Dlj ) �Dl+12j +Dl+12j+1� n'est pas très important. Dans ce cas, on en déduitque cet accroissement est dû au biais et donc que le signal est stationnaire sur I lj .� L'accroissement Dlj ) �Dl+12j +Dl+12j+1� est très important. Dans ce cas, on en déduit que ladistance spectrale Dlj est très inférieure à �Dl+12j +Dl+12j+1� parce que le signal est symétriquepar rapport au point de coupure, mais il n'est pas stationnaire sur I lj . Il faut donc sélectionnerla coupure au point associé à Dlj .A partir de ces constatations �empiriques�, nous en déduisons une nouvelle condition pour lasélection des noeuds : Si �Dlj < �Dl+12j +Dl+12j+1� , avec � > 2alors le point de coupure entre I l+12j et I l+12j+1 est accepté et Alj = 1 (3.22)Cette condition est appliquée à tout l'arbre et permet la sélection des points de coupure quandles deux intervalles sont symétriques mais non stationnaires. Pourtant, cette nouvelle condition neva pas entraîner la division d'intervalle stationnaire car � est choisi su�samment grand (> 2).Si nous reprenons l'exemple de la �gure 3.20 avec � = 2:5, nous avons 2:5�0:152< [1:076 + 1:048] ;le point de coupure N2 est donc sélectionné. La partition choisie, à savoir h0; N4 � 1i[ hN4 ; N2 � 1i[hN2 ; 3N4 � 1i[ h3N4 ; N � 1i ; est alors plus adaptée à la structure du signal. Pourtant cette partition114



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvarn'est pas entièrement satisfaisante car l'utilisation d'un arbre dyadique nous oblige à sélectionnerle point de coupure N2 pour retenir les noeuds correspondant à N4 et 3N4 : les partitions sélec-tionnées sont obligatoirement dyadiques. Pour supprimer cette contrainte, nous devons dé�nir unpost-traitement recombinant certains intervalles.3.4.2.3 Post-traitementAvec la méthodologie présentée ci-dessus, le choix d'une segmentation correspondant aux zonesles plus stationnaires peut être accompli avec une complexité �(LN log2N), grâce à l'utilisation d'unarbre binaire. Toutefois le principe de l'arbre binaire et l'algorithme de recherche de la meilleurepartition, nous obligent, pour accepter un point de coupure à sélectionner tous ses noeuds pères.Or ces derniers ne correspondent pas forcément à un changement local du spectre (nous l'avonsvu avec l'exemple du paragraphe précédent pour le point N2 ) et ils doivent être réétudiés a�n dedéterminer s'ils correspondent à un changement local du spectre. Pour cela, nous proposons laprocédure suivante :Nous collectons tout d'abord l'ensemble des points de coupure détectés par l'algorithme de re-cherche de meilleure base. Ces points sont enregistrés dans un ensemble P = (pn)n2Z tel que :pn < pn+1 et pn est la coordonnée d'un point de coupure sélectionnéavec p0 = 0 et pfinal = NNous appelons noeud �non terminal sélectionné� (NTS), un noeud d'indice (l; j) tel que :Alj = 1 et Al+12j +Al+12j+1 > 0Si pn correspond à un noeud NTS , nous devons décider si le signal est stationnaire sur le support[pn�1; pn+1 � 1], qui constitue la réunion des deux sous intervalles encadrant le point de coupurepn. Toutefois, il faut construire un ensemble qui ait le même nombre de points à droite et à gauchede pn (pour que l'estimation des deux spectres se fasse sur un nombre de points identique). Pourcela, un intervalle Ipn est dé�ni par :Ipn = [pn �min(jpn � pn�1j ; jpn � pn+1j); pn + min(jpn � pn�1j ; jpn � pn+1j)[De sa dé�nition, Ipn a une taille qui correspond à une puissance de 2, et l'algorithme d'extractionde zones stationnaires, que nous venons de proposer, peut donc être appliqué sur le signal restreintà Ipn . Ensuite, si le noeud père de l'arbre ainsi calculé est sélectionné, nous acceptons le point decoupure pn, sinon nous le rejetons.A�n d'illustrer ce post-traitement, nous reprenons l'exemple introduit dans le paragraphe précé-dent (�gure 3.20). Après l'application de l'algorithme de recherche de partition, prenant en compteles cas symétriques, nous obtenions un ensemble P tel que :P = �0; N4 ; N2 ; 3N4 ; N�La coupure de coordonnées N2 correspond à un noeud NTS. Nous appliquons alors l'algorithme derecherche de partition sur le signal restreint à hN4 ; 3N4 � 1i. Nous illustrons sur la �gure 3.21 le post-traitement appliqué à cet exemple, ainsi que l'arbre des distances spectrales calculé. Nous constatons115



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3que le noeud père correspondant au point de coordonnées N2 n'est pas sélectionné. La coupure en cepoint est alors rejetée, et la partition �nale est dé�nie par h0; N4 � 1i[ hN4 ; 3N4 � 1i[ h3N4 ; N � 1i,correspondant ainsi à la structure du signal.
Fig. 3.21 � Illustration du post-traitement sur un exemple ARLe post-traitement va être appliqué à tous les points de coupure associés à un noeud NTS.Cela permet de construire une partition non uniforme adaptée au signal, mais toujours avec unedécomposition rattachée à un arbre binaire, a�n de limiter la complexité de l'algorithme.3.4.3 Applications 1D3.4.3.1 Signaux de testsNous avons tout d'abord appliqué l'algorithme présenté ci-dessus sur le signal synthétique �coif2�introduit dans la section précédente (�gure 3.15a). La partition sélectionnée avec une décompositionen 5 échelles, ainsi que la représentation TF correspondante, sont indiquées sur la �gure 3.22. Onconstate que le résultat respecte globalement les structures du signal. Si l'on compare ce résultat,avec celui obtenu par l'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme (�gure3.15c), nous voyons que l'algorithme basé sur l'arbre des distances obtient un résultat globalementéquivalent, avec simplement la disparition du phénomène de sur-segmentation présent sur le premieratome. Mais cet exemple ne constitue pas l'illustration la plus �agrante de l'intérêt de l'arbre desdistances. Ce sont les signaux réels qui vont mettre en évidence les di�érences avec le coût entropique,qui, nous le rappelons, provoque dans ce cas des phénomènes de sur-segmentationLe second exemple est l'enregistrement du mot �Greasy�. Nous indiquons sur la �gure 3.23a lesignal segmenté par notre algorithme, avec une décomposition en 5 échelles. La représentation TFcalculée avec la transformée pseudo Wigner-Ville lissée (SPWV) est présentée sur la �gure 3.23b.Comme nous l'avons déjà mentionné, la transformée SPWV nous fournit une représentation TFprécise et possédant de nombreuses qualités [44], nous permettant de considérer la représentation TFde la �gure 3.23b comme référence. Nous pouvons observer les di�érentes composantes fréquentiellesde <ea>, <s> et <y> (la composante <gr> est moins visible car son énergie est faible). Lareprésentation TF estimée à partir de notre algorithme est indiquée sur la �gure 3.23c. Elle montreles mêmes composantes fréquentielles que la décomposition SPWV, avec une très bonne résolution116



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
Fig. 3.22 � Segmentation du signal coif2 par l'arbre des distances spectrales et la représentation TFcorrespondante

(a) (b) (c)Fig. 3.23 � Le signal �Greasy� : (a) Le signal original segmenté par notre algorithme (b) La trans-formée pseudo Wigner-Ville lissée (c) La représentation TF estiméefréquentielle 6. En prenant comme référence la représentation TF obtenue par transformée SPWV,nous concluons que notre algorithme détecte correctement tous les points de rupture du spectre,sans sur-segmentation, alors que l'algorithme de décomposition non-uniforme associé à un coûtentropique ne parvenait pas à extraire de larges zones stationnaires (�gure 3.16). En�n, il fautnoter que la transformée SWPV a une complexité algorithmique très importante, alors que notrealgorithme permet d'obtenir la représentation TF rapidement.3.4.3.2 Phonétique anglaiseDans le cadre d'une collaboration avec le laboratoire de linguistique anglaise de la maison dessciences humaines et sociales de Poitiers (UMS CNRS), nous avons étudié la potentialité d'algo-rithmes basés sur la théorie des ondelettes pour un traitement automatique de certains problèmesde la phonétique anglaise. Dans ce mémoire nous avons choisi, pour illustrer notre propos, la problé-matique de �l'accent de mot� et plus particulièrement l'accentuation des mots composés. En e�et,l'accentuation dans le cadre des mots composés permet de détecter le degré d'intégration entre lescomposantes. Par exemple, si nous traduisons �black bird� par �corbeau� alors l'expression est consi-dérée comme un seul mot et l'accent est placé sur le début de �black�. En revanche, si l'on traduitcette expression par �oiseau noir� alors deux accents primaires sont placés sur le début des deux6. La transformée de Fourier à fenêtres a en principe la meilleure résolution si la taille des fenêtres respecteentièrement les zones de stationnarité d'un signal stationnaire par partie117



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3mots. Dans d'autres cas, comme �feather bed� (lit de plumes), l'expression a un seul sens, mais selonle degré d'intégration, soit un seul accent primaire est placé au début de l'expression, soit l'accentprimaire est placé sur le second mot et un accent secondaire (accentuation plus faible) apparaît surle premier mot. Une méthode automatique de détection de l'accentuation permettrait de classi�erles di�érentes expressions sur un important volume de données (les �linguistes� travaillent sur desensembles de données, dans ce cas de nature audio, appelés �corpus� qui peuvent contenir un nombretrès important d'enregistrements) mais aussi d'étudier l'évolution de certaines expressions au coursdu temps.L'objectif de notre méthode est de pouvoir être utilisé avec des moyens matériels d'acquisitionraisonnables. Nous utilisons une chaîne d'acquisition standard composée d'un micro de faible coût,d'une carte son et d'un PC. Il en résulte un signal audio dégradé. Nous proposons dans un premiertemps une méthode de débruitage utilisant à la fois l'algorithme de partition et le seuillage de ladécomposition en ondelettes non-décimée présenté dans le premier chapitre.3.4.3.2.1 Débruitage Le signal audio est dégradé par di�érents bruits (électriques, parasitesdus au micro ...) considérés comme stationnaires sur la totalité de l'enregistrement (il existe ensuitedes bruits dus à la prononciation mais nous n'abordons pas ici cet aspect du problème). A�n derestaurer les données, nous allons appliquer notre algorithme uwt_mean, présenté dans le premierchapitre, basé sur un seuillage d'une décomposition en ondelettes non-décimée. Toutefois, nousmodi�ons l'algorithme tel qu'il est formulé dans le cadre général des bruits blancs ou corrélés pourle spécialiser pour les enregistrements audio. Sachant que l'enregistrement comprend toujours à sondébut une zone où aucun son n'est enregistré (il se déroule quelques secondes entre le déclenchementde l'acquisition et l'instant où l'utilisateur parle), et puisque nous considérons que le bruit eststationnaire, nous allons étudier l'évolution des coe�cients d'ondelettes de ce segment particulierqui ne contient pas d'information. Ceci permet d'établir un seuil pour la décomposition totale dusignal.A�n d'extraire ce segment ne comprenant que du bruit, nous appliquons l'algorithme de par-tition mais avec des paramètres imprécis (faible nombre d'échelle de décomposition, pas de post-traitement). En e�et, le bruit peut être un obstacle à une partition ��ne�, et nous ne cherchons àextraire qu'un seul segment caractérisé pas une absence d'information.Une fois la segmentation �grossière� du signal sélectionnée, le premier intervalle de cette partitionest décomposé à l'aide de l'algorithme non-décimé, et pour chacune des échelles, l'amplitude maxi-male atteinte par les coe�cients dus au bruit est estimée. Ce sont ces valeurs qui vont constituerles seuils de notre algorithme de débruitage.Ensuite, nous décomposons l'enregistrement dans sa totalité par l'algorithme en ondelettes non-décimé, nous appliquons un seuillage de type �soft� avec les seuils estimés à partir du premiersegment et nous reconstruisons.Nous présentons sur la �gure 3.24 un exemple de débruitage de l'enregistrement de l'expression�feather bed� (signi�ant �lit de plumes�). Nous constatons sur la �gure 3.24a que notre partition�grossière� permet d'extraire un segment ne contenant pas d'information. Les seuils sont estimés surcet intervalle. Le signal reconstruit à partir de la décomposition non-décimée seuillée est présentésur la �gure 3.24b. On constate que la totalité du bruit présent sur la ligne de base, ainsi qu'autour118



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
(a) (b)Fig. 3.24 � Débruitage du signal �Feather bed�: (a) Le signal original segmenté �grossièrement� (b)Le signal débruité
(a) (b)Fig. 3.25 � Débruitage du signal �Nation wide�: (a) Le signal original segmenté grossièrement (b)Le signal débruitédes composantes, est supprimée. En revanche chacune des composantes du mot est conservée àl'identique.Nous présentons sur la �gure 3.25 le débruitage de l'expression �nation wide�. Nous constatons surla �gure 3.25a que le premier segment sélectionné ne contient pas d'information. Le signal reconstruità partir de la décomposition non-décimée seuillée est présenté sur la �gure 3.25b. Nous constatonsque les di�érentes composantes de l'expression se dissocient plus facilement après débruitage : lesfrontières entre la composante <tion> et ses deux voisines sont plus �marquées�. Cette qualitéapparaît plus précisément si nous étudions avec une vue en zoom le second signal �nation wide�débruité (�gure 3.26).Une fois l'enregistrement restauré, nous allons maintenant appliquer l'algorithme de partitionavec des paramètres plus précis a�n d'étudier les di�érentes accentuations.119



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
(a) (b)Fig. 3.26 � Débruitage du second signal �Nation wide� (vue en zoom): (a) Le signal original (b) Lesignal débruité3.4.3.2.2 Extraction de ou des accents de mots Dans cette partie, nous étudions troisexpressions :� �black bird� qui signi�e soit �oiseau noir� soit �corbeau�,� �nation wide� qui signi�e � à l'échelle nationale� et possède plusieurs accentuations,� �feather bed� qui signi�e �lit de plumes� et possède plusieurs accentuations.Pour chacune de ces expressions, nous avons enregistré à une fréquence de 22.5 Khz une version�mots composés� et une version �deux mots�. Chaque enregistrement est décomposé sur 8 échelles(une fenêtre à l'échelle la plus �ne a donc une durée de 5.8 ms). L'arbre des coûts est calculé àpartir d'une distance RMS optimisée pour le gain.Une fois la partition optimale sélectionnée, nous établissons la représentation TF associée. Ellepermet d'étudier l'évolution des di�érentes fréquences présentes dans le signal audio. En�n, pourétablir les di�érentes accentuations, nous calculons l'énergie associée à chacun des intervalles tem-porels sélectionnés.L'évolution de l'énergie dans le cas d'une représentation TF peut être calculée en fonction dutemps ou des fréquences. Ces courbes correspondent aux densités marginales. Nous rappelons quedeux densités marginales peuvent être calculées à partir d'une représentation TF. La premièrecorrespond à l'évolution temporelle de l'énergie et se dé�nit par :FT (t) =X� Sf(�; t) avec Sf la représentation TF du signal f .La seconde correspond à l'évolution fréquentielle de l'énergie et se dé�nit par :F�(�) =Xt Sf (�; t).Dans le cas présent, puisque la segmentation est temporelle, nous allons utiliser la marginaleFT (t). L'étude de l'évolution de l'énergie au cours du temps nous permet de mettre en évidence lesdi�érentes accentuations. 120



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
(a) (b)Fig. 3.27 � Segmentation de l'expression �a black bird� et la représentation TF associée : (a) uncorbeau (b) un oiseau noir
(a) (b)Fig. 3.28 � Evolution de l'énergie associée à l'expression � a black bird� : (a) un corbeau (b) unoiseau noir ( (1) correspond à un accent primaire )L'expression �black bird� constitue notre premier exemple. L'expression a été enregistrée sousses deux formes (�corbeau� et �oiseau noir�). La �gure 3.27 présente les partitions obtenues. Ilapparaît que les fréquences fondamentales sont quasiment identiques pour les deux versions, seulela répartition de l'énergie évolue di�éremment.La �gure 3.28 illustre l'évolution de l'énergie au cours de l'enregistrement, calculée à partirde la partition sélectionnée. Nous voyons apparaître des di�érences importantes entre les deuxformulations, avec la présence de deux accents primaires dans �corbeau� et d'un seul dans �oiseaunoir�.Le second exemple est l'expression �nation wide�. L'expression a été enregistrée sous ses deuxformes (�non intégrée� et �intégrée�). La �gure 3.29 présente les partitions obtenues. On note desdi�érences sur la durée d'apparition de certaines fréquences. De plus, pour la première version(correspondant à un accent primaire sur le second mot), certaines fréquences sont présentes pourle mot �wide�, alors qu'elles sont invisibles dans la seconde version. En fait, ces fréquences existentaussi pour la seconde version, mais sont associées à une énergie très faible. L'accentuation a une121



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
(a) (b)Fig. 3.29 � Segmentation de l'expression �nation wide� et représentation TF associée : (a) nonintégrée (b) intégrée
(a) (b)Fig. 3.30 � Evolution de l'énergie associée à l'expression � nation wide� : (a) non intégrée (b) intégrée( (1) correspond à un accent primaire et (2) correspond à un accent secondaire )in�uence très importante pour ces fréquences ( fréquences telles que � > 1000 Hz).Nous indiquons sur la �gure 3.30 l'évolution de l'énergie au cours de l'enregistrement calculéeà partir de la partition sélectionnée. Nous voyons la di�érence d'emplacement de l'accent primaireselon le degré d'intégration. Nous voyons aussi apparaître l'accent secondaire.Le dernier exemple, l'expression �feather bed�, pose les limites d'une interprétation à partir sim-plement d'une segmentation temporelle. En e�et, certaines voyelles ou consonnes vont correspondrede façon intrinsèque à une énergie plus importante que d'autres, et ceci quelle que soit l'accentua-tion. L'expression a été enregistrée sous ses deux formes (�non intégrée� et �intégrée�). La �gure3.31 présente les partitions obtenues. On constate que les di�érences sur le mot �feather� sont assezminimes quelle que soit l'accentuation. La di�érence d'accentuation sur le mot �bed� n'apparaîtessentiellement qu'au tout début du mot.Nous indiquons sur la �gure 3.32 l'évolution de l'énergie au cours de l'enregistrement calculée àpartir de la partition sélectionnée. Si les deux enregistrements sont traités en parallèle puis comparés,la détection des di�érences d'intégration, et donc d'accentuation, peut se faire simplement car dans122



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar
(a) (b)Fig. 3.31 � Segmentation et représentation TF associée de l'expression �feather bed� : (a) non intégrée(b) intégrée
(a) (b)Fig. 3.32 � Evolution de l'énergie associée à l'expression � feather bed� : (a) non intégrée (b) intégrée( (1) correspond à un accent primaire et (2) correspond à un accent secondaire )la version �intégrée�, le mot �bed� ne représente que très peu d'énergie par rapport à la première.En revanche, si le premier enregistrement est traité d'une façon indépendante, il faut avoir recoursà des règles phonétiques pour détecter que l'accent primaire est placé sur le second mot et non surle premier. Nous proposons dans le chapitre suivant une décomposition reposant sur les paquetsd'ondelettes de Meyer. Cette technique nous permettra de mettre en évidence d'une façon plussigni�cative les di�érences existant entre les deux formulations de �feather bed�.Ces quelques exemples ont montré la potentialité de l'algorithme de segmentation dans une étudeautomatique de l'accentuation des mots en langue anglaise. Ils montrent aussi que l'on ne peut passe détacher d'hypothèses liées à la phonétique, sinon certaines conclusions peuvent être erronées.3.4.3.3 Application à l'EEGNous avons appliqué notre algorithme de partition sur les enregistrements EEG présentés dansle chapitre 2. A partir de la partition sélectionnée, nous calculons la représentation TF associéepermettant ainsi d'étudier l'évolution des fréquences durant les di�érentes phases de l'expérimen-123



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3tation décrites dans le paragraphe 2.3.3.2 du chapitre 2 (repos, question, re�exion, réponse). Lesignal EEG ne se modélise pas forcément par des zones stationnaires. En e�et, l'activité n'est àaucun moment strictement stationnaire et subit en continu des �uctuations. Nous avons pu le vé-ri�er avec l'algorithme de partition qui a été mis en échec sur certaines zones �question-réponse�étudiées, car quel que soit le nombre d'échelles de décomposition choisi aucune zone stationnairen'est sélectionnée. Dans ce cas, une approche avec l'algorithme de décomposition en ondelettes deMalvar invariant proposé dans la première partie de ce chapitre est plus adaptée, mais au prix d'unimportant découpage de l'axe temporel. Dans d'autres cas, des zones �globalement� stationnairespeuvent être extraites. Nous présentons ci-dessous quelques exemples.Nous avons étudié localement le signal autour des phases de ré�exion, à partir des repères fournispar les maxima d'ondelettes, méthode introduite au chapitre 2.Nous présentons sur la �gure 3.33 la segmentation du signal EEG enregistré sur la voie 17autour d'une zone �question-réponse� (nous appellerons par la suite ce signal �EEG1�). L'étuderéalisée sur l'EEG se concentre sur l'analyse de l'information présente dans les bandes [4; 6][ [6; 8][[8; 10] [ [10; 12] et plus particulièrement sur le signal � qui a une fréquence moyenne d'environ 9Hz. Nous voyons sur la représentation TF estimée que de l'énergie est présente dans ces bandesjusqu'au début de la ré�exion, puis elle disparaît. Ces fréquences commencent à réapparaître aumoment de la réponse pour ensuite se renforcer une fois le cycle terminé. Cet exemple illustreparfaitement le phénomène de désynchronisation des circuits neuronaux corticaux lors de la ré�exion,qui s'accompagne d'une baisse de l'énergie du signal notamment pour les bandes citées ci-dessus. Sil'on étudie plus particulièrement le signal � (autour de 9 Hz), on constate qu'il disparaît au débutde la question pour réapparaître après la réponse.
Fig. 3.33 � Segmentation du signal EEG (voie 17,zone 2) dans une zone �question-réponse� etreprésentation TF associéeNous présentons sur les �gures 3.34 et 3.35 la segmentation du signal EEG enregistré sur lavoie 9 autour de deux zones �question-réponse� (nous appellerons par la suite ces signaux �EEG2�et �EEG3�). Tout d'abord, on remarque que le signal enregistré sur cette voie présente une énergiebeaucoup plus faible dans les zones de ré�exion que celui de la voie 17. De plus, l'énergie se concentreessentiellement autour du signal � dans la bande [8� 12]. Sur ces deux �gures, le comportement dusignal EEG est sensiblement identique : disparition du signal � à la �n de la question, zone instabledurant la réponse (où l'énergie du signal se répartit sur un grand nombre de fréquences), puis reprise124



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvarcomplète du signal � à la �n de la réponse.
Fig. 3.34 � Segmentation du signal EEG (voie 9, zone 2) dans une zone �question-réponse� etreprésentation TF associée
Fig. 3.35 � Segmentation du signal EEG (voie 9, zone 3) dans une zone �question-réponse� etreprésentation TF associéeLes exemples présentés ci-dessus ont montré que l'algorithme de partition permet d'étudier l'évo-lution du signal EEG dans les zones questions-réponses, et notamment le phénomène de désynchro-nisation. Toutefois, comme nous l'avons dit, il peut être mis en échec dans certains cas, lorsqu'aucunezone globalement stationnaire ne peut être extraite du signal. A ce propos, nous avons remarquéque les signaux issus de la voie 9 avaient un comportement globalement plus stationnaire que ceuxde la voie 17. Ceci s'est illustré dans les représentations TF, où nous avons constaté que le signal dela voie 9 peut se résumer à quelques fréquences principales qui apparaissent et disparaissent. Nousen déduisons que l'étude simple du signal � peut se faire à partir de l'algorithme de partition basésur l'arbre des distances appliqué au signal issu de la voie 9. Mais, comme nous le verrons dansle chapitre 4, une approche reposant sur un découpage de l'axe fréquentiel permet d'obtenir desrésultats équivalents, mais en étant moins sensible aux �uctuations du signal EEG.Pour résumer, notre algorithme, basé sur la décomposition en ondelettes de Malvar, permetune recherche rapide des partitions stationnaires d'un signal. La taille des fenêtres est adaptée àla proportion de changement dans le spectre du signal. Nous avons proposé un post-traitement125



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3permettant la construction de partition non uniforme. La représentation TF obtenue possède unehaute résolution fréquentielle, puisque la taille des fenêtres n'est pas constante mais adaptée auxzones de stationnarité du signal.Nous allons maintenant étendre ce principe d'arbre des distances à la dimension 2.3.4.4 Extension à la dimension 2 de l'arbre des distancesComme nous l'avons vu lors du rappel sur les ondelettes de Malvar, la généralisation à la di-mension 2 des fonctions trigonométriques locales s'e�ectue par l'intermédiaire du produit tensoriel.Cette décomposition se caractérise par la création de quatre noeuds �ls à chaque étape de division.Pourtant, cette représentation n'est pas adaptée pour une extension de l'arbre des distances spec-trales à la dimension 2. En e�et, il faut qu'à chaque étape de division, seulement deux nouveauxblocs soient créés. Ainsi, nous pouvons évaluer, par l'intermédiaire d'une distance, la pertinencede cette nouvelle coupure. La décomposition en ondelettes de Malvar 2D construit deux nouvellescoupures par bloc à chaque projection sur une échelle plus �ne. Nous devons modi�er la métho-dologie de décomposition a�n de ne faire apparaître qu'une seule coupure à chaque itération del'algorithme de décomposition. Pour cela, nous allons proposer un algorithme de décompositionrapide anisotropique 2D en ondelettes de Malvar.3.4.4.1 Décomposition anisotropique en ondelettes de Malvar 2DNous pouvons trouver dans le livre de Wickerhauser l'illustration d'une décomposition en paquetsd'ondelettes anisotropique 2D [96]. Lors de cette décomposition, les projections correspondent cha-cune à des directions di�érentes (horizontale ou verticale). Dans ce cas, les coe�cients d'ondelettesne peuvent plus être stockés dans un arbre binaire. Wickerhauser suggère d'organiser les coe�cientsavec un arbre non-homogène qui inclut di�érentes copies des mêmes coe�cients. Nous proposonsdans ce paragraphe un algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D ayantune complexité minimum (notamment en évitant le calcul multiple de coe�cients identiques). Nousindiquons ensuite comment les di�érentes coupures peuvent être �rangées� dans un arbre où chaquenoeud possède deux couples de deux �ls.3.4.4.1.1 Algorithme de décomposition La décomposition anisotropique va consister à di-viser chaque bloc selon deux directions di�érentes : l'horizontale et la verticale. Nous illustrons surla �gure 3.36 la division d'un bloc. Nous notons division_H la division selon un axe horizontal etdivision_V la division selon un axe vertical.
Fig. 3.36 � Division d'un bloc dans la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D selondeux directions 126



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarL'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D va donc consister àappliquer ces deux divisions sur chacun des sous-blocs à chacune des échelles. La principale di�érenceavec la décomposition classique est qu'il existe plusieurs découpages pour une même échelle (dans ladécomposition dyadique, l'échelle l est caractérisée par un pavage de l'image avec des blocs de taillehN2l ; M2l i). Si l'on applique cette méthode de division sans aucune restriction, un certain nombre departitions vont être calculées deux fois. Par exemple, en étudiant en détail les divisions permettantde passer de la première échelle à la seconde, nous constatons que deux des partitions obtenues sontidentiques (comme nous pouvons le voir sur la �gure 3.37).
Fig. 3.37 � Décomposition de l'échelle 1 vers l'échelle 2A�n de simpli�er nos propos, nous introduisons une notation pour les di�érentes projections :nous notons Pl;s les di�érentes partitions. l correspond à l'échelle étudiée, s l'indice de la projectionavec la contrainte suivante : Pl;s correspond à une partition comprenant des rectangles de tailleh N2l�s ; M2s i avec [N;M ] taille de l'image de départ et s variant de 0 à l.Nous remarquons sur la �gure 3.37 que les opérations division_H (P1;0) et division_V (P1;1) ob-tiennent la même partition. D'une façon générale, nous pouvons dire que les opérations division_H (Pl;s)et division_V (Pl;s+1) vont donner la même partition pour chaque échelle l et indice s.A chaque échelle l, nous avons l+1 partitions di�érentes. Puisque division_H (Pl;s) = division_V (Pl;s+1)nous allons uniquement calculer, pour chaque partition, la division selon la direction verticale. Uneseule exception pour la partition d'indice 0 qui ne possède pas de frère à sa gauche et qui doit doncêtre divisée selon une direction horizontale.L'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D se décline alors suivant :Pour l variant de 0 L� 1,Pl+1;0 = division_H (P1;0),Pour s variant de 0 L+ 1 par pas de 2,Pl+1;2s+1 = division_V (P1;s),pour s variant de 0 L+ 2,Appliquer une transforme trigonomtrique sur chaque rectangle lment de Pl+1;s.Nous illustrons l'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D sur la�gure 3.38.3.4.4.1.2 Organisation des distances Il nous faut maintenant préciser la généralisation à ladimension 2 de l'arbre des distances introduit dans le cas du signal. Entre deux rectangles éléments127



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
Fig. 3.38 � Algorithme de partition anisotropique 2Dd'une même partition, nous pouvons calculer une distance spectrale mesurant leur similarité dansl'espace fréquentiel. Nous introduirons dans le paragraphe suivant cette mesure. Au préalable, nousdevons proposer un formalisme pour chacun des sous-blocs a�n de pouvoir expliciter l'organisationde notre arbre des distances spectrales.Nous avons présenté sur la �gure 3.6 les notations couramment utilisées dans le cadre de ladécomposition en ondelettes de Malvar. Nous rappelons que chaque sous-bloc est noté Blj avec lindice d'échelle et j le numéro du bloc.Dans le cas de la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D, le problème est pluscomplexe car il existe plusieurs partitions par échelle, et chaque bloc n'est pas décomposé selon lesmêmes directions. Nous devons donc introduire un indice supplémentaire s symbolisant le numérode la partition dont fait partie le bloc, et deux indices i; j indiquant la position du bloc dans lepavage. Lorsque l'on découpe le pavage selon la direction verticale, le nombre de lignes dans lepavage reste constant, donc l'indice i des blocs ne change pas. Concrètement,Bl;si;j Division_V) h Bl+1;si;2j Bl+1;si;2j+1 i . (3.23)A l'inverse, lors d'une division selon l'horizontale c'est le nombre de colonne du pavage qui ne semodi�e pas, donc Bl;si;j Division_H) " Bl+1;s+12i;jBl+1;s+12i+1;j # : (3.24)Nous indiquons sur la �gure 3.39 l'illustration de ces notations. Si nous reprenons le principeexposé dans le cas 1D, nous dé�nissons un spectre 2D F l;si;j sur chacun des blocs Bl;si;j . Puisquenous avons des coupures horizontales et verticales, nous introduisons deux symboles : DH pour lesdistances correspondant à des coupures horizontales, et DV pour des coupures verticales. Dans cecas, si nous avons une fonction D(:) mesurant l'écart entre deux spectres 2D, nous notonsDH l;si;j = D �F l+1;s2i;j ; F l+1;s2i+1;j� et DV l;si;j = D �F l+1;si;2j ; F l+1;si;2j+1� (3.25)La �gure 3.39 présente des exemples de notations de distances spectrales.128
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Fig. 3.39 � Notations des sous-blocs et des distances spectrales utilisées dans le cadre de la décom-position en ondelettes de Malvar anisotropiqueA partir des relations (3.23), (3.24) et (3.25), nous en déduisons que chaque distance spectralepossède deux �ls correspondant à deux couples de distances. Dans chacun de ces couples, les deuxdistances sont en concurrence. La �gure 3.40 présente une illustration des relations existant entreles distances spectrales de deux échelles successives. Sur cette �gure nous avons pris comme exempleun noeud père associé à une division verticale entre deux blocs h Bl;si;j Bl;si;j+1 i. La distance as-sociée à cette coupure se note DV l�1;si;j=2 . Lors de l'itération suivante, les deux blocs Bl;si;j et Bl;si;j+1se décomposent suivant des directions horizontales et verticales. Pour le bloc Bl;si;j , nous avons lescoupures suivantesBl;si;j 8>><>>: Division_V) h Bl+1;si;2j Bl+1;si;2j+1 i à laquelle correspond la distance DV l;si;jDivision_H) " Bl+1;s+12i;jBl+1;s+12i+1;j # à laquelle correspond la distance DH l;s+1i;j :Les deux distances DV l;si;j et DH l;s+1i;j sont associées à l'un des deux noeuds �ls de DV l�1;si;j=2 , maiselles sont en concurrence car redondantes. Il faudra dé�nir une procédure de choix entre les deux.De la même façon, le bloc Bl;si;j+1 se divise selonBl;si;j+18>><>>: Division_V) h Bl+1;si;2j+2 Bl+1;si;2j+3 i à laquelle correspond la distance DV l;si;j+1Division_H) " Bl+1;s+12i;j+1Bl+1;s+12i+1;j+1 # à laquelle correspond la distance DH l;s+1i;j+1 :Les deux distances DV l;si;j+1 et DH l;s+1i;j+1 sont, elles aussi, associées à l'un des deux noeuds �ls deDV l�1;sj=2 mais en concurrence. Toutes ces remarques sont illustrées sur la �gure 3.40.Il nous faut maintenant préciser l'estimation du spectre 2D ainsi que le calcul des distances.3.4.4.2 Mesure de distances spectralesA�n de détecter les changements dans le spectre du processus, nous devons estimer, au préalable,le spectre sur chacun des blocs Bl;si;j . Comme pour la dimension 1, les distances spectrales sontévaluées entre deux blocs qui ont le même nombre de points. L'estimation du spectre peut donc129



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
Fig. 3.40 � Construction de l'arbre des distances spectrales dans la décomposition en ondelettes deMalvar anisotropique 2Ds'e�ectuer sans concaténation de zéros, qui introduirait des oscillations parasites dans le spectreestimé.De plus, les fenêtres utilisées sont celles introduites dans la transformée de Malvar qui ont defaibles lobes secondaires dans le domaine de Fourier.Le spectre local F l;si;j peut être estimé sur chaque bloc Bl;si;j par le module au carré de la transforméede Fourier 2DF l;si;j [�x; �y] = ������� 1N=2l�j Xtx2Bl;si;j 1M=2j Xty2Bl;si;j TBl;sj fe� i2��x�tx�xl;si;j�N=2l�j e� i2��y�ty�yl;si;j�M=2j �������2avec �xl;si;j ; yl;si;j� coordonnées en haut à gauche du bloc Bl;si;j de taille hN=2l�j ;M=2jiToutefois, comme dans le cadre monodimensionnel, cette estimation n'est pas robuste car lespectre est dégradé par des oscillations parasites dues à la variance du périodogramme. Nous propo-sons de généraliser à la dimension 2 le post-traitement introduit par Moulin pour l'estimation d'unspectre de puissance 1D [75]. En e�et, puisque la transformée de Fourier 2D est séparable, nous ap-proximons les oscillations parasites présentes dans le périodogramme 2D par un processus gaussien2D lorsque l'on applique une transformée logarithmique. Nous retrouvons alors le cas classique demesures corrompues par un bruit blanc gaussien additif. La décomposition en ondelettes en deuxdimensions avec, par exemple, des ondelettes de Daubechies, constitue une méthode très e�cacepour réduire ces oscillations [36].Pour les mêmes raisons que celles exprimées pour le signal (meilleures qualités de reconstruction)nous proposons d'utiliser une transformée en ondelettes non-décimée (comme nous l'avons présentéedans le premier chapitre). L'estimation du log-périodogramme local 2D, que nous proposons, est130



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvartelle que :logF l;si;j [�x; �y] = �!W (2D)�1u �K� � �!W (2D)u 0BB@log0BB@�������� 1N=2l�j Ptx2Bl;si;j 1M=2j 2664 Pty2Bl;si;j TBl;si;jfe� i2��x�tx�xl;si;j�N=2l�j e� i2��y�ty�yl;si;j�M=2j 3775��������21CCA1CCAavec �!W (2D)u la transformée en ondelette discrète non-décimée en dimension 2(3.26)La méthode de débruitage utilisée est celle proposée dans le cadre de notre algorithme uwt_mean.K� correspond à un seuillage �soft� avec une estimation du niveau de bruit sur la première échellesur chacun des plans de la projection. Le seuil est alors l'extension aux décompositions non-déciméesde celui proposé par Donoho dans le cas 2D comme nous l'avons introduit dans le premier chapitre :0B@�al0 = �avuut2 log2(sN=2l�j2l0 M=2j2l0 )1CAa=1;2;3A�n de présenter quelques résultats de débruitage de spectre 2D, nous rappelons très brièvementquelques notions sur les modèles autorégressifs en dimension 2 (AR2D). Nous avons choisi le modèlequart de plan, c'est-à-dire que le signal se modélise par [100]f [x; y] = X(m;n)2S a [m;n] f [x�m; y � n] + b [x; y]avec S = f0 � m �M; 0 � n � N; (m;n) 6= (0; 0)g et a [m;n] les coe�cients du modèleNous illustrons sur la �gure 3.41 le modèle AR2D utilisé. Les coe�cients du modèle, permettantde calculer la valeur du pixel courant, vont s'appliquer sur la zone grisée symbolisant le passé.
Fig. 3.41 � Modèle AR 2D quart de planD'une façon générale, les systèmes AR2D vont s'écrire :Af [x; y] = b [x; y]avec A = a11+a12z�1x +a21z�1y +a22z�1x z�1y :::+aijzj�1x zj�1y et b [x; y]! N2D   00 ! ; " 1 00 1 #!.Nous présentons sur la �gure 3.42 le lissage d'un log-périodogramme d'un signal AR 2D dé�nipar : 2664 1 0 00 1:2728 00 0 0:81 3775 f [x; y] = b [x; y] :131



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
(a) (b) (c)Fig. 3.42 � Log-périodogramme d'un AR 2D: (a) théorique (b) Estimé par la méthode du pério-dogramme (c) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettesnon-déciméeNous pouvons constater sur la �gure 3.42 que le débruitage par décomposition en ondelettes non-décimée 2D permet de lisser le log-périodogramme de l'image tout en conservant les informationsprincipales. Nous présentons sur la �gure 3.43 le lissage d'un log-périodogramme d'un signal AR2D plus complexe dé�ni par :266666664 1 0 1:3106 0 0:65610:2557 0 0:3351 0 0:1677�0:8729 0 �1:1441 0 �0:57270:2071 0 0:2714 0 0:13590:6561 0 0:8599 0 0:4305 377777775 s [x; y] = b [x; y] :
(a) (b) (c)Fig. 3.43 � Log-périodogramme d'un AR 2D: (a) théorique (b) Estimé par la méthode du pério-dogramme (c) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettesnon-déciméeComme pour l'exemple précédent, nous constatons que chacune des fréquences fondamentalesdu signal 2D est conservée et que tous les pics parasites ont disparu.132



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarEnsuite, le calcul des di�érentes distances spectrales DH l;si;j et DV l;si;j s'e�ectue à partir du log-périodogramme débruité et de l'extension à la dimension 2 des distances présentées dans le para-graphe 3.4.1.2. Par exemple, si l'on choisit la distance en norme Lq :DH l;si;j = 



log FBl+1;s2i;j � log FBl+1;s2i+1;j



q ; DV l;si;j = 



log FBl+1;si;2j � log FBl+1;si;2j+1



qL'arbre des distances spectrales associé à une image comprenant deux AR 2D, l'un étant limitépar un carré au centre de l'image, est indiqué sur la �gure 3.44. Nous avons entouré sur l'arbre lesdistances qui possèdent des noeuds �ls de plus faibles valeurs. Nous constatons que ces distancescorrespondent bien aux frontières limitant les di�érentes zones.

Fig. 3.44 � Arbre des distances spectrales associé à la décomposition d'une image composée de 2 AR2DNous pouvons maintenant proposer un algorithme de recherche de meilleure partition à partirde l'arbre des distances spectrales 2D.3.4.4.3 Choix de la meilleure partitionL'algorithme de recherche de meilleure base 2D va utiliser les mêmes principes que ceux exposésdans le cas du signal. Cependant, un certain nombre de di�érences apparaît étant donné la présencede deux �ls en concurrence à chaque noeud.3.4.4.3.1 Cas symétrique Le cas particulier symétrique va aussi, dans le cas 2D, mettre enéchec l'algorithme de recherche de meilleure partition. Toutefois, comme pour le signal, on postuleque l'augmentation des distances spectrales entre deux échelles successives est faible quand elle est133



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3due au biais, alors qu'elle est très importante dans le cas �symétrique�. Nous allons donc étudierl'accroissement des distances spectrales entre deux échelles successives.Seulement un noeud a pour �ls deux couples de distances et non simplement deux distances.Pour remédier à cela, nous sélectionnons dans chaque couple ��ls� la distance spectrale maximale :en e�et si l'accroissement est très important dans l'une des deux directions cela veut dire que noussommes en présence d'un cas symétrique. En reprenant le modèle de l'équation (3.22), nous endéduisons la condition suivante :Si �DV l;si;j < �max�DV l+1;si;2j ; DH l;s+1i;2j �+ max�DV l+1;si;2j+1; DH l+1;s+1i;2j+1 �� , avec � > 2alors la coupure verticale entre Bl+1;si;2j et Bl+1;si;2j+1 est acceptée.De la même façon,Si �DH l;si;j < �max�DV l+1;s2i;j ; DH l+1;s+12i;j �+ max�DV l+1;s2i+1;j; DH l+1;s+12i+1;j �� , avec � > 2alors la coupure horizontale entre Bl+1;s2i;j et Bl+1;s2i+1;j est acceptée.Cette condition est appliquée à tout l'arbre. Elle permet la sélection des points de coupure, quandles deux sous-blocs sont symétriques mais pas stationnaires et sans phénomène de sur-segmentationcar � est choisi su�samment grand (> 2).3.4.4.3.2 Algorithme d'élagage Après le calcul de l'arbre des distances, nous utilisons unalgorithme d'élagage a�n de fusionner les blocs pour lesquels le spectre est similaire. Comme dansle cas 1D, la partition optimale est celle qui minimise la somme des distances spectrales dé�nie par :C =PD (F1; F2)avec F1 le spectre local gauche ou haut et F2 le spectre local droit ou bas (3.27)Suivant la dé�nition précédente, nous recherchons les blocs qui ont une distance �intra-bloc�minimale. Nous avons vu que l'on peut dé�nir deux axes de partition : horizontal et vertical. Ladistance �intra-bloc� est alors construite a�n de ne pas privilégier une direction :Dintra_B = 12 (D (Fhaut; Fbas) +D (Fgauche; Fdroit)) (3.28)Si cette distance �intra-bloc� est minimale, on peut considérer que le signal 2D est presquestationnaire sur le bloc.Nous avons constaté que l'arbre n'est pas binaire, et que deux distances ��ls� sont en concurrencepour un même noeud : il faut rejeter l'un des deux. Puisque nous recherchons la minimisation ducoût dé�ni par l'équation (3.27), nous allons sélectionner la coupure ��ls� qui possède la distance�intra_bloc� la plus faible et l'autre est rejetée.Nous utilisons un algorithme similaire à celui proposé par Coifman et Wickerhauser pour extrairela base optimale :Soit Ahl;si;j un booleen indiquant si la coupure horizontale correspondant au noeud d'indice(i; j; s; l) est slectionne, soit Ehl;si;j le cot associ.Soit Avl;si;j un booleen indiquant si la coupure verticale correspondant au noeud d'indice(i; j; s; l) est slectionne, soit Evl;si;j le cot associ, on applique alors le processus suivant :134



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de MalvarPour l variant de L� 2 0;Pour s variant de 0 l,Pour i variant de 0 2s � 1;Pour j variant de 0 2l�1�s � 1;Si DV l;si;j > 12 �Evl+1;si;2j + Ehl+1;s+1i;2j + Evl+1;si;2j+1 +Ehl+1;s+1i;2j+1 �| {z }distance intra-bloc alors la partition verticaleentre Bl+1;ki;2j et Bl+1;ki;2j+1 est choisie donc 8>><>>: Avl;si;j = 1Evl;sj = 12  Evl+1;si;2j +Ehl+1;s+1i;2j+Evl+1;si;2j+1 +Ehl+1;s+1i;2j+1 !Sinon nous rejetons la partition donc Avl;si;j = 0 et Evl;si;j = Dvl;si;jSi �Evl+1;si;2j > Ehl+1;s+1i;2j � alors Avl+1;si;2j = 0 sinon Ahl+1;s+1i;2j = 0Si �Evl+1;si;2j+1 > Ehl+1;s+1i;2j+1 � alors Avl+1;si;2j+1 = 0 sinon Ahl+1;s+1i;2j+1 = 0 9=;choix entre les deux�ls Pour s variant de 1 l+ 1,Pour i variant de 0 2s�1 � 1;Pour j variant de 0 2l�s � 1;Si DH l;si;j > 12 �Evl+1;s2i;j + Ehl+1;s+12i;j +Evl+1;s2i+1;j + Ehl+1;s+12i+1;j � alors la partition verticaleentreBl+1;s2i;j etBl+1;s2i+1;j est choisie donc8<: Ahl;si;j = 1Ehl;si;j = 12 �Evl+1;s2i;j + Ehl+1;s+12i;j + Evl+1;s2i+1;j +Ehl+1;s+12i+1;j �Sinon nous rejetons la partition donc Ahl;si;j = 0 et Ehl;si;j = Dvl;si;jSi �Evl+1;s2i;j > Ehl+1;s+12i;j � alors Avl+1;s2i;j = 0 sinon Ahl+1;s+12i;j = 0Si �Evl+1;s2i+1;j > Ehl+1;s+12i+1;j � alors Avl+1;s2i+1;j = 0 sinon Ahl+1;s+12i+1;j = 0 9=;choix entre les deux�lsL'algorithme présenté ci-dessus permet d'obtenir la partition minimale au sens du coût dé�nidans l'équation (3.27) avec un coût �intra-bloc� dé�ni par l'équation (3.28). Nous appliquons ensuiteun algorithme éliminant les points de coupure n'ayant pas de père.3.4.4.3.3 Post-traitement Comme pour le cas monodimensionnel, l'utilisation d'un arbre, quiaprès sélection des �ls devient binaire, et l'algorithme de recherche de meilleure partition nousobligent, pour accepter un axe de coupure, à sélectionner tous les noeuds pères. Or ceux-ci necorrespondent pas forcément à un changement local du spectre. Un post-traitement 2D doit doncdéterminer si toutes les coupures sélectionnées correspondent à un changement local du spectre.La procédure 2D est di�érente de celle proposée dans le cadre du signal. En e�et, certains axessélectionnés peuvent être discontinus dans la partition �nale car divisés en plusieurs petits segmentspar des axes perpendiculaires. Donc, ce n'est plus l'axe de coupure complet qui doit être étudiélocalement pour déterminer s'il correspond à un changement dans le spectre mais chacun des petitssegments le constituant.Pour cela, un maillage ne comprenant que des axes non interrompus (c'est-à-dire n'ayant sur leurtotalité aucun segment de division perpendiculaire) est construit à partir de la partition sélectionnée.Nous décrivons rapidement la procédure permettant de construire ce maillage :1. Nous initialisons le maillage avec les points terminaux des axes de coupure présents dans la135



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3partition.2. Puis nous parcourons chacun de ces axes, et un noeud est ajouté au maillage pour chaqueintersection entre l'axe étudié et un segment perpendiculaire.Nous illustrons sur la �gure 3.45 la transformation d'une partition résultant de l'algorithme demeilleure partition, constituée de 5 axes de divisions, en un maillage constitué de 9 segments.
(a) (b)Fig. 3.45 � Transformation de la partition sélectionnée en un maillage : (a) 5 axes de divisionsélectionnés (b) maillage constitué de 9 segmentsLe maillage est formalisé par un ensemble P = (pn)n2Z où chaque élément pn correspond à unnoeud du maillage. Pour chaque élément pn nous stockons les coordonnées du point ainsi que lesquatre noeuds directement reliés à lui (ces noeuds voisins peuvent correspondre à l'élément vide).Di�érentes opérations sont dé�nies sur ces noeuds :� (pn)x et (pn)y permettent d'obtenir les coordonnées (x; y) de l'élément pn,� droite(pn) permet d'obtenir le noeud qui est à droite du noeud pn, et en suivant le mêmeprincipe nous dé�nissons les opérations gauche(pn), haut(pn) et bas(pn).A partir de ce formalisme, la procédure d'étude locale de chaque segment peut être dé�nie. Nousconstruisons deux sous-blocs encadrant le segment étudié. Nous décidons ensuite si le signal 2D eststationnaire sur la fenêtre correspondant à la réunion des deux sous-blocs.Toutefois, cette fenêtre Bpn doit avoir le même nombre de points d'un coté et de l'autre dusegment. Elle est donc dé�nie pour un axe horizontal parBpn = [(pn)x; (droite(pn))x]� " (pn)y �min(j(pn)y � (haut(pn))y j ; j(pn)y � (bas(pn))y j ;(pn)y + min(j(pn)y � (haut(pn))y j ; j(pn)y � (bas(pn))y j #,et pour un axe vertical parBpn = " (pn)x �min(j(pn)x � (gauche(pn))xj ; j(pn)x � (droite(pn))xj ;(pn)x +min(j(pn)x � (gauche(pn))xj ; j(pn)x � (droite(pn))xj #� [(pn)y; (bas(pn))y ]L'algorithme d'extraction de zones stationnaires est alors appliqué sur le signal 2D restreintà Bpn . Si le noeud père de l'arbre ainsi calculé est sélectionné, nous acceptons l'axe de coupure136



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar[pn; droite(pn)] dans le cas horizontal, ou [pn; bas(pn)] dans le cas vertical, associé à pn, sinon nousle rejetons.3.4.4.4 Résultats 2D
(a) (b) (c)Fig. 3.46 � Découpage d'une image constituée de deux AR2D : (a) Sélection par un coût entropique(b) sélection minimisant la distance �intra-bloc� sur une décomposition anisotropique (c) découpageaprès post-traitement
(a) (b) (c)Fig. 3.47 � Découpage d'une image constituée de modèles AR2D et d'atomes TF 2D : (a) Sélec-tion par un coût entropique (b) sélection minimisant la distance �intra-bloc� sur une décompositionanisotropique (c) découpage après post-traitementNous présentons sur les �gures 3.46, 3.47 et 3.48, les partitions sélectionnées suivant un coûtentropique, par la minimisation des distances �intra-bloc�, et après post-traitement. Ces trois imagessont constituées soit d'atomes TF et de modèles AR, soit de textures réelles.Nous constatons tout d'abord sur les deux premières images que l'utilisation d'un coût entro-pique a pour conséquence un phénomène de sur-segmentation. En revanche, sur la troisième imagecomposée de textures réelles, certains objets sont trop découpés, d'autres ne sont pas détectés.L'utilisation d'une mesure de distance spectrale permet d'obtenir une séparation plus globaledes di�érentes composantes de l'image, mais aussi une sélection de la base optimale plus robuste,c'est-à-dire que, quel que soit le type d'information présent dans l'image, les di�érents résultats137



Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar Chapitre 3
(a) (b) (c)Fig. 3.48 � Découpage de l'image �texture5� : (a) Sélection par un coût entropique (b) sélectionminimisant la distance �intra-bloc� sur une décomposition anisotropique (c) découpage après post-traitementsont similaires. Le post-traitement proposé permet �d'a�ner� 7 les résultats : après la suppressiondes coupures qui ne sont pas classi�ées comme correspondant à un changement local de spectre,nous avons un découpage de l'image avec des blocs de tailles importantes (ceci est primordial si l'onveut ensuite appliquer un second traitement) qui contiennent au maximum deux classes di�érentesd'objets.Il est certain que l'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar est limitatif lorsqu'ilest étendu à la dimension 2 car un découpage d'une image avec des rectangles est trop rigide etne permet pas de séparer parfaitement des objets de formes complexes. Toutefois, sa modi�cationpar l'intermédiaire d'une décomposition anisotropique et d'une sélection par la minimisation desdistances fréquentielles �intra-bloc� apporte une amélioration sensible par rapport à la décompositionoriginale et des di�érents coûts additifs proposés dans la littérature. Il faut envisager le découpagesélectionné par l'arbre des distances comme une première étape, permettant de diviser une imageen blocs, chacun d'eux ne contenant plus que deux composantes di�érentes. Ensuite un secondtraitement peut être appliqué sur chacun de ces blocs permettant de séparer les deux composantes(un simple test d'hypothèse binaire : on peut utiliser un algorithme de segmentation classique sansêtre confronté au di�cile problème du nombre de classes).En�n, la méthodologie présentée dans ce paragraphe dé�nit un cadre général d'algorithme deprédécoupage d'une image. Il faut simplement posséder :� Une caractéristique F l;si;j associée à chaque bloc Bl;si;j ,� Une distance D mesurant les di�érences entre les caractéristiques.D doit tendre vers 0 lorsquedeux sous-blocs sont presque identiques en terme d'information et doit être croissante lorsquele nombre de points diminue dans les deux blocs comparés.Alors à partir de l'algorithme proposé, nous pouvons sélectionner le découpage correspondantaux zones les plus �stationnaires� au sens de la caractéristique F l;si;j .7. Nous mettons le terme a�ner entre guillemet car il est évident qu'un découpage d'une image avec des droiteshorizontales et verticales ne peut pas être très �n. 138



Chapitre 3 Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar3.5 ConclusionNous avons étudié durant ce troisième chapitre les décompositions en ondelettes de Malvar quipermettent de dé�nir une transformation de Fourier à court terme adaptative. Durant les deuxpremiers chapitres, nous avions abordé la décomposition en ondelettes comme une base orthogo-nale possédant des propriétés particulières ou permettant d'analyser un signal avec une approchemultirésolution. Avec la décomposition en ondelettes de Malvar, nous nous intéressons plus parti-culièrement à sélectionner la meilleure représentation TF du signal, nous nous rapprochons ainsides méthodes TF classiques telles que le spectrogramme ou la transformée de Wigner-Ville. Leschapitres suivants vont poursuivre dans cette même voie.Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme de découpage 1D non-uniforme nouspermettant de dé�nir une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme. La méthode pro-posée nous permet de �xer un cadre général de décomposition en fonction '-non-uniforme, car,comme nous allons le voir dans les deux derniers chapitres, l'axe temporel n'est pas le seul à pou-voir être découpé selon le formalisme présenté dans ce chapitre. Ce qui va nous amener vers unedécomposition entièrement non-uniforme conjointement dans le domaine temporel et fréquentiel.Dans un second temps, nous avons remis en cause les di�érentes fonctions de coût proposéesdans la littérature qui ne mesurent pas, selon nous, la pertinence d'une coupure. A�n de pouvoirdéterminer si une coupure permet de séparer deux composantes, nous avons introduit un arbre dedistances spectrales. Les applications sur des signaux EEG ou audio donnent des résultats pertinentsen terme d'information. L'extension à la dimension 2 de la méthodologie permet d'envisager di�é-remment la décomposition en ondelettes de Malvar 2D. En e�et, le découpage résultant correspondà une partition globale de l'image en blocs ne contenant au maximum que deux composantes. Cecinous permet d'imaginer une chaîne de traitement robuste qui serait constituée de ce découpage,puis d'un ra�nement basé simplement sur un test d'hypothèse binaire.Ce chapitre, tout en ouvrant certaines pistes pour des recherches futures, illustre les limites dela décomposition en ondelettes de Malvar 2D. Mais, comme nous l'avons dit, l'axe temporel n'estpas le seul à pouvoir être découpé par des fenêtres régulières. L'axe fréquentiel peut lui aussi êtretransformé suivant la même méthodologie. Ceci nous conduit tout naturellement à la décomposi-tion en paquets d'ondelettes, mais avec des ondelettes particulières : les ondelettes de Meyer. Nousétudions cette nouvelle décomposition dans le chapitre suivant.
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Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4Chapitre 4Construction d'une décomposition enpaquets d'ondelettes de Meyer4.1 IntroductionNous proposons dans ce chapitre une méthode de calcul pour une décomposition en paquetsd'ondelettes de Meyer. Le point de départ de notre travail est l'étude de Kolaczyk menée dansle cadre de la décomposition simple en ondelettes de Meyer [57]. Le principe général, suggéré parMeyer [74], puis par Auscher et al. [5], consiste à utiliser un système de division tel qu'il est conçupour les ondelettes de Malvar, mais dans le plan fréquentiel. Ceci a pour avantage, par rapportaux méthodes �classiques� de décomposition en ondelettes, de dé�nir des �ltres à support compactdans le domaine fréquentiel. La généralisation de cette méthode numérique aux paquets d'ondelettesnous permet de proposer une nouvelle représentation numérique plus adaptée pour des problèmesd'analyse ou de séparation des di�érents éléments d'un signal.A partir de cette nouvelle représentation, une méthode 1D permettant d'extraire les di�érentescomposantes d'un signal est établie. Cet algorithme est illustré sur des signaux synthétiques, maisaussi sur les signaux EEG et audio. Avec ces di�érents exemples, nous allons mettre en évidence lacomplémentarité de cette approche avec celle proposée dans le cadre des ondelettes de Malvar.L'extension à la dimension 2 de la base d'ondelettes ainsi que de l'algorithme de séparationdes di�érents composants nous permet de dé�nir un cadre d'étude adapté à des problématiques desegmentation. Nous illustrons l'extension 2D sur les images analysées dans le chapitre 3, ainsi quesur des textures issues de la base d'images du GDR ISIS.4.2 Les ondelettes de Meyer4.2.1 Théorie continueLes ondelettes de Meyer peuvent être considérées comme une amélioration des ondelettes sinc(sinus cardinal), ou appelées ondelettes de Littlewood-Paley [94]. Les ondelettes sinc correspondentà un découpage fréquentiel parfait et sont basées sur une analyse multirésolution telle que [94] :� V0 est l'espace des fonctions à bande limitée à [��; �]. Donc Vl correspond à l'espace desfonctions à bande limitée à h�2�l�; 2�l�i.140



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer� W0, l'espace complémentaire à V0 dans V�1 tel que V�1 = V0�W0, correspond aux fonctionsà bande limitée à [�2�;��] [ [�; 2�]. Donc Wl correspond à l'espace des fonctions à bandelimitée à h�2�l+1�;�2�l�i [ h2�l�; 2�l+1�i.Nous rappelons que la projection d'une fonction f 2 Vl sur Vl+1 correspond à son approximationpasse-bas, et que l'information perdue lors de cette projection (la partie passe-haut) est engendréepar l'espace complémentaire Wl+1. La �gure 4.1 indique l'analyse ainsi construite.
Fig. 4.1 � Décomposition par les ondelettes sinc (visualisation des fréquences positives)La fonction d'échelle �, telle que la collection (�(t � k)k2Z soit une base de V0, s'écrit�(t) = sin �t�t :La fonction d'ondelette  associée, telle que la collection ( (t� k)k2Z soit une base deW0, s'écrit (t) = sin(�t=2)�t=2 cos(3�t=2):La base d'ondelettes est alors donnée par l;k(t) = n2l=2 �2lt� k�ol;k2Z ;où  l;k(t), k 2 Z, est une base pour les fonctions de support h�2�l+1�;�2�l�i[ h2�l�; 2�l+1�i.L'ensemble f l;kgl;k2Z constitue une base de L2(R) [94].La résolution fréquentielle des fonctions d'ondelette et d'échelle, ainsi dé�nies, est idéale. Toute-fois, elles sont à support temporel in�ni, avec une décroissance en 1=t. La représentation associée vaavoir une très mauvaise résolution temporelle. Le principe des ondelettes de Meyer est de lisser le casidéal de la fonction sinc. Il faut alors construire une fonction d'échelle qui véri�e l'orthogonalité etles contraintes d'échelle de l'analyse multirésolution, et qui soit plus régulière que le sinus cardinal.Pour construire la fonction d'échelle de Meyer, une fonction de coupure de régularité variable,est utilisée. Elle est dé�nie par r(t) = ( 0 si t � 01 si t � 1et r(t) + r(1� t) = 1 pour tout t:On retrouve une dé�nition identique dans le cadre des ondelettes de Malvar. La fonction d'échellede Meyer � s'exprime alors en fonction de r [72]b�(�) = 8>><>>: 1 si j�j � 1=3cos(�2r(3 j�j � 1) si 1=3 < j�j � 2=30 sinon : (4.1)141



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.2 � Fonction d'échelle de Meyer (a) Fonction temporelle �(t) (b) Le module de la transforméede Fourier ���b�(�)���Nous indiquons sur la �gure 4.2 un exemple de fonction � construite à partir d'une fonction rpolynomiale [57].La fonction �, introduite dans l'équation (4.1), dé�nit une analyse multirésolution [94]. On peutalors trouver une fonction périodique H(�) 2 L2 [0; 2�] telle queb�(2�) = (1=p2)H(�)b�(�):H(�), �ltre passe-bas, peut s'écrire comme [94]H(�) = p2Xn b�(2� + 2n): (4.2)Nous reprenons dans la �gure 4.3 la preuve graphique de la dé�nition de H(�) proposée parVetterli et Kovacevic [94].

Fig. 4.3 � Illustration graphique de b�(2�) = �Pn b�(2� + 2n)� b�(�)A�n de construire la fonction d'ondelette  associée, nous utilisons la relation liant le �ltrepasse-bas H au �ltre passe-haut G dans le cas d'une décomposition orthogonale [94]G(�) = e�i2��H�(� + 1=2)= �ei2�� Xn b�(2(� + 1=2) + 2n)p2= �ei2�� Xn b�(2� + 1 + 2n)p2 (4.3)Alors la fonction d'ondelette est dé�nie parb (�) = (1=p2)G(�=2)b�(�=2)142



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer= �ei�� �b�(� + 1) + b�(� � 1)� b�(�=2)= 8>><>>: e�i�� sin ��2r (3 j�j � 1)� si 1=3 < j�j � 2=3e�i�� cos ��2r �32 j�j � 1�� si 2=3 < j�j � 4=30, sinon : (4.4)Nous reprenons dans la �gure 4.4, la preuve graphique de la dé�nition du �ltre G(�) proposéedans [94]. Un exemple d'ondelette de Meyer est donné dans la �gure 4.5.
Fig. 4.4 � Illustration graphique de la construction de l'ondelette de MeyerThéorème 8 La collection de fonction ( l;k)l;k2Z dé�nie par  l;k(x) = 2l=2 (2lx � k), avec  véri�ant la relation (4.4), forme une base de L2(R). [5]L'ondelette de Meyer est une fonction C1(R). Elle a un support compact dans le domainefréquentiel, et une décroissance temporelle très rapide. Sa régularité est identique à celle de lafonction de coupure r.Toutefois, les ondelettes de Meyer n'ont représenté pendant de nombreuses années �qu'un� intérêtthéorique, car les �ltres associés G et H n'ont pas d'expression simple en fonction de ei2��. En e�et,le �ltre discret h [n] ne peut pas être utilisé e�cacement dans un algorithme informatique. Puisquela séquence h [n] a une décroissance très rapide, la première solution proposée permettant de calculerla décomposition de signaux discrets avec des ondelettes de Meyer, consiste à borner arbitrairementle �ltre. Ceci permet ensuite d'utiliser l'algorithme de transformée rapide en ondelettes proposépar Mallat présenté dans le premier chapitre. Cette méthode est utilisée, par exemple, pour lesondelettes de Battle-Lemarié [67].

(a) (b)Fig. 4.5 � L'ondelette de Meyer (a) Fonction temporelle  (t) (b) Le module de la transformée deFourier ��� b (�)��� 143



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4Cependant, si nous bornons la séquence h [n], nous ne respectons plus le système élaboré dansle domaine continu, la décomposition n'est plus orthogonale et inversible parfaitement. De plus,nous retrouvons un système �classique� où les �ltres sont à support temporel �ni, et donc à supportfréquentiel in�ni.La seconde solution consiste à découper le signal directement dans le plan fréquentiel. Nous rap-portons dans le paragraphe suivant, cette seconde méthode qui permet de développer numérique-ment un algorithme de décomposition en ondelettes de Meyer, tout en respectant les caractéristiquescitées précédemment (notamment un support fréquentiel borné).4.2.2 Réalisation numériqueL'idée de base, pour développer l'algorithme numérique de décomposition en ondelettes de Meyer,repose sur une adaptation de la décomposition de Malvar, que nous avons présentée dans le chapitre3, au plan fréquentiel. Cette idée fut présentée par Meyer [74], Auscher et al. [5] puis reprise endétail et programmée en langage Matlab par Kolaczyk durant sa thèse en 1994 [57]. Dans la suite dece paragraphe, nous reprenons en détail les principes exposés par Kolaczyk permettant la réalisationnumérique de l'algorithme de décomposition.4.2.2.1 Restriction aux fréquences positivesEtant donné la symétrie hermitienne de la transformée de Fourier, il faut tout d'abord �xer larelation qui existe entre les restrictions des parties réelles et imaginaires des fréquences positives,et les projections des fréquences négatives. Nous notons la transformée de Fourier d'une fonction fpar bf = f1+ if2 et un intervalle de fréquence négative par �I = [�b+ 1;�a]. Alors les projectionsde f1 et f2 sur �I peuvent s'obtenir directement de leurs projections sur I = [a; b� 1] en utilisantla relation suivante [57] (T�If1) [�] = (TIf1) [��](T�If2) [�] = �(TIf2) [�] ) 8� 2 ]�1; 0] : (4.5)Notons que dans l'équation précédente nous reprenons la notation introduite dans le chapitre3 : TIf correspond à la restriction de la fonction f sur l'intervalle I . Cette relation permet departitionner uniquement l'axe des fréquences positives, la décomposition totale sera ensuite obtenuepar extension.4.2.2.2 Calcul des corrélations avec la fonction d'ondeletteSoit le module de la fonction d'ondelette wI0(�) = ��� b (�)���; alors, à partir de l'équation (4.4),l'ondelette peut s'écrire [57] b (�) = wI0(�)e�i��= wI0(�) (cos(��)� i sin(��)) : (4.6)Si nous reprenons la terminologie de la décomposition de Malvar, nous remarquons sur la �gure4.4 que la fonction wI0(:) est une fenêtre de support I0 = h12 ; 1h (ainsi que l'intervalle symétrique144



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer�I0). D'après l'équation (4.4), nous constatons que la segmentation n'est pas brutale, mais qu'ilexiste un recouvrement de 16 à gauche I0 de et de 13 à droite de I0.Plus généralement, l'ondelette à l'échelle l et à la position k telle que  l;k(x) = 2l=2 (2lx �k) correspond à une fenêtre wIl(�) = wI0(2l�) dé�nie sur l'intervalle Il = h2�l�1; 2�lh avec unrecouvrement de 2�l6 à gauche et 2�l3 à droite [5]. La réalisation de la projection est identique à cellede l'opérateur de restriction TIl de la décomposition de Malvar introduit dans le chapitre 3 avec,au point de coupure 2�l�1; un recouvrement � = 2�l6 ; et au point de coupure 2�l; un recouvrement� = 2�l3 . Nous pouvons écrire, à partir de l'équation (4.6) et des propriétés de changement d'échelleet de translation de la transformée de Fourier (=( (at)) = 1a b (�=a) et =( (t� k)) = b (�)e�2i�k�),la transformée de Fourier de la fonction  l;k par [57]b l;k(�) = 2�l=2wIj(�)�cos(2�(k+ 12)2l�)� i sin(2�(k+ 12)2l�)�= ul;k(�)� ivl;k(�): (4.7)On constate que les contributions de la partie réelle et imaginaire de b l;k(�) sont, respectivement,impaire/paire et paire/impaire aux points extrêmes de l'intervalle Ij . Si l'on reprend les principesintroduits dans le cadre des transformées trigonométriques locales (chapitre 3), on en déduit lespolarités qui doivent être utilisées pour l'opérateur TIf lors de la restriction des parties réelleset imaginaires mais aussi que les ondelettes de Meyer peuvent être représentées, dans le domainefréquentiel, en utilisant des bases locales de polarités (�;+) pour la partie réelle, et des bases localesde polarités (+;�), donc correspondant respectivement à la transformée DST-III et DCT-III 1.Le calcul des coe�cients d'ondelettes continus d�l;k s'écritd�l;k = hf;  l;ki = Z� f1 (�)ul;k (�)d� � Z� f2 (�) vl;k (�)d�: (4.8)A�n de pouvoir combiner les coe�cients correspondant à la partie réelle et imaginaire, Kolaczyk[57] déduit de l'équation (4.8) deux relations :d�l;k + d�l;�(k+1)2 = Z� f1 (�)ul;k (�) d�;d�l;k � d�l;�(k+1)2 = Z� f2 (�) vl;k (�) d�: (4.9)A�n de faire apparaître, à droite des relations, les transformées trigonométriques locales, la partiegauche de l'équation (4.9) est modulée par 2(�1)k+1. Plus précisément 2,d�<l;k = (�1)k+12 �d�l;k + d�l;�(k+1)�= Z 10 f1 (�)s 2lglwIl sin �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)�d�avec lgl = 2�let,1. Les transformées DST_III et DCT_III ont des polarités identiques aux transformées DST_IV et DCT_IV,mais avec une symétrie et antisymétrie, non plus autour de - 12 et N � 12 , mais 0 et N .2. On utilise la propriété (�1)n cos(x) = cos(x+ n�) 145



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4d�=l;k = (�1)k+12 �d�l;k � d�l;�(k+1)�= Z 10 f2 (�)s 2lglwIl cos �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)�d�sont les coe�cients correspondant aux projections des parties réelles et imaginaires positives debf sur l'intervalle Ij .Pour réaliser un algorithme numérique, nous nous plaçons maintenant dans le cadre des signauxdiscrets à durée limitée. Dans ce cas, les coe�cients d'ondelettes discrets dl;k s'écriventdl;k = N=2X�=0 f1 [�]ul;k [�]� N=2X�=0 f2 [�] vl;k [�] :Puisque le signal est à durée limitée (avec les problèmes de bords que cela pose), Kolaczyk dé�nitune décomposition en ondelettes de Meyer périodique. Pour cela, le coe�cient continu d�l;�(k+1)est substitué par dl;N2l�k�1 3 dans l'équation (4.9), on obtient alorsdl;k + dl;N2l�k�12 = N=2X�=0 f1 [�]ul;k [�] ;dl;k � dl;N2l�k�12 = N=2X�=0 f2 [�] vl;k [�] :Comme dans le cas L2(<), nous pouvons exprimer les projections des parties réelles et imaginairesde bf en fonction des coe�cients des transformées en cosinus et sinus locales discrètes par modulationdes relations d<l;k = (�1)k+12 �dl;k + dl;N2l�k�1�= N=2�1X�=0 f1 [�]s 2lglwIl [�] sin �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)� ;d=l;k = (�1)k+12 �dl;k � dl;N2l�k�1�= N=2X�=0 f2 [�]s 2lglwIl [�] cos �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)� : (4.10)Puisque nous sommes dans un cadre discret wIl correspond à une fenêtre régulière dé�nie surl'intervalle Il = hN2�l�1; N2�l � 1i avec un recouvrement égal à la partie entière de �2�lN6 � àgauche et un recouvrement égal à la partie entière de �2�lN3 � à droite.3. Sachant qu'à l'échelle l nous avons un vecteur de coe�cient de longueur N2l , donc si on considère que lescoe�cients sont périodiques alors d�l;�(k+1) = dl;N2l�k�1:146



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de MeyerNous déduisons 4 de la précédente équation, l'opération combinant les projections de la partieréelle et imaginaire qui permet de calculer les coe�cients d'ondelettes à l'échelle l [57]dl;k = 8<: (�1)k+1 �d=l;k + d<l;k� , si k = 0; ::; 2�l�1� 1(�1)k+1 �d=l;2�l�k�1 � d<l;2�l�k�1� , si k = 2�l�1; ::; 2�l� 1 : (4.11)Dans l'équation (4.10), nous retrouvons la formulation que nous avions introduite lors de l'étudedes ondelettes de Malvar (chapitre 3) : la décomposition en ondelettes de Meyer correspond bienà une restriction sur des intervalles Il des parties réelles et imaginaires de bf (avec des polaritésadaptées) suivie d'une décomposition trigonométrique locale).L'algorithme de décomposition en ondelettes de Meyer périodique se résume numériquement à :{ Restriction de la partie relle positive de bf Il = hN2�l�1; N2�l � 1i avec une polarit(�;+) et comme zone de recouvrement �N2�l3 ; N2�l+13 � : bd<l;k = TIlf1{ Restriction de la partie imaginaire positive de bf Il = hN2�l�1; N2�l � 1i avec une polarit(+;�) et comme zone de recouvrement �N2�l3 ; N2�l+13 � : bd=l;k = TIlf2{ Calcul des transformes trigonomtriques locales : d<l;k = DST _III(bd<l;k) et d=l;k = DCT _III(bd=l;k){ Combinaison des coe�cients d<l;k et d=l;k selon la relation (4.11) a�n d'obtenir dl;k.Du fait de l'orthogonalité des projections, la reconstruction peut être réalisée simplement. Lesprojections TIlf1 et TIlf2 peuvent être reconstruites à partir des coe�cients d'ondelettes par trans-formée trigonométrique inverse (après séparation des coe�cients d'ondelettes entre la partie réelleet imaginaire) TIlf1 [�] = s 2lgl 2l�1�1Xk=0 d<l;k sin �(k + 1=2) �lgl (� � 2l�1)� ;TIlf2 [�] = s 2lgl 2l�1�1Xk=0 d=l;k cos �(k + 1=2) �lgl (� � 2l�1)� : (4.12)Ensuite on calcule les termes T �IlTIlf1 [�] et T �IlTIlf2 [�] (correspondant à un déploiement de lafonction autour des points de coupure) grâce à l'opérateur de repliement adjoint U� introduit dansle cadre de la décomposition en ondelettes de Malvar. Puisque la projection est orthogonale, c'est-à-dire que T �IlTIlT �Il0TIl0 = 0 pour tout l 6= l0, et que les intervalles adjacents sont de polarités opposées,4. Ceci à partir de deux points. Tout d'abord, le nombre de points de �d<l;k	 et �d=l;k	 est égal à 2�l�1 (et non à2�l comme les coe�cients d'ondelettes). Ceci est dû à la symétrie autour de 2�l�1 symbolisée par 2�l � k� 1. Il enrésulte que d<l;k = d=l;k = 0 lorsque k = 2�l�1:::2�l � 1, et d<l;2�l�1�k�1 = d=l;2�l�1�k�1 = 0 lorsque k = 0:::2�l�1 � 1.La deuxième astuce réside simplement dans la relation (�1)k+1(�1)k+1 = 1.147



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4nous pouvons reconstruire bf à partir de la relation suivante :bf =Pl (PIlf1 + iPIlf2)avec PIlf1 = ( T �IlTIlf1 [�] , si � � 0T �IlTIlf1 [��] , si � < 0 ;et PIlf2 = ( T �IlTIlf2 [�] , si � � 0�T �IlTIlf2 [��] , si � < 0 : (4.13)Toutefois, nous constatons dans la relation (4.13) que la somme sur l est in�nie. Or, en pratique,le nombre d'échelles est limité, donc la somme doit être �nie. Il faut dé�nir la trame qui conservel'information �basse-fréquence� non codée dans les échelles d'ondelettes. A cette trame va corres-pondre la fonction d'échelle dé�nie dans l'équation (4.1). La réalisation numérique du calcul descoe�cients associés à la trame, proposée par Kolaczyk, fait l'objet du paragraphe suivant.4.2.2.3 Calcul des corrélations avec la fonction d'échelleSoit eweI0(�) = ���b�(�)���; si nous reprenons la terminologie de la décomposition en ondelettes deMalvar, la fonction eweI0(:) est une fenêtre dé�nie sur l'intervalle eI0 = h�12 ; 12i. D'après l'équation(4.1), nous avons un recouvrement de 16 à gauche et 16 à droite.Plus généralement, la fonction d'échelle à la position k et à l'échelle l telle que �l;k(x) = 2l=2�(2lx�k) correspond à une fenêtre eweIl(:) = eweIl(2l:) dé�nie sur l'intervalle eIl = h�2�l�1; 2�l�1i avec unrecouvrement de 2�l6 à gauche et 2�l6 à droite [57]. Comme pour le calcul des coe�cients d'ondelettes,l'opérateur TeIl de la décomposition de Malvar permet la restriction de bf à l'intervalle eIl avec, aupoint de coupure �2�l�1; � = 2�l6 ; et au point de coupure 2�l�1; � = 2�l6 . En suivant le mêmeraisonnement que pour l'équation (4.7) (translation et changement d'échelle de la transformée deFourier), nous pouvons écrire la transformée de Fourier de la fonction �l;k par :b�l;k(�) = 2�l=2b�(2l�)e�i2��2lk= 2�l=2 eweIl(�) �cos(2�k2l�)� i sin(2�k2l�)�= eul;k(�)� ievl;k(�):Dans ce cas, les contributions de la partie réelle et imaginaire de b�l;k(�) sont, respectivement,paire/paire et impaire/impaire aux points extrêmes de l'intervalle eIl. On en déduit que la fonctiond'échelle peut être représentée en utilisant des bases locales de polarités (+;+) pour la partie réelle,et des bases locales de polarités (�;�) pour la partie imaginaire, donc correspondant, respective-ment, à la transformée DCT-I et DST-I (voir chapitre 3).Le calcul des coe�cients de la trame c�l;k dans le cas d'une décomposition en ondelettes de Meyerdans L2(R) est dé�ni par :c�l;k = hf; �l;ki = Z� f1 (�) eul;k (�)d� � Z� f2 (�) evl;k (�)d�: (4.14)En suivant le même raisonnement que pour les coe�cients d'ondelette, nous nous plaçons dansle cas des signaux discrets à durée limitée. Ensuite les coe�cients d'ondelette sont modulés a�nd'obtenir des transformées trigonométriques locales. Les coe�cients nc<l;ko2�l+1�1k=0 correspondant à148



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyerla partie réelle s'écrivent alorsc<l;0 = cl;0;c<l;2k = (�1)kp2 (cl;k + cl;2�l�k)= N=2�1X�=0 f1 [�]s 2lgl eweIl [�] cos �k �lgl (� + 2�l�1)� ;c<l;2k+1 = 0;et les coe�cients nc=l;ko2�l+1�1k=0 correspondant à la partie imaginaire s'écriventc=l;0 = 0;c=l;2k = (�1)k+1p2 (cl;k � cl;2�l�k)= N=2�1X�=0 f2 [�]s 2lgl eweIl [�] sin �k �lgl (� + 2�l�1)� ;c=l;2k+1 = 0:Nous en déduisons l'opération combinant les coe�cients c<l;k et c=l;k permettant de calculer lescoe�cients de la trame à l'échelle l,cl;k = 8>>><>>>: c<l;0, si k = 0(�1)kp2 �c=l;2k � c<l;2k� , si k = 1; ::; 2�l�1(�1)kp2 �c=l;2�l�k � c<l;2�l�k� , si k = 2�l�1 + 1; ::; 2�l� 1 : (4.15)A partir des propriétés précédentes, l'algorithme du calcul de la trame, pour une décompositionen ondelettes de Meyer périodique, se résume numériquement à :{ Restriction de la partie relle positive de bf eIl = h�N2�l�1 + 1; N2�l�1 � 1i avec commepolarit (+;+) et comme zone de recouvrement �N2�l6 ; N2�l6 � : bc<l;k = TeIlf1{ Restriction de la partie imaginaire positive de bf eIl = h�N2�l�1 + 1; N2�l�1 � 1i aveccomme polarit (�;�) et comme zone de recouvrement �N2�l6 ; N2�l6 � : bc=l;k = TeIlf2{ Calcul des transformes trigonomtriques locales : c<l;k = DCT _I(bc<l;k) et c=l;k = DST _I(bc=l;k){ Combinaison des coe�cients c<l;k et c=l;k a�n d'obtenir cl;k.Les projections TeIlf1 et TeIlf2 peuvent être reconstruites à partir des coe�cients d'ondelettes partransformée trigonométrique inverse :TeIlf1 [�] = c<l;0plgl +s 2lgl 2l+1�1Xk=1 c<l;k cos �k �lgl (� + 2l�1)� ;TeIlf2 [�] = s 2lgl 2l+1�1Xk=1 c=l;k sin �k �lgl (� + 2l�1)� : (4.16)149



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4Puis, on calcule les projections T �eIlTeIlf1 [�] et T �eIlTeIlf2 [�] grâce à l'opérateur de repliement adjointU�. A�n de concevoir l'algorithme complet de reconstruction, il su�t de constater que la projectionassociée à la trame est orthogonale à celle associée aux coe�cients d'ondelettes, c'est-à-dire queT �eIlTeIlT �Il0TIl0 = 0 pour tout l; l0, et que les intervalles adjacents de eIl (à savoir Il et �Il) sont depolarités opposées. Nous en déduisons alors la relation �nale nous permettant de reconstruire bf àpartir des coe�cients d'ondelettes et de la trame ( L nombre d'échelles de décomposition)bf = "T �eILTeILf1 + LXl=1 PIlf1#+ i "T �eILTeILf2 + LXl=1 PIlf2# :Pour conclure sur le développement numérique des ondelettes de Meyer, nous présentons sur la�gure 4.6 les di�érentes fenêtres associées aux fonctions d'ondelettes et d'échelle pour une décom-position en 3 échelles. Sur cette �gure, nous faisons apparaître les di�érents intervalles fIlgl=1;2;3et eI3, ainsi que la polarité des restrictions associées. Nous constatons que les polarités sont bienalternées.La �gure 4.6 met en évidence une limitation qui n'a pas été formulée dans ce paragraphe. Lesupport fréquentiel de la fonction d'ondelettes  1, qui correspond à la première échelle d'ondelettes,et donc des fenêtres wI1 et w�I1 , dépasse le domaine fréquentiel des données [�N=2 + 1; N=2� 1].A�n de pouvoir utiliser cette fenêtre sur des signaux à durée limitée, nous la tronquons dans le planfréquentiel, en faisant une coupure brutale en -1/2 et 1/2 sans recouvrement.
Fig. 4.6 � Fonctions d'ondelettes et d'échelle : fenêtres associées (nous indiquons entre parenthèseles polarités pour les projections de la partie réelle). Notons que les fonctions présentées ne sont pasnormées.4.2.3 Propriétés de la décomposition discrète en ondelettes de MeyerNous étudions les di�érentes propriétés de la transformée en ondelettes de Meyer discrète. Le cal-cul dans le domaine fréquentiel, et non temporel, est la principale di�érence de cette décompositionpar rapport aux ondelettes numériques �classiques�, ce qui implique des �ltres à support temporelin�ni. Nous étudions dans ce paragraphe la décroissance des fonctions d'ondelettes ainsi que sesconséquences sur la localisation temporelle dans une décomposition discrète. A l'inverse, nous avonsune meilleure séparation fréquentielle, et nous illustrons ceci sur un signal synthétique composé dedi�érents atomes temps-fréquence. 150



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b) (c) (d)Fig. 4.7 � A�chage de log (j (t)j) pour t > 1=2 en utilisant une fonction rampe r 2 Cp(<) de degrévariable : (a) p = 0 (b) p = 1 (c) p = 2 (d) p = 34.2.3.1 Décroissance de la fonction d'ondeletteLa décroissance de la fonction d'ondelette de Meyer va dépendre de la fonction de coupure r. Sir est de degré p alors b 2 Cp(<) : l'indice de décroissance de  augmente avec p. Dans la �gure 4.7,nous reprenons les courbes présentées par Kolaczyk dans son mémoire de thèse. Sur ces courbes, lafonction log (j (t)j) ; avec t > 1=2, est tracée pour di�érentes valeurs de p. A titre de comparaison,la droite log(e�t) (correspondant donc à une décroissance exponentielle) est elle aussi représentée.Logiquement, on remarque que la décroissance de la fonction  s'accélère lorsque p augmente. Ene�et, la courbe log (j (t)j) �quitte� le modèle exponentiel pour un t supérieur lorsque p augmente.4.2.3.2 Localisation temporelleL'utilisation de �ltres à support temporel in�ni va avoir pour conséquence une localisation tempo-relle plus faible que les décompositions basées sur des �ltres à support compact comme les �ltres deDaubechies. A�n d'évaluer cette localisation à di�érentes échelles, nous décomposons une fonctionDirac avec des ondelettes Symmlet-8, et des ondelettes de Meyer (dé�nies pour p = 3).Nous présentons sur la �gure 4.8, l'énergie des coe�cients pour trois échelles de décompositions(échelle 1,3 et 5). Le résultat optimal serait de n'avoir des coe�cients d'ondelette non nuls qu'à laposition correspondant à la discontinuité. En pratique, les coe�cients sont nuls lorsque le supportde l'ondelette ne comprend pas de discontinuités. On constate sur la �gure 4.8 que les di�érencesentre les deux représentations sont à peine visibles. Seules les échelles les plus grossières, lorsquel'ondelette est très dilatée, présentent un nombre de coe�cients non nuls autour de la discontinuitéplus important pour les ondelettes de Meyer. Toutefois, les amplitudes de ces coe�cients de Meyer�parasites� sont très faibles par rapport au coe�cient correspondant à la discontinuité (sur la �gurequi correspond à la distribution d'énergie ils n'apparaissent presque pas). De plus, la taille del'intervalle des coe�cients signi�catifs, encadrant une discontinuité, reste minime pour les ondelettesde Meyer.A�n de quanti�er l'e�et de dispersion, dû aux ondelettes de Meyer, Kolaczyk a mesuré l'énergiedes coe�cients autour des positions des discontinuités. Il a montré que cette énergie est très proche decelle d'une décomposition classique (di�érence de 4 % par rapport à des ondelettes de Daubechies-6) [57]. Ceci con�rme que la localisation temporelle des ondelettes de Meyer est très proche desondelettes classiques à support temporel borné.151



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b) (c)Fig. 4.8 � Décomposition du dirac avec l'ondelette de Meyer (trait plein) et l'ondelette Symmlet-8:(a) Echelle 1 (b) Echelle 3 (c) Echelle 5
(a) (b) (c)Fig. 4.9 � Décomposition du signal Atomes sur 2 échelles : (a) representation theorique (b) décom-position avec des ondelettes Symmlet-8 (c) décomposition avec des ondelettes de Meyer avec p = 34.2.3.3 Séparation fréquentielleComme nous l'avons dit, le calcul des coe�cients d'ondelettes directement dans le plan fréquen-tiel nous permet d'utiliser des �ltres à support fréquentiel �ni. Ceci se traduit par une meilleurelocalisation fréquentielle, et donc une meilleure séparation des di�érentes bandes. A�n d'illustrercette propriété, nous décomposons un signal composé de trois atomes TF. Ce signal va présentertrois pics distincts dans le plan fréquentiel à des positions di�érentes. Dans ce cas, le résultat opti-mal serait de n'avoir sur chacune des échelles qu'un atome (la coordonnée fréquentielle de chacundes atomes étant �xée à une valeur adéquate). Nous présentons sur la �gure 4.9a le signal originalainsi que la représentation TF associée. Le premier atome ne doit apparaître que sur la premièreéchelle (fréquence : �N2�2; N2�1�); le second sur la deuxième échelle (fréquence : �N2�3; N2�2�),en�n le troisième sur la trame (fréquence : �0; N2�3�). On constate, sur la décomposition avec lesondelettes Symmlet-8, que la séparation entre les bandes de fréquences n'est pas excellente (�gure4.9b). Par exemple, le troisième atome présent sur la trame débute autour de la position 2500, alorsqu'il ne devrait apparaître qu'à partir de la position 5500. En fait, un certain nombre de coe�cientsde la zone 2500-5500 proviennent du deuxième atome. On en déduit que le support fréquentiel in�nidu �ltre a des conséquences non négligeables. On constate que la décomposition en ondelettes deMeyer sépare d'une façon presque optimale les di�érents atomes (�gure 4.9c). Le seul défaut visiblese trouve sur la première échelle dans la zone 3000-5000. Ceci est dû au large recouvrement de lafenêtre associée. Mais d'une façon générale, nous concluons que la décomposition en ondelettes deMeyer apporte une amélioration très sensible par rapport aux décompositions �classiques�.Pourtant, le schéma de décomposition présenté ci-dessus est limité, car il ne correspond qu'à152



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyerune partition de l'espace fréquentiel en intervalles hN2�l�1; N2�li. Nous allons généraliser cettereprésentation en utilisant la théorie des paquets d'ondelettes mais en conservant le principe de lapartition dans l'espace fréquentiel.4.3 Les paquets d'ondelettes de Meyer pour le signalLa décomposition en ondelettes de Meyer peut être limitée si l'on désire étudier certains signaux,car la division de l'axe fréquentiel n'est pas assez souple. En e�et, la première échelle d'ondelettecorrespond à l'intervalle de fréquence [N=4; N=2] qui est de taille non négligeable. Si le signal étudiépossède, par exemple, deux atomes TF dans cet intervalle, ils ne pourront pas être dissociés. C'estpourquoi nous devons construire une décomposition qui va rediviser cet intervalle, et tous les autres,d'une façon récursive, jusqu'à la séparation des di�érents éléments du signal. La théorie des paquetsd'ondelettes permet cette redivision.4.3.1 Rappel sur les paquets d'ondelettes 1DEn utilisant les �ltres H et G, une séquence de fonctions est dé�nie récursivement suivant [96]: 00 4= �; l+12j 4= hlj lj ; l+12j+1 4= glj lj: (4.17)La collection de ces fonctions, pour l = 0; 1; :::, correspond à ce que nous appellerons les paquetsd'ondelettes associés à H et G. Les formules récursives (4.17) permettent un arrangement sous laforme d'un arbre binaire (�gure 4.10).
Fig. 4.10 � Construction des paquets d'ondelettesA partir de cette dé�nition, nous construisons une collection de bases. Deux propriétés impor-tantes peuvent être démontrées.Théorème 9 Les fonctions n lj [t� k] : j; k 2 Z; j � 0o sont une base de l2(Z): [96]Corollaire 1 Si H et G sont des �ltres miroirs en quadrature, alors n lj [t� k] : j; k 2 Z; j � 0oest une base orthonormée de l2(Z): [96]Si l'on considère que n lj [t � k] : 0 � k < lgjo est une base orthonormée d'un sous-espace ferméde l2 [0; N � 1] noté W lj , le corollaire nous permet d'écrire que W lj = W l+12j �W l+12j+1 (un noeud père153



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4est divisé en deux sous-espaces orthogonaux), et plus généralement que W 00 = �2l�1j=0 W lj , pour toutl � 0. Cette propriété est importante pour dé�nir un algorithme de reconstruction.La localisation fréquentielle des paquets d'ondelettes est plus compliquée à étudier que pour lesautres décompositions. En e�et, si l'on considère dans l'équation (4.17) que le �ltre hlj correspondsimplement à la dilatation d'un facteur 2l du �ltre passe-bas h, alors ce �ltre ne jouera pas toujoursle rôle de passe-bas durant la décomposition. hlj va soit jouer le rôle de passe-bas, soit de passe-hautselon les espaces étudiés. Il est caractérisé par une fonction de permutation introduite par Coifmanet Wickerhauser. Pour résumer, nous pouvons dire quehlj est un considéré comme un �ltre ( passe-bas si j est pairpasse-haut si j est impair :Ceci in�uence alors le support fréquentiel des fonctions  lj . Soit cette fonction correspond audétail de l'espace W l�1j=2 , soit à l'information passe-bas. A�n de pouvoir dé�nir que chaque fonc-tion  lj a comme support fréquentiel l'intervalle dyadique I lj tel que I lj = h�Nj2l + 1;�N(j+1)2l i [hNj2l ; N(j+1)2l � 1i, nous avons �xé quehlj = 8<: h �2l�� si j est pairg �2l�� si j est impair et glj = 8<: g �2l�� si j est pairh �2l�� si j est impair (4.18)A partir du support fréquentiel des fonctions de paquets d'ondelettes, on peut déduire les pro-priétés suivantesThéorème 10 Si � est une partition dyadique disjointe de [0; N � 1], alors n lj;k : I lj 2 �; 0 � k < lgIljoforme une base de l2 [0; N � 1] : [96]Corollaire 2 Si H et G sont des �ltres miroirs en quadrature et � est une partition dyadiquedisjointe de [0; N � 1], alors n lj;k : I lj 2 �; 0 � k < lgIljo est une base orthonormée de l2 [0; N � 1] :[96]Une partition fréquentielle disjointe va correspondre à la notion d'arbre admissible que nousavions introduite dans le chapitre 3. Nous rappelons qu'un arbre admissible correspond à un arbrebinaire pour lequel chaque noeud a 0 ou 2 �ls. Cet arbre admissible correspond à une base sélection-née parmi la collection construite à partir des relations récursives (équation (4.17)). La méthode desélection peut être l'algorithme Best-Basis de Coifman-Wickerhauser présenté dans le chapitre 3.Si l'on note A l'ensemble correspondant à un arbre admissible, alors du second corollaire, on endéduit que l2 [0; N � 1] = W 00 = �(j;l)2AW lj .La région TF correspondant à la concentration maximum de l'énergie de l'atome  lj;k est ap-proximée par le bloc d'Heisenberg suivant : [2lk; (2l+1)k]�hj2�l; (j + 1)2�li. Cette dé�nition nouspermet, comme nous l'avons présenté dans le chapitre 3, d'illustrer chaque décomposition discrèteen paquets d'ondelettes par une image TF.4.3.2 Réalisation de la décomposition en paquets d'ondelettes de MeyerSi l'on applique les relations de l'équation (4.17) dans le domaine fréquentielb l+12j (�) = H lj(�) b lj(�);b l+12j+1(�) = Glj(�) b lj(�):154



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyeravec les �ltres H et G dé�nis dans le cadre de la décomposition en ondelettes de Meyer (équations(4.2) et (4.3)), alors les fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer peuvent être calculées à toutesles échelles.Le �ltre H lj correspond à un �ltre passe-bas appliqué à l'échelle l sur un ensemble ayant poursupport fréquentiel hj2�l; (j + 1)2�l � 1h. On peut donc dé�nir le �ltre H lj en fonction de H parH lj (�) = H(2l(� + j2�l))La translation en j présente dans la dé�nition du �ltre est une conséquence de notre choix dedé�nir directement le �ltre hlj en fonction h et de ne pas utiliser la relation (4.18).Le �ltre Glj est obtenu à partir de la relation Glj(�) = e�i2��H l�j (� + 1=2). Nous proposons doncque les �ltres H lj et Glj soient dé�nis pour tout l; j parH lj(�) = p2Xn b� �2l(2� + j2�l) + 2n�= p2Xn b� �2l+1� + 2n+ j�Glj(�) = �ei2l+1��p2Xn b� �2l+1� + 2n+ 1 + j� (4.19)Nous présentons, sur la �gure 4.11, les quatre fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer del'échelle 2 construites à partir de l'équation (4.19) avecb 20(�) = 12H10 (�)H00(�)b�(�);b 21(�) = 12G10(�)H00(�)b�(�);b 22(�) = 12H10 (�)G00(�)b�(�);b 23(�) = 12G10(�)G00(�)b�(�):
Fig. 4.11 � Module de la transformée de Fourier des fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer àl'échelle 2 (Fréquence positive et fonctions non normées).Nous allons maintenant adapter au calcul des paquets d'ondelettes de Meyer [17], les méthodesnumériques proposées par Kolaczyk, et présentées dans le premier paragraphe. Du fait de la relation(4.17), la réalisation numérique de la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer se dé�nitrécursivement. Comme pour la décomposition en ondelettes, l'intervalle des fréquences traitées estréduit aux fréquences positives. La partie négative est calculée par extension grâce à la relation(4.5) présentée dans le premier paragraphe. 155



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 44.3.2.1 Calcul des coe�cients de paquets d'ondelettes associés à b l+12j avec j > 0
Fig. 4.12 � Construction de la fonction  l+12j à partir de  lj et H lj. La taille des zones de recouvre-ment, ainsi que la polarité du repliement dans le cas de la partie réelle sont indiquées4.3.2.1.1 Dé�nition de l'intervalle Nous nous plaçons à une échelle l donnée de la projection.b lj a alors pour support hj2�l; (j + 1)2�lh plus une zone de recouvrement dé�nie à droite et à gauchede cet intervalle. A�n d'obtenir la fonction b l+12j , le �ltreH lj est appliqué. D'après la dé�nition (4.19),H lj a un support égal àhj2�l � 2�l�1 + n2�l+1; j2�l + 2�l�1 + n2�l+1hn2Z :Le support de la fonction b l+12j est donc égal à l'intersection des deux intervalles, c'est-à-dire(comme nous pouvons le voir sur la �gure 4.12)I l+12j = hj2�l; (j2�l + 2�l�1)h= h(2j)2�l�1; (2j + 1)2�l�1h :4.3.2.1.2 Dé�nition du recouvrement Un intervalle I lj a deux zones de recouvrement res-pectivement notées �lj à sa droite, et �lj�1 à sa gauche. D'après la dé�nition de I lj , nous constatonsque la borne gauche du nouvel intervalle I l+12j est identique à celle de I lj et la coupure en ce point aété réalisée à une échelle précédente. La zone de recouvrement à gauche est donc identique à cellede I lj et a été dé�nie à une échelle précédente. En revanche, la zone de recouvrement à droite deI l+12j correspond à la nouvelle division. D'après les équations (4.1) et (4.19) ce recouvrement est égalà 2�l�16 .D'une façon générale, les tailles des zones de recouvrement sont dé�nies par récurrence suivantrecouvrement de I l+12j ) ( �l+12j = 2�l�16 à droite�l+12j�1 = �lj�1 à gauche : (4.20)L'initialisation est �xée par la première coupure �00 = 16 (la première fenêtre correspondant à �).Il faut noter que la zone de recouvrement peut devenir supérieure à la taille de l'intervalle. Ceci nouscontraint à un calcul récursif des partitions, car on ne peut pas calculer localement la restriction dela fonction bf sur un intervalle, indépendamment des repliements e�ectués aux échelles précédentes.156



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer4.3.2.1.3 Dé�nition des polarités et transformées Si l'on respecte les dé�nitions du para-graphe 4.2, et d'après l'équation (4.19), les polarités au nouveau point de coupure j2�l+2�l�1 sont,respectivement, (�;+) 5 pour la partie réelle et (+;�) pour la partie imaginaire. La partition aupoint j2�l a été calculée à une échelle précédente et correspond à des polarités identiques (ceci estvrai pour la première échelle et s'étend alors par récurrence). Nous en déduisons que les polaritésde l'intervalle associé à b l+12j correspondent à la transformée en sinus DST-III pour la partie réelleet en cosinus DCT-III pour la partie imaginaire.4.3.2.2 Calcul des coe�cients de paquets d'ondelettes associés à b l+12j+1
Fig. 4.13 � Construction de la fonction  l+12j+1 à partir de  lj et Glj. La taille des zones de recouvre-ment, ainsi que les polarités du repliement dans le cas de la partie réelle sont indiquées.Nous appliquons le même raisonnement pour déterminer l'intervalle, les recouvrements, les po-larités et les transformées associés à b l+12j+1.A�n d'obtenir la fonction b l+12j+1 à partir de la fonction b lj , nous appliquons le �ltre Glj . D'aprèsla dé�nition (4.19), Glj a un support égal àh(j + 1)2�l � 2�l�1 + n2�l+1; (j + 1)2�l + 2�l�1 + n2�l+1hn2Z :La fonction b l+12j+1 correspond alors à un intervalle (cf �gure 4.13)I l+12j+1 = h(2j + 1)2�l�1; (2j + 2)2�l�1hSelon le même principe que pour b l+12j , les zones de recouvrement doivent être dé�nies parrécurrence recouvrement de I l+12j+1 ) ( �l+12j+1 = �lj à droite�l+12j = 2�l�16 à gauche : (4.21)Les polarités au nouveau point de coupure j2�l + 2�l�1 sont (-,+) pour la partie réelle et (+,-)pour la partie imaginaire. Le repliement autour du point (j + 1)2�l a été calculé à une échelleprécédente et correspond à des polarités identiques. Les polarités de l'intervalle associé à  l+12j+1correspondent donc à la transformée en sinus DST-III pour la partie réelle et en cosinus DCT-IIIpour la partie imaginaire. Tous ces paramètres sont résumés sur la �gure 4.13.5. Nous utilisons dans un souci de simplicité la notation (�,�), qui avait été introduite précédemment pour indiquerla polarité aux deux extrémités d'un intervalle. Ici, elle indique la polarité à droite et à gauche du point de coupure.157



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4Finalement, si l'on se place dans le cas d'un signal à durée limitée, les projections de la partieréelle et imaginaire dans une décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer s'écrivent (pour8j > 0) d<l;j;k = N=2�1X�=0 f1 [�]s 2lglwIlj [�] sin �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)� ;d=l;j;k = N=2�1X�=0 f2 [�]s 2lglwIlj [�] cos �(k + 1=2) �lgl (� � 2�l�1)� ;avec wIlj une fenêtre de support hNj2�l; N(j + 1)2�l � 1i ayant un recouvrement dé�ni par leséquations (4.20) et (4.21) selon si j est paire ou impaire (et en substituant dans ces équations 2�l�16par partie entière de �2�l�1N6 �).En suivant le même principe que pour les ondelettes de Meyer, nous combinons les projectionscorrespondant aux parties réelles et imaginaires a�n d'obtenir les coe�cients de paquets d'ondelettesde Meyer discrets périodiques :dlj;k = 8<: (�1)k+1 �d=l;j;k + d<l;j;k� , si k = 0; ::; 2�l�1� 1(�1)k+1 �d=l;j;2�l�k�1 � d<l;j;2�l�k�1� , si k = 2�l�1; ::; 2�l� 14.3.2.3 Calcul des coe�cients de paquets d'ondelettes associés à b l+10Nous allons nous intéresser au cas de la trame (j = 0). La fonction b l+10 est dé�nie, à chaqueéchelle, par b l+10 = H l0 b l0= 2(l+1)=2Xn b� �2l+1� + 2n� b l0= H(2l�) b l0Sachant que  00 = �, on constate que le calcul des coe�cients de paquets d'ondelettes de latrame reste identique au cas des ondelettes �simples�. A�n de calculer les coe�cients de paquetsd'ondelettes de Meyer dl0;k, toutes les relations exprimées dans la paragraphe 4.2.2.3 pour le calculde la trame dans une décomposition en ondelettes sont donc utilisées à nouveau.4.3.2.4 Algorithme et reconstructionPour un signal de longueur �nie égale à N , l'algorithme de décomposition en paquets d'ondelettesde Meyer périodique se résume àPour l variant de 1 L.{ Pour j variant de 0 2l�1,Repliement de la partie relle positive de bf autour du point (2j+1)N2l avec une polaritpositive gauche et ngative droite et une zone de recouvrement partie_entire�N2�l6 �158



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de MeyerRepliementde la partie imaginaire positive de bf autour du point (2j+1)N2l avec une po-larit ngative gauche et positive droite et une zone de recouvrement partie_entire�N2�l6 �{ Calcul des transformes trigonomtriques locales : dl;<0;k = DCT _I(TeIl0f1) et dl;=0;k = DST _I(TeIl0f2){ Combinaison des coe�cients dl;<0;k et dl;=0;k a�n d'obtenir dl0;k.{ Pour j variant de 1 2l,Calcul des transformes trigonomtriques locales : dl;<j;k = DST _III(TIljf1) et dl;=j;k =DCT _III(TIljf2)Combinaison des coe�cients dl;<j;k et dl;=j;k a�n d'obtenir dlj;k.L'algorithme décrit ci-dessus est résumé sur la �gure 4.14.
Fig. 4.14 � Algorithme de décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer. Nous indiquons les pointsde repliement traités à chaque échelle (notés avec le symbole U), ainsi que la taille de la zone derecouvrement associée. Les transformées trigonométriques indiquées correspondent au traitement dela partie réelle de bfA�n de pouvoir dé�nir simplement l'algorithme de reconstruction, il faut que les paquets d'on-delettes de Meyer véri�ent W lj = W l+12j �W l+12j+1. La preuve est immédiate grâce au lemme 2 si l'onconsidère que les �ltres H lj et Glj sont miroirs en quadrature. Mais, les propriétés des opérateurs derestriction peuvent aussi constituer une manière di�érente de le démontrer dans le cas des paquetsd'ondelettes de Meyer. Après avoir calculé les transformées trigonométriques inverses sur chaqueintervalle de coe�cients, nous obtenons les ensembles TIljfi [�], comme pour la transformée en onde-lettes (équations (4.12) et (4.16)).On calcule les termes T �IljTIljf1 [�] et T �IljTIljf2 [�] grâce à l'opérateurde repliement adjoint U�. Puisque la projection est orthogonale, c'est-à-dire que T �IljTIljT �Il0j0TIl0j0 = 0pour tout l 6= l0 � j 6= j0, et que les intervalles adjacents sont de polarités opposées, nous pouvonsécrire que T �IljTIljf1;2 [�] = T �Il+12j TIl+12j f1;2 [�]� T �Il+12j+1TIl+12j+1f1;2 [�] :Si l'on note A l'ensemble correspondant à un arbre admissible sélectionné par un algorithme de159



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4meilleure base, alors la fonction bf peut être reconstruite à partir de la relation suivantebf [�] = P(l;j)2A�PIljf1 [�] + iPIljf2 [�]� ;avec PIljf1 [�] = 8>>>><>>>>: T �eIl0TeIl0f1 [�] , si j = 0T �IljTIljf1 [�] , si � � 0 et j > 0T �IljTIljf1 [��] , si � < 0 et j > 0 ;et PIljf2 [�] = 8>>>><>>>>: T �eIl0TeIl0f1 [�] , si j = 0T �IljTIljf2 [�] , si � � 0 et j > 0�T �IljTIljf2 [��] , si � < 0 et j > 0 : (4.22)4.3.3 Propriétés de la décomposition en paquets d'ondelettes de MeyerNous allons étudier les propriétés de la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer. Il nousfaut aborder la perte de localisation temporelle par rapport à des décompositions avec des �ltresà support temporel �ni, mais aussi l'apport dans la séparation fréquentielle des di�érents élémentsdu signal.4.3.3.1 Résolution temporelleComme pour la décomposition en ondelettes de Meyer, l'utilisation de �ltres à support temporelin�ni a pour conséquence une dégradation de la résolution temporelle par rapport à des �ltres àsupport temporel compact. A�n de mesurer cette di�érence, pour diverses échelles, et di�érentesprojections, nous décomposons une fonction Dirac, avec des paquets d'ondelettes Symmlet-8 et despaquets d'ondelettes de Meyer.
Fig. 4.15 � Décomposition d'un dirac sur 5 échelles de paquets d'ondelettes. Nous présentons l'éner-gie des coe�cients pour un plan par échelle (le comportement sur les autres plans est identique). Entrait continu les ondelettes Symmlet-8, en pointillé les ondelettes de MeyerNous présentons sur la �gure 4.15, l'énergie des coe�cients des deux décompositions sur cinqéchelles pour des plans donnés. On constate que les di�érences entre les deux représentations sont àpeine visibles pour les échelles les plus �nes. Aux échelles plus grossières, lorsque l'ondelette est plus160



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyerdilatée, le nombre de coe�cients d'amplitude non négligeable est légèrement plus important pour lespaquets d'ondelettes de Meyer. Toutefois, l'écart est très faible (quelques coe�cients de di�érence).Logiquement, nous retrouvons les constatations faites lors de l'étude de la décomposition simple enondelettes de Meyer.4.3.3.2 Séparation fréquentielleL'importance d'une meilleure séparation fréquentielle dans le cas des paquets d'ondelettes, estprépondérante par rapport à la décomposition classique, car les paquets cherchent à séparer, à traversla construction d'une collection de bases, chaque élément du signal. A�n d'illustrer les di�érencesentre les paquets d'ondelettes de Meyer et les �ltres à support temporel �ni, nous réutilisons le signalsynthétique �coif2� composé de six atomes TF (nous rappelons sur la �gure 4.16 la représentationTF théorique associée).
Fig. 4.16 � Signal constitué de 6 atomes TF, et sa représentation TF théoriqueNous indiquons sur la �gure 4.17 les décompositions obtenues sur deux échelles par les paquetsd'ondelettes de Meyer et les paquets d'ondelettes Symmlet-8 (les échelles suivantes présentent descaractéristiques identiques). On constate que la séparation fréquentielle n'est pas excellente pour ladécomposition avec les ondelettes Symmlet-8. Certains atomes, annotés sur les plans de projectionavec des �èches, apparaissent d'une façon erronée dans certaines bandes de fréquence. L'énergie del'erreur peut être très importante, comme pour le quatrième atome du signal, qui correspond à unefréquence 0.2, et que l'on retrouve dans les bandes [0.25,0.5] ou [0.25,0.375]. La décomposition enpaquets d'ondelettes de Meyer permet une séparation quasi-parfaite des atomes (pour cela, il fautbien sûr sélectionner la meilleure base au sens d'un critère).Si nous sélectionnons la meilleure base selon un critère entropique grâce à l'algorithme Best-Basisprésenté dans le chapitre 3, une représentation TF peut être estimée sous forme de rectangle d'Hei-senberg. Nous présentons sur la �gure 4.18 les trois représentations extraites de la décomposition dusignal �coif2� en paquets d'ondelettes de Daubechies, de Symmlet, et de Meyer. On remarque toutd'abord que la représentation associée aux ondelettes Symmlet est meilleure que celle des ondelettesde Daubechies. Les �ltres de daubechies D4 sont plus courts dans le domaine temporel que ceuxassociés à l'ondelette de Symmlet, et ont donc une résolution fréquentielle plus faible. Ceci entraîneune dispersion de l'énergie des atomes sur plusieurs bandes de fréquence. On constate que la re-présentation associée aux ondelettes de Meyer extrait d'une façon plus précise les di�érents atomesprésents dans le signal (symbolisés par des cercles) avec une concentration de l'énergie à la position161



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.17 � Décompositions du signal coif2 sur 2 échelles de paquets d'ondelettes : (a) OndelettesSymmlet-8 (nous indiquons avec des �êches les atomes qui ne devraient pas apparaître sur certaineséchelles, si la séparation fréquentielle était correcte) (b) Ondelettes de Meyer.

(a) (b) (c)Fig. 4.18 � Représentation TF du signal coif2 calculée à partir de la meilleure base sélectionnéesur 4 échelles de paquets d'ondelettes : (a) Ondelettes Daubechies-4 (b) Ondelettes Symmlet-8 (c)Ondelettes de Meyer.théorique des atomes. Cet exemple illustre la supériorité des paquets d'ondelettes de Meyer sur lesautres bases pour une problématique d'analyse ou de séparation des composants d'un signal.4.4 Algorithme de �séparation� 1DA partir des propriétés de séparation fréquentielle des paquets d'ondelettes de Meyer, nous pro-posons un algorithme permettant d'extraire les di�érents composants d'un signal [17].4.4.1 Hypothèses et principesL'algorithme proposé va s'appliquer sur les signaux que l'on nomme �stationnaires par partie�.Nous avons abordé cette classe de signaux dans le chapitre 3. Nous rappelons ici brièvement leurspropriétés. Ces signaux peuvent se modéliser sous la forme d'une somme de composants qui sontstationnaires sur un intervalle �xé et nul autre part. Les signaux de ce type peuvent s'exprimer dela façon suivante 162



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyers [t] = 8>>>>><>>>>>: y1 [t] , pour t 2 [0; t1 � 1] avec by1 [�] dé�ni sur [�11; �12]y2 [t] , pour t 2 [t1; t2 � 1] avec by2 [�] dé�ni sur [�21; �22]::::yn [t] , pour t 2 [tn�1; tn � 1] avec byn [�] dé�ni sur [�n1; �n2] : (4.23)Notons que les intervalles fréquentiels de chaque composant sont continus dans le modèle exposé,mais qu'ils peuvent être disjoints.Pour séparer et faire apparaître les di�érentes composantes du signal, une décomposition enpaquets d'ondelettes de Meyer est bien adaptée du fait de son excellente séparation fréquentielle.Toutefois, cette décomposition correspond à une collection de bases, et nécessite la sélection dela base optimale pour un critère donné. Si l'on utilise les critères couramment proposés dans lalittérature (comme l'entropie, ou une mesure d'énergie), nous n'obtenons pas forcément le résultatescompté, car ces mesures sont une évaluation de la distribution de l'énergie des coe�cients, et nonune mesure du degré de séparation des composantes du signal. L'algorithme Best-Basis sélectionnela représentation qui minimise la somme des coûts, mais la distribution spatiale de l'énergie descoe�cients sur chacune des échelles n'est jamais prise en compte.Nous avons mis l'accent sur cette particularité dans le chapitre 3 à propos de la décompositionen ondelettes de Malvar. Et pour �améliorer� la sélection de la meilleure base, nous avons proposéde mesurer entre deux sous-fenêtres temporelles l'écart des spectres estimés. De la même façon, sinous voulons extraire les di�érentes composantes d'un signal qui se localisent à des coordonnéestemporelles et fréquentielles di�érentes, nous allons plutôt utiliser un critère mesurant la séparationpar deux sous-fenêtres fréquentielles des di�érentes composantes du signal. Si l'on reprend la mo-délisation introduite dans l'équation (4.23), la décomposition optimale correspond à une projectionsélectionnée pour chaque composant yi [t]. Pour cela, puisque chaque composant se concentre surun intervalle temporel borné et disjoint des autres, nous allons modéliser la distribution temporellede l'énergie pour chacune des fenêtres fréquentielles, puis évaluer si le comportement temporel del'énergie de deux sous-fenêtres ��ls� di�ère d'une façon importante.Nous introduisons une fonction ET qui symbolise la distribution temporelle de l'énergie descoe�cients d'ondelettes. La sélection de la meilleure représentation va donc s'e�ectuer grâce à unemesure notée � dé�nie par : � �dl2j ; dl2j+1� = ET (dl2j) \ET ET (dl2j+1)avec \ET une mesure de ressemblance entre 2 distributions temporelles.A partir de cette fonction de coût, nous pouvons décider si la division en deux d'un intervallefréquentiel permet de séparer certains composants du signal.4.4.2 Enveloppe et mesure d'intersection4.4.2.1 Evaluation de la distribution de l'énergie en fonction du temps : fonction ETIl faut dé�nir une fonction qui permet de modéliser l'évolution temporelle de l'énergie du signalpour une certaine bande de fréquences. Pour cela, nous reprenons les méthodes proposées dans lesalgorithmes de segmentation de textures par décomposition de Gabor ou en ondelettes [59]. En e�et,163



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4une image composée de di�érentes textures peut s'apparenter à un signal 2D stationnaire par partie,ou chacun des composants yi [tx; ty ] correspond à une texture. Comme pour ces algorithmes, nousallons utiliser la notion d'enveloppe a�n de mesurer la disposition spatiale de l'énergie : ET (dlj) vacorrespondre à l'enveloppe du signal �dlj�k .L'enveloppe d'un signal dé�ni sur un support fréquentiel borné se calcule généralement parl'intermédiaire du signal analytique. Pour un signal s(t), le signal analytique es(t) est dé�ni pares(t) = s(t) + iHs(t); avec Hs la transformée de Hilbert de s, suivant Hs(t) = 1� R+1�1 s(�)t�� d�:L'enveloppe du signal original est alors le module du signal analytique es(t).Toutefois, Laine a montré sur des exemples numériques que cette méthode de calcul de l'enveloppepouvait être très sensible au bruit et réclamait un temps de calcul assez important [59]. Il a doncproposé une seconde méthode d'estimation de l'enveloppe basée sur les passages par 0 du signal.Elle est plus robuste, plus simple à calculer, et permet d'obtenir une enveloppe plus �approximée�,résultat plus adapté à notre problématique, à savoir extraire globalement l'évolution temporelle del'énergie.Dans cette méthode, le maximum absolu entre deux passages par 0 de la courbe est tout d'aborddétecté, puis cette valeur est assignée à chaque point élément de cet intervalle. Nous présentons surla �gure 4.19 un exemple de calcul d'enveloppe par la méthode des passages par 0 appliquée sur unsignal Doppler.
Fig. 4.19 � Calcul de l'enveloppe d'un signal Doppler par la méthode des passages par 0Si nous notons �z(l;j)i �i2Z l'ensemble des points correspondant à un passage par 0 du signal�dlj�k, alors notre fonction ET (dlj) est dé�nie parET (dlj) [k] = maxt2[zi�1;zi] ���dlj;t��� ; avec k 2 [zi�1; zi]Il nous faut maintenant introduire la fonction de coût qui va évaluer le degré de ressemblanceentre deux enveloppes calculées sur deux projections di�érentes.4.4.2.2 Fonction de coût : � (:)A�n de mesurer le degré de ressemblance entre deux enveloppes, nous calculons la courbe corres-pondant à la �quantité� d'énergie commune à chaque instant aux deux espaces fréquentiels. Cetteintersection des deux enveloppes peut être dé�nie par la courbe passant par tous les minima desdeux courbes. En e�et, la valeur minimum des deux enveloppes correspond à la quantité communed'énergie à un instant donné. Nous dé�nissons donc cette ressemblance par :dlj \E dlj+1 = N=2l�1Xk=0 min(dlj;k; dlj+1;k)164



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b) (c)Fig. 4.20 � Calcul du degré de ressemblance des deux enveloppes : (a) les deux enveloppes (b) lacourbe d'intersection dlj [E dlj+1 = 330 (c) la courbe d'union dlj \E dlj+1 = 690Toutefois, a�n d'évaluer l'importance de l'intersection par rapport à l'énergie commune modéliséepar les deux enveloppes, nous dé�nissons l'opération d'union entre les courbes. Cette union se calculepar une courbe passant par tous les maxima. L'énergie commune se calcule donc par :dlj [E dlj+1 = N=2l�1Xk=0 max(dlj;k; dlj+1;k):La fonction de coût est alors dé�nie par :� �dlj ; dlj+1� = dlj \E dlj+1dlj [E dlj+1Nous illustrons ces di�érentes mesures sur deux exemples simples correspondant à deux en-veloppes gaussiennes. Dans le premier cas (�gure 4.20), les deux enveloppes sont situées à descoordonnées temporelles proches. Il faut alors considérer dans ce cas que la division fréquentiellen'apporte rien à la séparation des composants du signal. Si l'on calcule la courbe d'intersection etd'union, on trouve des valeurs respectivement égales à 330 et 690, ce qui correspond à une mesurede coût égale à 0.5.Dans le second cas (�gure 4.21), les deux enveloppes sont nettement distinctes. La divisionfréquentielle met donc en évidence deux composants du signal. La courbe d'intersection correspondà une valeur 47, alors que la courbe d'union correspond à une valeur 973. Nous avons donc uncoût égal à 0.05. Le coût est 10 fois inférieur au précédent, on constate que cette division peut êtreconsidérée comme signi�cative par la fonction de coût.4.4.3 Choix de la meilleure représentationNous avons dé�ni une mesure qui permet d'évaluer l'indice de séparation des composants d'unsignal par division de l'espace fréquentiel. Nous allons utiliser cette fonction de coût avec la décom-position en paquets d'ondelettes de Meyer a�n de dé�nir un algorithme d'extraction des di�érentscomposants d'un signal. On débute à l'échelle la plus �ne (correspondant aux fenêtres fréquentiellesles plus petites), et pour chacune des paires de fenêtres, nous mesurons à l'aide de la fonction �l'indice de séparation des di�érents composants du signal. Puis nous comparons les di�érents coûtsà une valeur seuil symbolisant les divisions �signi�catives�. Lorsque le coût est inférieur à la valeurseuil la coupure est alors sélectionnée. 165



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b) (c)Fig. 4.21 � Calcul du degré de ressemblance des deux enveloppes : (a) les deux enveloppes (b) lacourbe d'intersection dlj [E dlj+1 = 47 (c) la courbe d'union dlj \E dlj+1 = 973Notre algorithme di�ère de Best-Basis car il ne cherche pas à minimiser un coût, mais à sélec-tionner, en fonction d'un seuil, des divisions signi�catives. Nous avons donc modi�é l'algorithmeBest-basis : lorsque une division est considérée comme signi�cative à une échelle �ne, toutes lesdivisions correspondant à ses noeuds pères doivent être sélectionnées.L'algorithme de recherche meilleure base va donc se dé�nir de la façon suivante :{ Soit Alj un boolen indiquant si la coupure correspondant au noeud d'indice (j; l) estslectionne; soit Elj le cot associ,{ Pour l variant de L� 2 0;Pour j variant de 0 2l � 1Si Elj < �ET alors la partition entre I l+12j et I l+12j+1 est slectionne: 8<: Alj = 1El�1j=2 = Eljsinon la partition est rejete : Alj = 0Une dernière étape doit être ajoutée à notre algorithme, permettant de rejeter les cas où l'in-formation présente dans la fenêtre fréquentielle n'est pas signi�cative, mais due au bruit ou à l'ap-proximation numérique. Car dans ce cas la mesure de similarité est peu robuste, et nous pouvonsavoir des phénomènes de sur-segmentation.Nous étudions la répartition de l'énergie entre les deux fenêtres après partition. Si l'énergiedu père se di�use massivement dans l'une des deux fenêtres, on considère que l'autre fenêtre necontient pas d'information signi�cative et elle ne sera pas étudiée, ainsi que toutes les sous-fenêtresassociées. Cette étude commence à l'échelle la plus grossière pour aller vers les échelles les plus �nes.L'algorithme se décline de la façon suivante :{ SoitM lj un boolen indiquant si la fentre frquentielle d'indice (j; l) est signi�cative ou non,{ Pour l variant de 1 L� 1, 166



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.22 � Signal de test composé de 3 atomes TF : (a) représentation TF théorique (b) Meilleurebase sélectionnée par notre algorithmeDe j variant de 0 2l � 1,Si M l�1j=2 = 0 alors la fentre pre ne contient pas d'information signi�cative, la fentretudie est rejete : M lj = 0sinon Si 


dlj


2 = 


dl�1j=2


2 > �E alors la fentre est considre comme contenant de l'in-formation signi�cative: M lj = 1sinon M lj = 0Cette sélection des fenêtres est appliquée avant l'algorithme de recherche de meilleure base a�nde ne faire la recherche de divisions signi�catives que sur les fenêtres fréquentielles correspondant àde l'information.Notre algorithme nécessite la dé�nition de deux seuils : �ET et �E. Nous avons constaté numéri-quement que les réglages �ET 2 [0:1; 0:4] et �E 2 [0:001; 0:01] permettent d'obtenir les résultats lesplus probants.4.4.4 Applications4.4.4.1 Signaux de testNous avons appliqué tout d'abord notre algorithme sur deux signaux de tests. Nous pouvonsconstater sur les �gures 4.22 et 4.23 que notre algorithme sélectionne bien les fenêtres qui permettentde séparer les di�érents composants des signaux. A�n d'illustrer les di�érences avec les coûts telsque le coût entropique, nous décomposons le signal de la �gure 4.23 (signal �coif2�) sur 6 échelles etnous sélectionnons la meilleure base avec le coût entropique et avec l'indice de recouvrement. Lesreprésentations TF associées à ces deux �meilleure base� sont indiquées sur la �gure 4.24.Nous constatons que le coût entropique provoque une sur-segmentation de l'axe fréquentiel,entraînant une dispersion de l'énergie des atomes entre di�érentes projections. Comme nous l'avionsdéjà constaté sur la �gure 4.23, notre algorithme sélectionne les bandes de fréquences permettantd'isoler les di�érents atomes (avec quelques coupures supplémentaires dues au caractère dyadiquede la segmentation). De plus les bandes de fréquence ne contenant pas d'information signi�cative ne167



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.23 � Signal �coif2� composé de 6 atomes TF : (a) représentation TF théorique (b) Meilleurebase sélectionnée par notre algorithme
(a) (b)Fig. 4.24 � Signal �coif2� composé de 6 atomes TF : (a) représentation TF associée à la meilleurebase minimisant le coût entropique (b) représentation TF associée à la meilleure base sélectionnéepar notre algorithme (les zones hachurées correspondent à des intervalles fréquentiels rejetés). Surles deux �gures nous indiquons la division de l'espace fréquentiel.168



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.25 � Signal �coif2� composé de 6 atomes TF : (a) représentation TF associée à la meilleurebase sélectionnée par l'arbre des distances (b) représentation TF associée à la meilleure base sé-lectionnée par les enveloppes. Nous indiquons les densitées marginales calculées à partir des deuxreprésentations TFsont pas sélectionnées (le premier atome qui possède une énergie très faible par rapport aux autresa été supprimé, mais il peut s'apparenter à du bruit). Cet exemple illustre que la méthodologie departition proposée associée à une décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer permet d'obtenirune représentation optimale pour un algorithme de segmentation.L'algorithme proposé dans le chapitre 3 utilisant la décomposition de Malvar et celui utilisantla décomposition de Meyer présentent des similitudes. En e�et, ces deux algorithmes cherchent àséparer les composantes du signal en appliquant un découpage, le premier dans le domaine temporel,le second dans le domaine fréquentiel. Si l'on calcule les densités marginales 6 associées aux deuxreprésentations TF sélectionnées par les deux algorithmes sur le signal �coif2�, nous mettons enévidence les parallèles existant entre ces deux méthodes.Nous indiquons sur la �gure 4.25 les di�érentes densités marginales calculées à partir des deuxreprésentations TF.Le premier algorithme sépare les composants selon leur similitude dans le domaine fréquentiel, cequi entraîne un découpage par �zone� de l'énergie dans le domaine temporel. A l'inverse, le secondalgorithme sépare les composants selon leur similitude dans le domaine temporel, ce qui entraîne undécoupage par �zone� de l'énergie dans le domaine fréquentiel. On peut voir sur la �gure 4.25 queces deux approches fournissent des résultats complémentaires. Lorsque l'on cherche à extraire uncomportement moyen dans le domaine temporel on utilise le premier algorithme, à l'inverse lorsquel'on cherche à extraire des bandes de fréquences caractéristiques des éléments du signal, on utilisele second algorithme.L'algorithme est ensuite utilisé sur des signaux réels de la Toolbox Wavelab [90]. Le premier estun signal sismique. Nous évaluons sa représentation TF à partir de la transformée de Wigner-Ville.6. Nous avons introduit les densités marginales associées à une représentation TF dans le chapitre 3.169



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b) (c)Fig. 4.26 � Signal sismic : (a) Décomposition de Wigner-Ville (b) Meilleure base sélectionnée parnotre algorithme (c) Représentation TF associée
(a) (b) (c)Fig. 4.27 � Signal de parole : (a) Décomposition de Wigner-Ville (b) Meilleure base sélectionnée parnotre algorithme (c) Représentation TF associéeNous pouvons voir sur la �gure 4.26a que le signal est formé de 4 composantes principales, quel'on retrouve parfaitement après application de notre algorithme, ainsi que sur la représentation TFassociée :� une composante basse fréquence [0:03; 0:04] qui se situe durant toute la secousse ,� une composante intermédiaire [0:04; 0:06] qui se situe au début de la secousse,� une composante plus haute fréquence [0:06; 0:125] qui se trouve globalement dans le mêmeintervalle de temps que la composante basse fréquence,� une composante �haute� fréquence [0:125; 0:25] se situant au début de la secousse.Le second signal réel est l'enregistrement vocal que nous avons déjà étudié (mot �greasy�). On voitapparaître sur la représentation de Wigner-Ville les di�érents phonèmes composant ce mot (�gure4.27a). A partir de notre décomposition, ces di�érents phonèmes sont mis en évidence. Seuls ceuxqui possèdent une énergie faible, se trouvant au début du signal, sont ignorés dans le découpage. Unalgorithme de segmentation permettant d'isoler temporellement chacun des phénomènes peut alorsêtre facilement appliqué. Si l'on compare la représentation TF de la �gure 4.27 avec celle associée à170



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.28 � Décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer du signal �Feather bed� (accent pri-maire sur le premier mot) sur 9 échelles : (a) Meilleure base sélectionnée par un cout entropique (b)Meilleure base sélectionnée par l'indice de recouvrement d'enveloppel'arbre des distances (chapitre 3, �gure 3.23), on constate que les résultats sont nettement di�érents :la décomposition en ondelettes de Malvar met plus en évidence les di�érentes harmoniques desphonèmes ainsi que leurs évolutions au cours du temps, en revanche la décomposition de Meyerextrait plus globalement les di�érentes composantes du signal. Comme nous l'avons vu avec lesignal �coif2�, ces deux approches sont complémentaires.4.4.4.2 Phonétique anglaiseNous avons appliqué la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer sur les enregistrementsvocaux associés à l'étude de l'intonation des mots composés anglais, application que nous avonsprésentée dans le chapitre 3. Notons que l'algorithme est utilisé sur les signaux débruités par laméthode du chapitre 3.Dans un premier temps nous faisons une comparaison entre une sélection de la meilleure baseselon le coût entropique et selon l'indice de recouvrement d'enveloppe. Sur la �gure 4.28 nousindiquons les deux représentations TF associées aux deux meilleures bases sélectionnées lors dela décomposition du signal �feather bed� avec l'accent primaire sur le premier mot. Comme nousl'avons déjà remarqué, le coût entropique provoque une importante segmentation de l'axe fréquentielet donc une dispersion de l'énergie dans di�érentes petites bandes fréquentielles. A l'inverse, le coût� permet d'obtenir un comportement �moyen� du signal en ne sélectionnant que de larges fenêtresfréquentielles. Il est certain que la base sélectionnée par le coût entropique est plus précise enprenant en compte les légères nuances, mais elle est aussi plus di�cilement interprétable. En termed'outil �phonétique�, le coût entropique obtient des résultats similaires à un sonographe, appareilqui s'apparente à un banc de �ltres découpant d'une façon constante l'axe fréquentiel.La décomposition par paquets d'ondelettes de Meyer associée au coût � permet d'extraire lecomportement moyen fréquentiel du signal : donc à l'inverse de la décomposition de Malvar où nousanalysons le signal grâce à la densité marginale temporelle, nous allons extraire la densité marginalefréquentielle F�. 171



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.29 � Décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer du signal �Feather bed� sur 9 échelles.Représentation TF et distribution marginale fréquentielle : (a) non intégré (b) intégréNous indiquons sur la �gure 4.29 les représentations TF associées aux deux versions de l'expres-sion �feather bed� ainsi que les fonctions F�. Logiquement, on constate que les deux formulationsde l'expression possèdent des fréquences fondamentales identiques. En revanche, la distribution del'énergie est di�érente selon l'accentuation. Les deux phonèmes <fea> et <be> ont leurs énergiesfréquentielles qui se concentrent entre 0 et 1500 Hz mais avec un maximum dans la bande [500; 800]pour <fea> et [250; 500] pour <be>. Quand l'accent est placé sur le second mot (�gure 4.29a) ontrouve les maxima d'énergie de la courbe F� dans l'intervalle [250; 500] correspondant à <be>. Al'inverse, lorsque l'accent est placé sur le premier mot, le maximum d'énergie est situé dans la bande[500; 800] correspondant à <fea>. On en conclut que la technique basée sur les ondelettes de Meyerpeut détecter l'accent primaire. Notons que la méthode basée sur les ondelettes de Malvar a été miseen échec sur cet exemple (�gure 3.32). En e�et, nous avions été obligés d'utiliser des connaissancesphonétiques sur cet exemple pour détecter l'accent primaire. Toutefois, avec les ondelettes de Meyer,il faut connaître la description fréquentielle de chacune des composantes pour conclure à partir dela densité F�. C'est pourquoi la partition temporelle reste nécessaire et complémentaire à la parti-tion fréquentielle. D'autant plus que l'approche basée seulement sur le découpage fréquentiel peutêtre elle aussi mise en échec dans la détection de l'accent primaire. Nous l'illustrons dans l'exemplesuivant.Nous indiquons sur la �gure 4.30 les représentations TF associées aux deux versions de l'expres-sion �a black bird� ainsi que la distribution marginale en fréquence. Dans ce cas, la distribution del'énergie est très similaire entre les deux accentuations. En e�et, <bla> et <bir> ont leurs énergiesfréquentielles distribuées entre 250 et 1500 (avec simplement plus d'énergie au-dessus de 900 Hzpour <bla>). Donc, que l'accent soit positionné sur les deux mots ou sur un seul ne modi�e pasla densité F�, si ce n'est, en proportion, plus ou moins d'énergie au dessus de 900 Hz. Dans ce cas,l'approche temporelle avec les ondelettes de Malvar est plus adaptée.En�n, nous indiquons sur la �gure 4.31 les représentations TF associées aux deux versions del'expression �nation wide� ainsi que les distributions F�. Le phonème <na> présente des fréquencesdans la bande [0; 1000] alors que le phonème <wi> se situe dans la bande [0; 1500] donc contientde plus hautes fréquences. Lorsque l'accent est placé sur le second mot (�gure 4.31a) on trouve lesmaxima de la courbe F� autour de 1000 Hz, correspondant à <wi>. A l'inverse, lorsque l'accent est172



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.30 � Décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer du signal � a black bird� sur 9 échelles.Représentation TF et distribution marginale fréquentielle : (a) non intégré (b) intégré

(a) (b)Fig. 4.31 � Décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer du signal �nation wide� sur 9 échelles.Représentation TF et distribution marginale fréquentielle : (a) non intégré (b) intégré173



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4placé sur le premier mot, ce maximum d'énergie est situé dans la bande [200; 500] correspondant à<na>.Cette application nous montre encore une fois que les deux approches, temporelle et fréquentielle,sont complémentaires et que lorsque l'une des deux est mise en échec l'autre la �remplace�. Cettesimple étude sur l'application des ondelettes dans des problèmes de détection d'accent ouvre denombreuses opportunités de collaboration avec les chercheurs en phonétique sur des problèmes pluscomplexes.4.4.4.3 Application à l'EEG
Fig. 4.32 � Représentation TF associée à la décomposition en paquet d'ondelettes de Meyer du signalEEG (voie 17,zone 2) dans une zone �question-réponse� et distribution temporelle des coe�cientsassociés à la bande comprenant 10 HzNous appliquons notre algorithme de partition sur les enregistrements EEG présentés dans lechapitre 2. A partir de la représentation TF associée à la meilleure base, on va étudier l'évolution desfréquences durant les di�érentes phases du protocole d'enregistrement des signaux (repos, question,ré�exion, réponse) [22].Comme nous l'avons vu avec l'algorithme de partition temporelle, le signal EEG ne se modélisepas forcément par des zones stationnaires. En e�et, l'activité n'est à aucun moment strictementconstante et subit en continu des �uctuations. Toutefois, certaines bandes de fréquences contien-nent des composantes qui ont un comportement homogène sur des intervalles temporels. On pourraitassimiler le signal EEG à une somme de composantes localement stationnaires, concentrées danscertaines bandes fréquentielles, à laquelle s'ajoutent des composantes non stationnaires. Dans cecas, l'algorithme de segmentation temporelle est souvent mis en échec car il ne peut pas extraireun intervalle temporel pour lequel le comportement du signal reste homogène (cf chapitre 3). Notredécoupage fréquentiel peut lui sélectionner des bandes correspondant à un comportement globale-ment homogène du signal. C'est pourquoi l'approche par les paquets d'ondelettes de Meyer a obtenudes résultats très encourageants sur l'EEG. Mais, puisque le signal ne se modélise pas parfaitementpar des composantes localement stationnaires et distinctes temporellement les unes des autres, nous174



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
Fig. 4.33 � Représentation TF associée à la décomposition en paquet d'ondelettes de Meyer du signalEEG (voie 9,zone 2) dans une zone �question-réponse� et distribution temporelle des coe�cientsassociés à la bande comprenant 10 Hzavons dû accepter un seuil de recouvrement élevé (égal à 0.4) a�n d'obtenir des représentationssatisfaisantes.Nous avons étudié localement le signal autour des phases de ré�exion, à partir des repères fournispar les maxima d'ondelettes, méthode introduite au chapitre 2. Nous présentons sur la �gure 4.32le découpage fréquentiel du signal EEG enregistré sur la voie 17 (cf chapitre 2) autour d'une zone�question-réponse�. On constate qu'un intervalle fréquentiel encadrant 10 Hz a été sélectionné. Orcomme nous l'avons précisé, l'étude réalisée sur l'EEG se concentre plus particulièrement sur le signal� qui a une fréquence moyenne d'environ 9 Hz, nous étudions la courbe correspondant à l'évolutiondes coe�cients associés à cette fenêtre fréquentielle. A partir de cette distribution nous constatonsque de l'énergie est présente d'une façon signi�cative jusqu'au début de la ré�exion, tout en ayantdiminué à l'amorce de la question. Ensuite le signal est d'amplitude faible durant la ré�exion. En�n,l'énergie commence à réapparaître au moment de la réponse pour ensuite se renforcer une fois lecycle terminé. Avec cette distribution des coe�cients, nous illustrons parfaitement le phénomènede désynchronisation des circuits neuronaux corticaux, avec une précision accrue par rapport à lareprésentation obtenue par découpage temporel (�gure 3.33).Nous présentons sur les �gures 4.33 et 4.34 le découpage fréquentiel du signal EEG enregistrésur la voie 9 autour de deux zones �question-réponse�. Sur la distribution représentée �gure 4.33,on remarque que l'énergie présente dans la bande incluant 10 Hz a un comportement similaire àl'enregistrement précédent. Toutefois, la �reprise� est plus marquée dès la �n de la ré�exion et ledébut de la réponse. Le signal de la �gure 4.34 présente, lui, un comportement di�érent. Comme lesdeux autres, l'énergie présente dans la bande comprenant 10 Hz décroît bien durant la question maisd'une façon plus lente, et surtout elle réapparaît durant la ré�exion. Ensuite, elle augmente d'unefaçon importante au début de la réponse. Ce signal met en évidence un autre type de comportementdes circuits neuronaux. Une étude plus approfondie sur un plus grand panel d'enregistrements eten collaboration avec des médecins est nécessaire pour émettre les conclusions �biologiques� qui175



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
Fig. 4.34 � Représentation TF associée à la décomposition en paquet d'ondelettes de Meyer du signalEEG (voie 9,zone 3) dans une zone �question-réponse� et distribution temporelle des coe�cientsassociés à la bande comprenant 10 Hzs'imposent. Mais avec ces trois analyses, nous mettons en évidence la potentialité de la méthodologiebasée sur les paquets d'ondelettes de Meyer dans l'interprétation des signaux EEG.Ces di�érents exemples (signaux de tests, vocaux et EEG) ont montré, à partir d'un exemplesimple d'algorithme de recherche de meilleure base, la potentialité de la décomposition en paquetsd'ondelettes de Meyer pour des problèmes d'analyse de signaux. L'utilisation d'un découpage parfenêtre dans le plan fréquentiel permet d'obtenir une représentation dans laquelle chaque élémentayant un support fréquentiel borné n'apparaît que sur une seule projection. La généralisation desprincipes de calcul de Kolaczyk permet de dé�nir un algorithme en paquets d'ondelettes de Meyerayant une complexité algorithmique raisonnable et sensiblement identique à celle des paquets d'on-delettes classiques. Notons que les paquets d'ondelettes de Meyer ont obtenu des résultats encoura-geants pour l'étude sur les signaux de radiocommunications (travail réalisé par X. Doussain dans lecadre d'un DESS). Nous allons étendre maintenant cette décomposition à la dimension 2.4.5 Extension à l'image des décompositions de Meyer4.5.1 Ondelettes de Meyer 2DPour la dimension 2, Kolaczyk [57] a créé un algorithme de transformée-reconstruction en on-delettes de Meyer basé sur le même principe que les extensions au 2D des bases associées à des�ltres à support temporel �ni, comme la base de Daubechies. Dans L2(<2) la base orthonormée deMeyer est composée de toutes les translations et dilatations dyadiques des trois fonctions de base�(x) (y), �(y) (x) et  (x) (y), où � et  sont les fonctions père et mère de la décomposition deMeyer 1D. Du fait du caractère séparable de cette base et de la nature de l'algorithme de décompo-sition qui s'applique sur un vecteur, il est facile de créer un algorithme pour la dimension 2 à partirdes méthodes de calcul proposées dans le cas 1D.Dans la décomposition en ondelettes de Meyer 2D, l'algorithme applique la projection 1D, telle176



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.35 � Construction d'une image de test à partir de 5 atomes TF 2D : (a) Image de test (b)Position dans le plan fréquentiel 2D des di�érents atomes
(a) (b)Fig. 4.36 � Décomposition sur une échelle d'une image de test de 5 atomes TF 2D : (a) Ondelettesde Daubechies (b) Ondelettes de Meyerqu'elle est dé�nie dans la première partie de ce chapitre, avec une fenêtre adaptée à l'échelle surchaque ligne de l'image originale, puis applique la projection 1D appropriée sur chaque colonne de lamatrice ainsi calculée. L'algorithme de reconstruction utilise ce même principe, à savoir traitementdes lignes et des colonnes avec la méthodologie 1D.A�n d'illustrer la décomposition en ondelettes de Meyer 2D, nous construisons une image testcomposée de 5 atomes TF 2D correspondant à des couples de fréquences (�x; �y) précis et à des posi-tions dans l'espace indépendantes les unes des autres. Nous indiquons sur la �gure 4.35 cette imagecomposée de 5 atomes TF 2D ainsi que les di�érentes coordonnées fréquentielles des composantes.Comme pour le cas monodimensionnel, l'utilisation d'un fenêtrage dans le domaine fréquentiel2D permet une meilleure séparation fréquentielle que l'utilisation de �ltres à support temporel �ni.Pour preuve, nous décomposons l'image de test sur une échelle (les échelles suivantes présentent desrésultats similaires) avec les ondelettes de Daubechies et les ondelettes de Meyer. Le résultat estindiqué sur la �gure 4.36.On constate, avec les ondelettes de Daubechies, que des atomes sont dans des bandes de fréquencequi ne correspondent pas. Par exemple, le fond de l'image qui a des coordonnées fréquentielles égalesà (0:3; 0:3) se distribue dans toutes les bandes, car sa position fréquentielle est proche des points177



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4de coupure. De même, l'atome 3 de coordonnées (0:35; 0:05) a son énergie dispersée dans le bloc[0; 0:25]� [0:25; 0:5] mais aussi [0; 0:25]� [0; 0:25]. Dans la décomposition en ondelettes de Meyerchaque atome se trouve entièrement localisé dans le bloc fréquentiel correspondant. Il apparaîtseulement quelques points parasites aux frontières des di�érents atomes dus aux discontinuitéscréées par le changement de modèle.4.5.2 Rappel sur les paquets d'ondelettes 2DComme pour la décomposition en ondelettes 2D, nous pouvons construire une base de paquetsd'ondelettes 2D dans L2(<2) où chaque élément de base est le produit séparable des fonctions depaquets d'ondelettes 1D  lj;j0(x; y) =  lj(x) lj0(y)Une base de paquets d'ondelettes 2D divise le plan de Fourier bidimensionnel en régions carréesde di�érentes tailles. Dans le cas monodimensionnel, nous avions un arbre binaire associé à la base depaquets d'ondelettes, dans le cas bidimensionnel nous avons un arbre �quad-tree� composé d'espacesséparables qui sont divisés en quatre sous-espaces orthogonaux. Nous retrouvons l'arrangementintroduit dans le cadre de la décomposition en ondelettes de Malvar 2D. Chaque noeud de ce quad-tree est indicé par sa profondeur l ainsi que par deux indices 0 � j < 2l et 0 � j0 < 2l. Le noeud(l; j; j0) correspond à un espace séparable W lj;j0 = W lj 
W lj0 . On prouve qu'une base orthonorméede W lj;j0 est obtenue avec le produit séparé des bases de paquets d'ondelettes 1D de W lj et W lj0 :n lj(x� 2ln) lj0(y � 2lm)o(m;n)2Z2 [68].Comme pour le cas monodimensionnel, on peut montrer que W lj;j0 est la somme directe deses quatre sous-espaces orthogonaux (les quatre sous-espaces localisés aux quatre noeuds �ls de(l; j; j0)) : W lj;j0 = W l+12j;2j0 �W l+12j+1;2j0 �W l+12j;2j0+1 �W l+12j+1;2j0+1Nous appelons quad-tree admissible tout quad-tree dont les noeuds ont 0 ou 4 �ls. Soit Al'ensemble des indices nj
 ; j0
; l
o
 des noeuds d'un arbre quad-tree admissible, alors nous avonsW 00;0 = �(j;j0;l)2AW lj;j0 .A partir des propriétés de séparabilité des fonctions  lj;j0(x; y), on peut dé�nir ces fonctions parrécurrence selon :  00;0 4= �; l+12j;2j0 4= hxljhylj0 lj;j0 ; l+12j+1;2j0 4= gxljhylj0 lj;j0 ; l+12j;2j0+1 4= hxljgylj0 lj;j0 ; l+12j+1;2j0+1 4= gxljgylj0 lj;j0 ;avec halj application du �ltre hlj , tel qu'il est dé�ni dans le paragraphe 4.3.1 selon a et galjapplication du �ltre glj selon a.A partir de cette dé�nition, nous constatons que l'extension au cas 2D d'une décompositionen paquets d'ondelettes consiste simplement à l'appliquer selon les lignes et les colonnes les �ltres178



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.37 � Projection d'une image de test de 5 atomes TF 2D sur la seconde échelle de paquetsd'ondelettes: (a) Ondelettes de Daubechies (b) Ondelettes de Meyer�hlj ; glj�. Pour les �ltres à support temporel �ni, l'algorithme repose sur un banc de �ltres 2D.Dans le cadre des paquets d'ondelettes de Meyer, la méthodologie s'inspire de la décomposition enondelettes de Malvar 2D.4.5.3 Applications des paquets d'ondelettes de Meyer 2DPuisque la base de paquets d'ondelettes 2D est le produit séparable des fonctions de paquetsd'ondelettes de Meyer 1D, nous utilisons l'algorithme développé dans le cadre 1D sur chaque ligneet chaque colonne de l'image. La méthode de décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer 2D serésume à (si l'on note fwt_paquet_meyer1D la décomposition d'un vecteur en paquet d'ondelettesde Meyer) [18]:Pour l variant de 1 L;res_inter � applicationde fwt_paquet_meyer1D l'chelle l sur chaque ligne de l'image sourceW l  � application de fwt_paquet_meyer1D l'chelle l sur chaque colonne de res_inter.Après sélection de la meilleure base de représentation, un algorithme de reconstruction 2D peutêtre appliqué utilisant un principe similaire à celui de décomposition, c'est-à-dire reposant sur laméthode de reconstruction 1D utilisée selon les lignes et les colonnes.Encore une fois, le découpage dans le domaine fréquentiel permet une meilleure séparation fré-quentielle qu'avec des �ltres à support temporel �ni. Pour exemple, nous projetons l'image de test,introduit précédemment, sur la seconde échelle de paquets d'ondelettes (les échelles suivantes pré-sentent des résultats similaires) avec les ondelettes de Daubechies et les ondelettes de Meyer. Lerésultat est présenté sur la �gure 4.37.On constate qu'avec les paquets d'ondelettes de Daubechies, l'énergie des atomes 2D se dispersedans di�érentes bandes de fréquences dont certaines ne correspondent pas aux coordonnées del'atome. Pour résumer, tous les atomes apparaissent au moins sur deux bandes fréquentielles (bandesvoisines des coordonnées de l'atome). Avec la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyerchaque atome se trouve entièrement localisé dans le bloc fréquentiel correspondant. Seuls quelques179



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.38 � Projection d'une image de test de 5 atomes TF 2D sur 4 échelles de paquets d'ondelettes:sélection de la meilleure base (a) Ondelettes de Daubechies (b) Ondelettes de Meyerpoints parasites sont présents aux frontières des di�érents atomes dus aux discontinuités créées parla rupture de modèle, et d'autres liés au recouvrement des fenêtres fréquentielles.Si nous sélectionnons la meilleure base selon un critère entropique avec l'algorithme Best-Basis2D, une représentation �optimale� TF 2D peut être obtenue. Nous présentons sur la �gure 4.38 lesdeux représentations extraites à partir des paquets d'ondelettes de Daubechies et de Meyer. Onconstate encore une fois une dispersion de l'énergie des atomes entre plusieurs bandes de fréquencesdans le cas des ondelettes de Daubechies. En revanche la représentation associée aux ondelettesde Meyer extrait d'une façon plus précise les di�érents atomes présents dans le signal (symboliséspar des cercles) avec une concentration de l'énergie à la position théorique fréquentielle des atomes.Cet exemple illustre la supériorité des paquets d'ondelettes de Meyer 2D pour une problématiqued'analyse ou de séparation des composants d'une image. Notons en�n qu'en raison de la dispersionde l'énergie, la segmentation fréquentielle associée aux ondelettes de Daubechies est plus impor-tante. Il y a un phénomène de sur-segmentation, c'est-à-dire une sélection de fenêtres très �nesqui, connaissant les atomes présents dans l'image, n'apportent pas d'information. La segmentationfréquentielle sélectionnée avec la décompositions de Meyer est moins importante et plus adaptée.Toutefois, elle reste supérieure à la segmentation optimale qui permettrait de séparer chacune descomposantes sans sur-segmentation. Nous allons donc adapter à la dimension deux, la fonction decoût basée sur le recouvrement des enveloppes qui permet de sélectionner la base séparant au mieuxles composantes.4.5.4 Algorithme de séparation 2DComme dans le cas monodimensionnel, nous introduisons une fonction ET 2(:) qui symbolisela distribution spatiale 2D de l'énergie des coe�cients d'ondelettes. La sélection de la meilleurereprésentation va donc s'e�ectuer grâce à une mesure notée �2 dé�nie par :n�2 �dl2j+a1;2j0+a01 ; dl2j+a2;2j0+a02� = ET 2(dl2j+a1;2j0+a01) \2ET ET 2(dl2j+a2;2j0+a02)oavec �a1;2 = 0; 1; a01;2 = 0; 1�& ((a1; a01) 6= (a2; a02)) et \2ET une mesure de ressemblance entre 2 dis-tributions spatiales 2D. 180



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de MeyerNotons que pour chaque échelle, un bloc fréquentiel se divise en quatre sous-fenêtres ce quiexplique les notations �a1;2 = 0; 1; a01;2 = 0; 1�& ((a1; a01) 6= (a2; a02)). La sélection va être plus com-plexe que dans le cas 1D, car nous avons, pour chaque ensemble de noeuds �ls, six mesures d'inter-section (toutes les combinaisons possibles entre 4 éléments). Nous reviendrons ultérieurement surla procédure de sélection prenant en compte la multiplicité des mesures d'intersection.4.5.4.1 Evaluation de la distribution de l'énergie dans le domaine spatial 2D : fonctionET 2Il faut dé�nir une fonction 2D qui permet de modéliser l'évolution spatiale de l'énergie du signalpour une certaine bande de fréquences. L'enveloppe nous semble à nouveau un choix judicieux etnous reprenons la méthode proposée par Laine d'estimation de l'enveloppe basée sur les passagepar 0 du signal [59]. Toutefois, son extension à la dimension deux nécessite certains choix. En e�et,l'estimation des passages par 0 s'e�ectue sur un vecteur, et sa généralisation à une matrice doit êtreprécisée. Laine et al. proposent d'appliquer cette méthode, soit selon les lignes, soit selon les colonnesde la matrice, la direction étant �xée par la bande de fréquence étudiée. Mais cette généralisationne nous a pas satisfait durant nos expérimentations, car l'enveloppe a tendance à s'étendre dansla direction utilisée pour l'estimation. De plus, aucune suggestion n'est faite par Laine quant àl'approximation de l'enveloppe de la composante passe-bas. Nous proposons une nouvelle techniqued'estimation de l'enveloppe 2D qui ne privilégie aucune direction. Nous calculons tout d'abord uneenveloppe à partir de l'algorithme 1D appliqué sur chaque ligne de la matrice , puis nous calculonsune seconde enveloppe selon les colonnes. En�n l'enveloppe �nale est dé�nie comme la courbepassant par les minima de ces deux enveloppes.Si nous notons �ligz(l;j;j0)i �i2Z l'ensemble des points correspondant à un passage par 0 du signal2D dlj;j0 étudié selon les lignes, et �colz(l;j;j0)i �i2Z l'ensemble des points correspondant à un passagepar 0 du signal 2D dlj;j0 étudié selon les colonnes notre fonction ET 2(dlj;j0) est alors dé�nie parET 2(dlj;j0) [x; y] = min maxtx2[ligzi�1;ligzi] ���dlj;j0 [tx; y]��� ; maxty2[colzi�1;colzi] ���dlj;j0 [x; ty ]���! ;avec [x; y] 2 hligzi�1;lig zii� hcolzi�1;col zii :Nous présentons sur la �gure 4.39 un exemple d'estimation d'enveloppe 2D sur l'une des pro-jections en ondelettes de Meyer de l'image Test2d. Nous sommes dans un plan correspondant àl'application d'un �ltre passe-haut selon les colonnes et d'un �ltre passe-bas selon les lignes. Sui-vant Laine, l'estimation de l'enveloppe s'e�ectue alors par l'utilisation de l'algorithme 1D selon lescolonnes. Le résultat est indiqué sur la �gure 4.39b. On constate un étirement des formes selon lescolonnes qui rend imprécis la localisation des atomes. La �gure 4.39c présente l'enveloppe estiméeselon notre méthode. Elle respecte plus précisément les formes et a tendance à être plus restrictive,ce qui est tout à fait adapté au but recherché, à savoir une mesure d'intersection d'enveloppes.Il nous faut maintenant introduire la fonction de coût 2D qui va évaluer le degré de ressemblanceentre deux enveloppes calculées sur deux projections di�érentes.181



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b) (c)Fig. 4.39 � Estimation d'une enveloppe 2D (a) Distribution de l'énergie de la décomposition (b)Estimation selon Laines (c) Estimation sans direction privilégiée4.5.4.2 Fonction de coût 2D : �2 (:)A�n de mesurer le degré de ressemblance entre deux enveloppes, nous calculons la courbe cor-respondant à la �quantité� d'énergie commune à chaque instant aux deux espaces fréquentiels. Pourcela, nous reprenons les mêmes dé�nitions que pour le signal, simplement étendues à la dimension2 : �2 �dlj1;j01 ; dlj2;j02� = dlj1;j01 \2E dlj2;j02dlj1;j01 [2E dlj2;j02 ;avec dlj1;j01 \2E dlj2;j02 = N=2l�1Xx=0 M=2l�1Xy=0 min(dlj1;j01 [x; y] ; dlj2;j02 [x; y]);et, dlj1;j01 [2E dlj2;j02 = N=2l�1Xx=0 M=2l�1Xy=0 max(dlj1;j01 [x; y] ; dlj2;j02 [x; y]):4.5.4.3 Choix de la meilleure représentation 2DNous avons dé�ni une mesure 2D qui permet d'évaluer la qualité de séparation des composantsd'une image par division de l'espace fréquentiel. Nous allons utiliser cette fonction de coût avecla décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer a�n de dé�nir un algorithme d'extraction desdi�érentes textures d'une image.Au préalable, nous étudions la répartition de l'énergie entre les quatre sous-fenêtres résultantd'une division. Si l'énergie du père se di�use très faiblement dans l'une des fenêtres, on considèreque cette fenêtre ne contient pas d'information signi�cative et elle ne sera pas étudiée, ainsi quetoutes les sous fenêtres associées. Ce �seuillage� est symbolisé par le paramètre �2E :Ensuite nous sélectionnons les partitions fréquentielles signi�catives. On débute à l'échelle la plus�ne (correspondant aux fenêtres fréquentielles les plus petites), et pour chacun des groupes de 4fenêtres ��ls�, nous mesurons, à l'aide de la fonction �2, l'indice de séparation des di�érentes com-posantes du signal. Puis nous comparons ces di�érentes mesures à une valeur seuil �2ET symbolisant182



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyerles divisions �signi�catives�. Puisque la comparaison n'est pas binaire, c'est-à-dire qu'elle n'est pasunique mais, pour une division, nous avons six comparaisons, il faut �xer un critère décidant si ladivisions en quatre sous-fenêtres est signi�cative. Nous proposons pour cela la condition suivantequi nous semble la plus adaptée : une coupure est considérée comme signi�cative si elle permet deséparer deux textures sur au minimum deux sous-fenêtres ��ls�.L'algorithme de recherche de la meilleure base 2D va donc se dé�nir de la façon suivante :{ Soit Alj;j0 un boolen indiquant si la coupure correspondant au noeud d'indice (j; j0; l) estslectionne; soitElj;j0 le cot associ; soit� la condition�a1;2 = 0; 1; a01;2 = 0; 1� ((a1; a01) 6= (a2; a02)){ Pour l variant de L� 2 0;Pour j variant de 0 2l � 1;Pour j0 variant de 0 2l � 1Si min� ��2 �dl2j+a1;2j0+a01 ; dl2j+a2;2j0+a02�� < �2ET alors la partition de Blj;j0 en" Bl+12j;2j0 Bl+12j;2j0+1Bl+12j+1;2j0 Bl+12j+1;2j0+1 #est slectionne: Alj;j0 = 1 et El�1j=2 = min� ��2 �dl2j+a1;2j0+a01 ; dl2j+a2;2j0+a02�� ;sinon la partition est rejete : Alj;j0 = 0Notre algorithme nécessite la dé�nition de deux seuils : �2ET et �2E. Les intervalles de dé�nitionde ces deux paramètres sont identiques au cas monodimensionnel. Toutefois, le paramètre �2ET peutêtre plus strict car la distinction spatiale des textures est plus marquée que dans le cas 1D.4.5.4.4 Illustration
Fig. 4.40 � Décomposition en paquet d'ondelettes de Meyer de l'image test2d. Meilleure base sélec-tionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent à des blocs fréquentielsrejetés)Nous avons appliqué notre algorithme sur l'image de test dé�nie au début de ce paragraphe. Nousconstatons sur la �gure 4.40 que notre algorithme sélectionne correctement les blocs fréquentiels quipermettent de séparer les di�érentes textures de l'image. Chacun des composants est présent dans183



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4une fenêtre et une seule et chaque fenêtre n'a qu'un seul composant. Si l'on compare cette partitionavec celle obtenue pour le coût entropique, nous constatons que cette partition est plus adaptée àl'analyse de l'image : elle est minimale et optimale. De plus les bandes de fréquences ne contenantpas d'information signi�cative sont rejetées.Toutefois, dans le domaine 2D, la sélection d'une représentation TF optimale n'est pas l'applica-tion la plus recherchée. En revanche elle s'inscrit parfaitement dans un algorithme de segmentation.Nous présentons dans le paragraphe suivant une méthode de classi�cation utilisant notre algorithmede séparation.4.6 Classi�cation non supervisée: vers la segmentation de textureNous avons proposé une procédure de décomposition qui permet de projeter un signal 1D ou 2Ddans un espace de représentation le plus adapté possible pour la séparation des di�érents compo-sants. Une étape s'ajoute logiquement à cette projection �adaptative� : un algorithme de segmenta-tion. Nous proposons dans la suite de ce paragraphe une segmentation basée sur la technique descentres mobiles permettant de regrouper les di�érents points du signal selon un critère de similarité.4.6.1 Méthode de classi�cation : nuées dynamiquesNous faisons un bref rappel de la technique des nuées dynamiques couramment utilisée dans ledomaine de la segmentation d'images [59], [25], de la reconnaissance de formes [42] ou de l'analyse dedonnées. La méthode des nuées dynamiques consiste à calculer la partition optimale de l'ensembledes individus enNc sous-ensembles, chaque sous-ensemble étant représenté par un �noyau�. On note :� 
 l'ensemble des points à classer,� P = (P1; P2:::PNc) une partition de 
 en Nc classes,� L = (�1; �2:::�Nc) un ensemble de Nc noyaux, où �i est le noyau de la classe Pi,� C(P; L) un critère mesurant l'adéquation entre une partition P et l'ensemble des noyaux L.On cherche la partition P � et la représentation L� associée qui optimisent leurs adéquationsau sens du critère C. Nous utilisons l'algorithme des nuées dynamiques avec des noyaux dé�niscomme les centres d'inertie des di�érentes classes. La qualité d'un couple partition-centre C(P; L)est mesurée par la somme des inerties des classes par rapport à leur centre :C(P; L) = NCXk=1 Xi2Pk d2(i; �k):Di�érentes mesures de distances peuvent être utilisées, nous avons choisi d'utiliser la distanceeuclidienne. L'algorithme se décline alors de la façon suivante :Tirage au hasard de Nc points de 
 qui forment les centres initiaux des Nc classes,Tant que non convergence{ Construction d'une nouvelle partition en a�ectant chaque point de 
 la classe dont ilest le plus prs du centre : L! P , 184



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer{ Les centres de gravit de la partition qui vient d'tre calcule deviennent les nouveauxcentres : P ! L.La convergence de cet algorithme est facilement justi�able [42].Lors de la segmentation d'un signal ou d'une image, l'ensemble 
 est constitué d'une mesure oud'un vecteur de mesures associé à chaque coordonnée t ou [x; y]. Après l'application de l'algorithmede nuées dynamiques, les échantillons f [t] ou f [x; y] sont groupés en classes constituant ainsi lapartition. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment constituer l'ensemble 
 à partir dela représentation en paquets d'ondelettes de Meyer.4.6.2 Constitution de l'ensemble 
Pour chaque échantillon du signal, nous allons construire un vecteur de mesures caractérisant lecomportement du signal en ce point précis. A partir de la décomposition en paquets d'ondelettes deMeyer, et après sélection de la meilleure base, nous avons une mesure �instantanée� du comportementfréquentiel du signal, pour des intervalles fréquentiels qui, par dé�nition, sont discriminatoires. Lamesure de l'énergie à chaque instant pour chaque bande fréquentielle sélectionnée va alors constituernos vecteurs de mesures. Pour cela, nous utilisons la notion d'enveloppe introduite dans l'algorithmede meilleure base : le vecteur de mesures associé à une coordonnée précise est dé�ni par les valeurs,en ce point, des enveloppes estimées sur les di�érentes projections sélectionnées. Nous notons :� B� l'ensemble des couples (l; j) correspondant à la meilleure base (dans le cas 2D les couplessont (l; j; j 0)),� NB� le nombre de projections sélectionnées,� vt le vecteur de mesures caractérisant le comportement du signal au point t. Ce vecteurcomprend NB� composantes notées v(i)t avec i = 1:::NB�.L'ensemble 
 est dé�ni de la façon suivante :
 = fvtgt=0:::N�1 avec vt 2 <NB� tel (vt)i = nET (dliji) [t]oi=1::NB� :L'ensemble 
2 pour le cas 2D est construit de la même façon :
2 = fvxN+ygx=0:::N�1;y=0:::M�1 avec vxN+y 2 <NB� tel (vxN+y)i = nET 2(dliji;j0i) [x; y]oi=1::NB� :Toutefois, les di�érentes projections ne possèdent pas le même nombre de points. En e�et, laprojection d'un signal de dimension N à l'échelle l a N2l coe�cients. Nous devons donc extrapolerles points manquants a�n de construire, pour chaque couple (l; j) 2 B� un ensemble de N points.Pour cela, deux solutions sont proposées :1. Interpolation par dilatation : puisque l'on peut considérer que l'énergie d'un coe�cient depaquets d'ondelettes, à l'échelle l, se distribue majoritairement dans un intervalle temporel detaille 2l points (cf bloc d'Heisenberg), nous construisons un vecteur de dimension N à partirdu vecteur de dimension N2l en a�ectant la valeur ET (dlj) [t] aux points de coordonnées 2lt+ savec s = 0::2l � 1. 185



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.41 � Estimation d'une enveloppe et interpolation à partir de coe�cients d'ondelettes (a)Interpolation par dilatation (b) Interpolation multirésolution2. Interpolation par �multirésolution� : nous utilisons le concept initial de représentation mul-tiéchelles tel qu'il est dé�ni dans le premier article de Mallat. Pour cela, à chaque échelle,indépendamment des autres, nous appliquons l'algorithme de reconstruction. Dans le cas despaquets d'ondelettes de Meyer 1D, cet ensemble, à l'échelle l pour le plan j, correspond à=�1 �PIljf1 + iPIljf2� avec P opérateur de reconstruction dé�ni dans l'équation (4.22) et =�1transformée de Fourier inverse.En dimension 2, la procédure est identique. Nous indiquons sur la �gure 4.41 le résultat del'estimation de l'enveloppe interpolée à partir des coe�cients d'ondelettes. Cet exemple correspondà l'un des atomes du signal �coif2�, atome dé�ni sur l'intervalle temporel [400; 600]. On constate quel'enveloppe obtenue par dilatation est plus régulière que la seconde estimation mais moins précise :elle dépasse largement la position 600. Cet exemple n'est pas illustré pour juger et choisir l'une oul'autre méthode, mais simplement pour comprendre leurs di�érences. En e�et, selon les applications,il nous a semblé plus opportun d'utiliser l'une ou l'autre méthode.A ce stade, un ensemble de N vecteurs de taille NB a été constitué. Toutefois l'information�position temporelle� n'est jamais intégrée dans les vecteurs vt. La solution la plus simple seraitd'ajouter une dimension aux vecteurs vt avec comme (NB + 1)ème composante la position t. Maisnous sommes alors confrontés à un problème de pondération des di�érentes composantes de vt.En e�et, cette nouvelle composante se distribue entre 0 et N � 1, alors que les mesures ET (dlj) [t]sont en général inférieures à 1. La position est alors privilégiée lors de la classi�cation et nousobtenons une partition égale à la division de l'axe temporel en intervalles de taille NNC . Il fautintégrer l'information �position� d'une autre façon. Nous proposons pour cela d'appliquer un �ltrepasse-bas sur l'enveloppe estimée pour deux raisons :1. Les di�érentes enveloppes estimées par ET peuvent être perturbées par de petites oscillations.2. Le �ltrage introduit de la corrélation entre les mesures proches temporellement, ce qui nouspermet d'intégrer l'information �position� dans le vecteur vt.186



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b)Fig. 4.42 � Segmentation du signal coif2 composé de six atomes TF. Les couleurs indiquent lesdi�érentes classes. (a) Interpolation de l'enveloppe par dilatation (b) Interpolation de l'enveloppepar multirésolutionL'algorithme de segmentation va donc se dé�nir suivant (nous le décrivons directement pour lecas 2D) :{ Dcomposition de l'image s de taille N �M en paquets d'ondelettes de Meyer,{ Slection de la meilleure base B� suivant la fonction de cot �2,{ Pour i variant de 1 NB�;Estimation de l'enveloppe �ltre et interpole selon l'une des deux mthodes proposes :ET 2filtre;interpole(dliji;j0i)Pour n variant de 1 N ,Pour m variant de 1 M ,A�ectation de la mesure la composante correspondante du vecteur vnN+m :v(i)nN+m = ET 2filtre;interpole(dliji;j0i)(n;m){ Applicationde l'algorithmede nues dynamiques sur l'ensemble fvnN+mgn=0:::N�1;m=0:::M�1.4.6.3 ApplicationsNous utilisons tout d'abord notre algorithme de segmentation sur le signal de test �coif2� construità partir de six atomes TF. La meilleure base de paquets d'ondelettes sélectionnée a été présentée surla �gure 4.23b, où chacun des composants n'apparaît que sur un plan de projection avec toutefois unenon-sélection du premier atome d'énergie négligeable. Le résultat de l'algorithme de segmentationappliqué dans cette base est présenté sur la �gure 4.42.Nous indiquons sur la �gure 4.42 le résultat pour les deux méthodes d'interpolation (interpolationde l'enveloppe par dilatation ou multirésolution). Les deux résultats sont satisfaisants et possèdentchacun des avantages et des inconvénients :� Sachant que les enveloppes interpolées par dilatation sont moins précises mais plus lisses,l'algorithme de segmentation est alors peu sensible aux zones transitoires durant lesquelles le187



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.43 � Segmentation de l'image test2d composé de cinq atomes TF2D (a) Image segmentée (b)Image erreursignal a une faible énergie (autour des points 400, 600 et 1000). Ceci permet d'obtenir un seulpoint de coupure entre chaque atome. En revanche cette imprécision provoque une césure del'atome dé�ni sur l'intervalle [600; 800] : En e�et, nous avions remarqué sur la �gure 4.41a quel'enveloppe de l'atome dé�ni sur [400; 600] ; interpolée par dilatation, se prolongeait au-delàde 600, provoquant ainsi la création d'une nouvelle classe.� Sachant que les enveloppes interpolées par multirésolution sont plus précises, l'algorithme estalors sensible aux zones transitoires ce qui provoque la création de classes dans ces zonestransitoires. En revanche, chaque atome est correctement découpé.Nous ne prolongeons pas plus l'étude de l'algorithme 1D pour nous intéresser plus particulière-ment à son extension en dimension 2. C'est dans le cadre de la segmentation de textures que notrealgorithme trouve pleinement sa place.L'algorithme de segmentation a été appliqué sur l'image Test2D composée de 5 atomes TF 2D. Lameilleure base de paquets d'ondelettes de Meyer sélectionnée a été présentée sur la �gure 4.40. Aprèssegmentation, nous obtenons la partition illustrée sur la �gure 4.43a. Nous constatons que chaqueatome est correctement détecté. Il est certain que les formes ne sont pas respectées exactement carles di�érentes textures sont dé�nies avec des enveloppes gaussiennes, donc avec une forte réductionde l'information à l'approche des contours. Mais nous avons une détection des di�érents objetsde l'image tout à fait satisfaisante. Nous indiquons sur l'image 4.43b les erreurs de classi�cationassociées à chaque forme. Comme nous venons de l'indiquer, les erreurs se situent à la périphérie desobjets. Nous ne présentons pas le résultat de la segmentation basée sur l'interpolation de l'enveloppepar multirésolution, car il est sensiblement identique.Cet exemple va nous servir de référence pour comprendre l'importance et l'in�uence de la fonctionde coût ainsi que de l'ondelette utilisée. Nous indiquons sur la �gure 4.44 le résultat de di�érentessegmentations utilisant soit un critère entropique avec la base de Meyer, soit un banc de �ltres deMeyer Q-constant 7, soit en�n une sélection de la meilleure base avec le critère �2 mais associé auxondelettes de Daubechies.7. Un banc de �ltres Q-constant signi�e que l'on sélectionne à une échelle donnée toutes les projections, doncchaque bande de fréquences a une taille constante. 188



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b) (c)Fig. 4.44 � Segmentation de l'image test2d composé de cinq atomes TF2D (a) Image segmentéeà partir de la meilleure base sélectionnée par le cout entropique (b) Image segmentée à partir dela base construite par un banc de �ltres de Meyer Q-constant (c) Image segmentée à partir de lameilleure base de paquets d'ondelettes de Daubechies sélectionnées par l'indice de recouvrement desenveloppesA�n de quanti�er les erreurs de classi�cation, nous mesurons, pour chaque objet, le nombre depixels attribués au fond de l'image et qui correspondent à l'objet, ou inversement. Cette mesurecorrespond à l'image 4.43b dans le cas de notre algorithme. Le tableau 4.1 indique ces mesuresd'erreurs pour les di�érentes projections. Atome 1 Atome 2 Atome 3 Atome 4Meyer + Enveloppe 358 443 425 316Meyer + cout entropique 2306 873 1851 864banc de �ltres de Meyer Q-constant 2834 841 1807 896Daubechies + Enveloppe 606 417 725 324Tab. 4.1 � Mesures d'erreurs de classi�cation pour chaque objet dans les di�érentes méthodes dedécompositionTout d'abord, nous notons que les résultats obtenus avec le coût entropique ou par un banc de�ltres de Meyer Q-constant sont très grossiers. Comme nous l'avions déjà fait remarquer, le coûtentropique provoque une sur-segmentation de l'espace fréquentiel et nous obtenons une meilleurebase qui est très proche de celle calculée par un banc de �ltres Q-constant. C'est pourquoi les erreursde ces deux décompositions sont similaires. La mauvaise localisation temporelle des frontières entreles objets dans les deux partitions s'explique par une sélection de trop �nes fenêtres fréquentiellesqui, en plus de ne pas être signi�catives pour la séparation des di�érentes textures, possèdent unefaible résolution temporelle. D'autre part, non seulement le résultat de la segmentation n'est pastrès bon, mais la dimension de l'ensemble à classi�er 
 est grande (NB� est grand car de nombreusesprojections sont sélectionnées) ce qui entraîne un temps de calcul important.Le résultat obtenu par les paquets d'ondelettes de Daubechies associés au coût �2 est sensible-ment identique en terme d'erreur à la base de Meyer. En e�et, même si l'information se disperseentre les di�érentes projections, elle reste prépondérante dans les bandes correspondant aux di�é-189



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b) (c)Fig. 4.45 � Segmentation de l'image �2ar� composé de deux AR2D (a) Image originale (b) Meilleurebase sélectionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent à des blocksfréquentiels rejetés) (c) Image segmentée
(a) (b) (c)Fig. 4.46 � Segmentation de l'image �2cos� composé de deux atomes 2D (a) Image originale (b)Meilleure base sélectionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent àdes blocks fréquentiels rejetés) (c) Image segmentéerents atomes et donc ces bandes sont sélectionnées par notre coût sans sur-segmentation de celles-ci.Toutefois, du fait de la dispersion de l'énergie des atomes due au support fréquentiel in�ni des �ltres,l'espace à classi�er est plus grand que pour les ondelettes de Meyer (pour cet exemple NB� = 7pour les ondelettes de Meyer et NB� = 12 pour les ondelettes de Daubechies). Or dans le cadrede la segmentation d'images, donc de la classi�cation de N �M vecteurs, cet accroissement de ladimension de l'espace des mesures peut être catastrophique en terme de temps de calcul (dans notreexemple cela correspond à 128 � 128 � 5 = 81920 mesures supplémentaires à traiter). C'est pourquoila base de paquets d'ondelettes de Meyer associée à une mesure de recouvrement d'enveloppe noussemble une méthode tout à fait adaptée pour la segmentation d'images.Nous présentons sur les �gures 4.46 et 4.45 les résultats de l'algorithme de segmentation appliquésur deux images composées de deux objets. Ces deux exemples illustrent les deux points suivants :� Le coût basé sur le recouvrement des enveloppes permet d'extraire les projections qui séparentles di�érentes textures et cela sans sur-segmentation.190



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyer
(a) (b) (c)Fig. 4.47 � Segmentation de l'image �mel� composé d'atomes 2D et d'AR2D. Les couleurs indiquentles di�érentes classes. (a) Image originale (b) Meilleure base sélectionnée par le recouvrement desenveloppes (les zones hachurées correspondent à des blocks fréquentiels rejetés) (c) Image segmentée

(a) (b)Fig. 4.48 � Segmentation de l'image �texture3� (a) Image originale (b) Image segmentée� La partition calculée ensuite dans cette base optimale détecte presque parfaitement les contoursdes objets.La �gure 4.47 présente le résultat de l'algorithme de segmentation appliqué sur une image testcomposée d'un mélange d'atomes 2D et d'AR2D. Les formes des objets sont �xées par l'image�Savoise� du GDR ISIS. On constate encore une fois que la meilleure base sélectionnée est la re-présentation minimale permettant de séparer les di�érents composants. Après segmentation, lesdi�érents objets sont détectés d'une façon satisfaisante, bien que certaines formes soient complexes.A�n d'évaluer la potentialité de notre algorithme de segmentation sur des textures réelles, nousl'appliquons sur les images dé�nies par le GDR ISIS composées de di�érentes textures (sable, lierre,laine, herbe, eau, canevas, bulles et bois) suivant les formes de l'image �savoise�.Les �gures 4.48, 4.49, 4.50 et 4.51 présentent les résultats de segmentation sur ces images �réelles�issues du GDR ISIS. On constate que globalement les di�érents objets sont correctement détectésavec toutefois plus ou moins de réussite selon les textures. Certaines textures ne se dissocient pas,comme par exemple le triangle et le carré dans l'image 4.50, et nécessiteraient un nombre d'échellesde décomposition plus important pour se séparer, mais ce qui entraînerait une dégradation dela résolution temporelle. Une des solutions pourrait être de coupler l'algorithme de segmentation191



Paquets d'ondelettes de Meyer Chapitre 4
(a) (b)Fig. 4.49 � Segmentation de l'image �texture4� (a) Image originale (b) Image segmentée
(a) (b)Fig. 4.50 � Segmentation de l'image �texture5� (a) Image originale (b) Image segmentée
(a) (b)Fig. 4.51 � Segmentation de l'image �texture6� (a) Image originale (b) Image segmentée192



Chapitre 4 Paquets d'ondelettes de Meyerprésenté dans ce chapitre avec la méthode de pré-découpage introduite dans le chapitre précédent.Pour conclure sur ces résultats, il faut noter que pour toutes ces textures, grâce à l'utilisationdes ondelettes de Meyer et d'un coût adapté, l'espace des mesures est de dimension limitée ce quipermet une classi�cation rapide.4.7 ConclusionNous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle base de décomposition : les paquets d'ondelettesde Meyer. L'utilisation de �ltres à support fréquentiel �ni nous permet d'obtenir des représentationsdans lesquelles les di�érentes informations se concentrent sur quelques projections. En adaptant lesprincipes numériques introduits par Kolaczyk, nous dé�nissons un algorithme de décomposition,basé sur les ondelettes de Malvar, qui possède une complexité algorithmique raisonnable. En uti-lisant les qualités de cette nouvelle base, nous introduisons une fonction de coût qui va mesurerle taux de séparation de chacune des coupures fréquentielles. Cette nouvelle fonction de coût nouspermet d'obtenir une partition de l'espace fréquentiel optimale et minimale pour une séparationdes di�érentes composantes du signal. L'association de cette nouvelle base et de ce nouveau coûtnous permet d'obtenir dans le cas 1D une représentation TF mettant en évidence les informationsprésentes dans le signal. A travers l'application sur les signaux vocaux et EEG, nous avons montréque cette décomposition est complémentaire à celle présentée dans le chapitre 3, et nous permet,notamment pour les signaux EEG, d'extraire des caractéristiques fondamentales pour l'étude dusignal.L'extension à la dimension 2 de ces di�érentes méthodes nous a amené tout naturellement à laproposition d'un algorithme de segmentation de textures. En utilisant ce qui se fait courammentdans le domaine de la segmentation, mais adapté à notre espace optimal de représentation, nousdé�nissons un algorithme de segmentation de textures qui obtient des résultats très encourageantsque ce soit sur les textures de synthèses ou des textures réelles. Nous avons choisi d'utiliser commeméthode de regroupement la technique des nuées dynamiques mais l'adaptation des di�érentesméthodes de segmentation, proposées dans la littérature, à cet espace optimal de représentationpourrait très certainement donner des résultats satisfaisants.Dans le chapitre 3, nous avons proposé une méthode de décomposition en fonction ' fenêtréenon-uniforme. Puisque la décomposition de Meyer repose sur le principe des bases trigonométriqueslocales, nous pouvons utiliser l'algorithme introduit pour les bases '-non-uniforme a�n de généraliserce qui est introduit dans ce chapitre 4 à une décomposition non-uniforme. Ensuite, nous combinonsles deux approches, temporelle et fréquentielle, pour construire une base totalement non-uniforme.Ceci fait l'objet de notre dernier chapitre.
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Décomposition non-uniforme Chapitre 5Chapitre 5Vers le tout non-uniforme5.1 IntroductionComme nous l'avons vu dans le chapitre 4, la décomposition en paquets d'ondelettes o�re uneplus grande souplesse que la décomposition en ondelettes, car elle permet de rediviser l'axe fré-quentiel. Pourtant, elle conserve encore certaines contraintes. Notamment, la partition fréquentiellesélectionnée correspond forcément à une division dyadique uniforme de l'axe fréquentiel. Une divi-sion appliquée directement dans le plan fréquentiel, comme le propose la décomposition de Meyer,nous o�re une grande liberté dans la dé�nition des intervalles fréquentiels analysés. En e�et, en uti-lisant les principes de la décomposition de Meyer présentés dans le chapitre 4 avec l'algorithme departition non-uniforme proposé dans le chapitre 3, nous allons dé�nir une décomposition en paquetsd'ondelettes de Meyer non-uniforme [22].Néanmoins, on peut rester insatisfait des solutions proposées par les deux décompositions adap-tatives (Malvar et Paquets d'ondelettes), car le découpage du plan temps-fréquence reste encore troprigide. Avec les ondelettes de Malvar, nous avons une partition adaptative de l'axe temporel, mais ledécoupage fréquentiel est �xé par la taille de l'intervalle étudié. Avec les paquets d'ondelettes, nousavons un découpage fréquentiel adaptatif mais qui s'applique à la totalité du signal. C'est pourquoi,récemment, est apparue une nouvelle base, l'algorithme Double Tree, combinant à la fois l'approchede Malvar et celle des paquets d'ondelettes. Mais comme précédemment, l'algorithme initial, pro-posé par Vetterli et al [50], possède les contraintes de découpages temporel et fréquentiel forcémentdyadiques. En combinant les deux partitions non-uniformes, dans le plan temporel et fréquentiel,nous construisons une représentation qui atteint le minimum absolu pour un critère donné dans lecadre des pavages rectangulaires du plan temps-fréquence, et qui a pour seule contrainte que lescôtés des rectangles de pavage soient égaux à une puissance de deux.5.2 Décomposition non-uniforme en paquets d'ondelettes de Meyer5.2.1 Principe généralComme nous l'avons noté, la décomposition en paquets d'ondelettes ne permet pas d'étudiertoutes les partitions fréquentielles possibles avec des intervalles de taille variant de 2�1N à 2�LN .Une particularité similaire avait déjà été relevée sur l'axe temporel lors de l'étude des ondelettes194



Chapitre 5 Décomposition non-uniformede Malvar. Cette contrainte provient de la méthodologie de calcul utilisée dans l'algorithme dedécomposition en paquets d'ondelettes. En e�et, l'utilisation d'un banc de �ltres, divisant, à chaqueétape, un espace en deux sous-espaces complémentaires, impose des partitions dyadiques. A�nd'élargir la collection de bases à des décompositions non dyadiques, il faut remettre en cause leprocessus de calcul. Comme le suggère S. Mallat [68], l'utilisation d'un fenêtrage dans le planfréquentiel o�re une plus grande souplesse dans la dé�nition des bandes de fréquences étudiées.C'est pourquoi, l'algorithme introduit dans le cadre des paquets d'ondelettes de Meyer, nous sembleun point de départ très intéressant pour dé�nir une nouvelle méthode de segmentation de l'axefréquentiel moins contraignante.Nous devons dé�nir un algorithme permettant d'étudier toutes les divisions possibles de l'axefréquentiel, avec des fenêtres ayant une taille égale à 2�l�1N avec l 2 [0; L]1, mais sous la contrainteque les intervalles non adjacents ne peuvent pas fusionner (car il faut respecter la périodicité de latransformée de Fourier). Une telle méthode a été proposée dans le cadre des bases '-non-uniformedans le chapitre 3. Puisque la décomposition de Meyer est une base fenêtrée particulière, nous allonsutiliser les bases fenêtrées non-uniformes pour construire une décomposition en paquets d'ondelettesnon-uniforme. Mais, avant cela, nous devons modi�er les fonctions de bases de Meyer pour qu'ellesaient un recouvrement constant dans le plan fréquentiel.5.2.2 Paquets d'ondelettes de Meyer à recouvrement constantComme nous l'avons constaté, les fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer correspondent à unfenêtrage dans le plan fréquentiel avec à un recouvrement variable. Cette taille varie selon l'échellesuivant �l = 2�l6 . Cela permet d'avoir des zones de recouvrement proportionnelles à la taille del'intervalle traité, et de respecter la condition  l;k(x) = 2l=2 (2lx� k).Toutefois, l'utilisation d'une zone de recouvrement de taille variable lors d'une décompositionnon-uniforme in�uence, d'une façon non négligeable, le choix de la meilleure translation (cf chapitre3). Nous modi�ons donc la dé�nition de l'ondelette de Meyer a�n d'avoir des fenêtres fréquentiellesà recouvrement constant pour toutes les échelles.Pour cela, la fonction d'échelle ne respecte plus la condition �l(x) = 2l=2�(2lx), mais elle estdé�nie directement à l'échelle l parbe�l(�) = 8>>>>><>>>>>: 1 si ���2�l���� � 1=3 + 1�2�L+l6cos(�2r( 32�L �j�j � sgn(�) � �2�l�1 � 2�L�1��� 1))si 1=3 + 1�2�L+l6 < ���2�l���� � 2=3� 1�2�L+l60 sinon (5.1)Dans l'équation précédente, L correspond à l'échelle la plus grossière et �xe la zone de recouvre-ment, donc l est tel que l � L. Nous apportons quelques précisions sur la dé�nition de la fonctiond'échelle introduite dans l'équation (5.1) en illustrant notre propos sur la �gure 5.1. Cette �gureindique, pour L = 3, la fonction d'échelle de Meyer �classique� b� (�), le recouvrement correspondantà l'échelle L, et la fonction d'échelle à recouvrement constant be�1(�) dé�nie à partir de l'équation(5.1).1. Notons que nous ne traitons que l'intervalle �0; N2 � 1� et non l'intervalle ��N2 ; N2 � 1� a�n de simpli�er lepropos dans la suite du paragraphe. 195



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
Fig. 5.1 � Construction d'une fonction d'échelle de Meyer avec une zone de recouvrement à tailleconstante pour toutes les échelles (dé�nie dans l'exemple par � = 2�36 )Nous constatons que la zone de recouvrement correspondant à be�1(�), symbolisée sur la �gure parun rectangle en trait pointillé, est plus étroite que pour la fonction b� �2�1�� : En e�et, la zone de re-couvrement a été réduite de �2�l6 �l=1 à �2�L6 �L=3 : En conséquence, la fonction de coupure n'est plusdé�nie sur l'intervalle j�j 2 i2�l3 ; 2�l+13 i mais sur l'intervalle j�j 2 i2�l3 + 2�l�2�L6 ; 2�l+13 � 2�l�2�L6 i.A l'inverse, l'intervalle sur lequel la fonction be�l est égale à l'unité est plus large et correspond à� 2 h�2�l3 � 2�l�2�L6 ; 2�l3 + 2�l�2�L6 i.Nous avons proposé que la décroissance de la fonction be�l(�) soit �xée par la fonction b� �2�L��.En conséquence, la zone de coupure de la fonction be�l(�) est obtenue grâce à l'expression suivantecos(�2 r( 32�L j�j � 1)) (5.2)qui correspond à un recouvrement égal à 2�L6 . Seulement le point de coupure associé à cette ex-pression a pour coordonnée 2�L�1. Or, par dé�nition, la fonction be�l a un point de coupure decoordonnée 2�l�1. Nous devons donc translater l'expression (5.2) de �2�l�1 � 2�L�1� points. Lafonction d'échelle sur la zone de recouvrement est alors dé�nie parcos(�2 r( 32�L �� � 2�l�1 + 2�L�1�� 1)):Nous avons ainsi commenté chaque point particulier de la dé�nition de be�l. Notons que nous neprésentons sur la �gure 5.1 que les fréquences positives. Dans le cas des fréquences négatives, latranslation de l'expression (5.2) est simplement de signe opposé.Suivant les mêmes principes, nous modi�ons la dé�nition de la fonction d'ondelette parbe l(�) = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: 1 si 2=3� 1�2�L+l6 < ���2�l���� < 2=3 + 1�2�L+l6e�i��2�l sin ��2 r( 32�L �j�j � sgn(�) � �2�l�1 � 2�L�1��� 1)�si 1=3 + 1�2�L+l6 < ���2�l���� � 2=3� 1�2�L+l6e�i��2�l cos��2r � 32�L �j�j � sgn(�) � �2�l�1 � 2�L�1��� 1��si 2=3 + 1�2�L+l6 < ���2�l���� < 4=3� 1�2�L+l60, sinon : (5.3)196



Chapitre 5 Décomposition non-uniformeSi l'on compare l'expression (5.3) à la dé�nition originale des ondelettes de Meyer (équation(4.1), chapitre 4), nous constatons que seule la taille des zones de recouvrement est modi�ée. Enconséquence, on peut montrer, suivant le même principe que pour les ondelettes de Meyer, que lacollection de fonctions ( e l;k)l;k2Z , dé�nie à partir de la relation (5.3), forme une base de L2(R).Plus généralement, on peut construire des paquets d'ondelettes de Meyer avec des zones derepliement constantes, en intégrant les modi�cations proposées ci-dessus dans la dé�nition des �ltresH lj et Glj eH lj(�) = 8<: p2Pn be�l (� + 2n+ j) si j est pair�ei2l+1��p2Pn be�l (� + 2n+ 1 + j) si j est impair ;eGlj(�) = 8<: �ei2l+1��p2Pn be�l (� + 2n+ 1 + j) si j est pairp2Pn be�l (� + 2n+ j) si j est impair :Les fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer à recouvrement constant e lj sont dé�nies à partirdes relations suivantes : be 00 4= �; be l+12j 4= eH lj be lj ; be l+12j+1 4= eGlj be lj :Comme les fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer introduites dans le chapitre 4, les fonctionsbe lj correspondent à un intervalle fréquentiel i�(j + 1)2�l;�j2�li[hj2�l; (j + 1)2�lh, mais avec destailles de zones de recouvrement constantes, telles que �lj = � = 2�L6 . Les polarités des repliementsrestent identiques à celles dé�nies dans le cadre des paquets d'ondelettes de Meyer. Nous indiquonssur la �gure 5.2 un exemple de fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer à recouvrement constant.
Fig. 5.2 � Module de la transformée de Fourier des fonctions de paquets d'ondelettes de Meyer avecun recouvrement constant, à l'échelle 2 (fréquence positive et fonctions non normées).Puisque les �ltres eH lj et eGlj sont des �ltres miroirs en quadrature, on peut montrer que, si �est une partition dyadique disjointe de <, alors n e lj;k : I lj 2 �; k 2 Zo forme une base de L2(<) (cfchapitre 4):Nous ne développons pas l'algorithme numérique discret de décomposition et de reconstructiondans le cas des paquets d'ondelettes à recouvrement constant. Il est semblable à celui présenté dansle paragraphe 4.3.2.4 du chapitre 4, avec, pour seule di�érence, une taille de zone de repliementconstante et égale à 2�L6 . 197



Décomposition non-uniforme Chapitre 55.2.3 Algorithme de décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer non uni-formeNous avons vu, dans le chapitre 4, que les fonctions d'ondelettes de Meyer s'expriment selondes transformées trigonométriques locales. Les axes réel et imaginaire du domaine de Fourier sonttraités comme l'axe temporel lors de la décomposition en ondelettes de Malvar. La décompositionde Meyer a donc deux propriétés très importantes :1. Chacune des transformées trigonométriques associées véri�ent les propriétés de la fonction e'introduite dans le cadre des décompositions en fonction '-non-uniforme (base orthonormée de[0; N � 1] possédant une extension naturelle symétrique et antisymétrique aux points extrêmesde l'intervalle, chapitre 3, paragraphe 3.3.2).2. Les di�érents opérateurs de repliement associés sont de polarités opposées aux extrémités del'intervalle.D'après le paragraphe 3.3.2 du chapitre 3, nous pouvons proposer une décomposition en paquetsd'ondelettes de Meyer non-uniforme qui dé�nit une base orthonormée de l2 [0; N � 1] et qui possèdeun algorithme de reconstruction simple.Pour cela, nous incorporons le processus de partition non dyadique d'un axe (l'axe fréquentiel)dans l'algorithme de décomposition en paquets d'ondelettes à recouvrement constant. La seulemodi�cation mineure à apporter à l'algorithme présenté dans le chapitre 3 est d'introduire unfacteur 12 dans la dé�nition des intervalles fréquentiels I l;sj , soitI l;sj = 12 �N �2�lj + s; 2�l(j + 1) + s � 1N �car l'axe traité correspond à h0; N2 � 1i et non plus [0; N � 1] :Dans un premier temps, les parties réelle et imaginaire de la transformée de Fourier de f sonttraitées grâce à l'expression( Sl;s =(l) U�Sl+1;sSl;s+2�l+1 =(l) U��2�l+1 [Tr2�l+1 (Sl+1;s)] �����0�s�2�l�1�2�Lque nous avons introduite dans la proposition 7 du chapitre 3 (page 97) a�n d'obtenir un décou-page de l'axe fréquentiel non dyadique.En chaque point de coupure, la taille de la zone de repliement est égale à N2�L6 , et la polaritéest (-,+) pour la partie réelle et (+,-) pour la partie imaginaire. Nous obtenons ainsi une collectiond'ensemble Sl;s, s = 0:::2l�1, l = 0:::L, correspondant à la totalité des partitions de l'axe fréquentielcomprenant des intervalles avec des tailles variant de 2�L�1N à N2 .Ensuite, selon les principes du chapitre 4, il su�t d'appliquer une transformée trigonométriqueadaptée sur chacun des intervalles fréquentiels I l;sj :� Si 2 j2�l+ s = 0, on applique une transformée DCT_I pour la partie réelle et DST_I pour lapartie imaginaire,2. Il faut noter que dans ce cas, le calcul ne s'e�ectue pas que sur l'intervalle de fréquences positives, mais sur[�a; a]. Toutefois, a�n d'alléger le propos, nous ne mentionnons que l'intervalle positif.198



Chapitre 5 Décomposition non-uniforme� Sinon, on applique une transformée DST_III pour la partie réelle et DCT_III pour la partieimaginaire.
Fig. 5.3 � Algorithme de décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer non uniforme. Les trans-formées trigonométriques indiquées correspondent au traitement de la partie réelle de bf:Nous indiquons sur la �gure 5.3 un résumé de l'algorithme de décomposition en paquets d'on-delettes de Meyer non uniforme. Concrètement, en intégrant les opérations combinant les partiesréelle et imaginaire présentées dans le chapitre 4 pour les ondelettes de Meyer (équations (4.11) et(4.15)) dans la formalisation introduite pour les bases ' fenêtrées non-uniformes du chapitre 3 (pa-ragraphe 3.3.2, page 98), nous pouvons construire une projection P l;sj;k � bf� qui dé�nit les di�érentestransformations trigonométriques associées, permettant ainsi de calculer un coe�cient de paquetsd'ondelettes de Meyer non uniforme pour tout indice l; s; j; k : 3P l;sj;k � bf� 4= 8>><>>: MkIl;sj � bf� si j2�l + s > 0fMkIl;sj � bf� sinon ,avec MkIl;sj � bf� = 8>>>>>>><>>>>>>>: (�1)k+1��TIl;sj f2;DCT-IIIIl;sj ;k� + �TIl;sj f1;DST-IIIIl;sj ;k�� ,si k = 0; ::; 2�l�1� 1(�1)k+1��TIl;sj f2;DCT-IIIIl;sj ;2�l�k�1� � �TIl;sj f1;DST-IIIIl;sj ;2�l�k�1�� ,si k = 2�l�1; ::; 2�l� 1 ;et fMkIl;sj � bf� = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: �TeIl;sj f1;DCT-IeIl;sj ;0� , si k = 0(�1)kp2 ��TeIl;sj f2;DST-IeIl;sj ;2k�� �TeIl;sj f1;DCT-IeIl;sj ;2k�� ,si k = 1; ::; 2�l�1(�1)kp2 ��TeIl;sj f2;DST-IeIl;sj ;2�l�k�� �TeIl;sj f1;DCT-IeIl;sj ;2�l�k�� ,si k = 2�l�1 + 1; ::; 2�l� 1 ;et eI l;sj 4= 12 h� �(j + 1)2�l + s� ; (j + 1)2�l + sh3. Notons que par rapport à la formulation générale introduite pour les bases non-uniformes dans le chapitre 3,nous avons abrégé les notations en notant par exemple DCT-IIIIl;sj ;k le kème coe�cient de la transformée DCT-IIIappliquée sur l'intervalle Il;sj et en remplacant la somme �Pt2Il;sj TIl;sj f [t] �DCT � IIIIl;sj ;k [t]� par sa notation sousforme de produit scalaire hi. 199



Décomposition non-uniforme Chapitre 5A partir de la projection P l;sj;k � bf�, les coe�cients de paquets d'ondelettes de Meyer non uniformes,respectant la contrainte de non fusion entre les intervalles fréquentiels non adjacents, s'écriventdl;sj;k = �P l;sj;k � bf�� pour 0 � j � 2l � 2dl;s2l�1;k = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: P l;02l�1;k � bf� si s = 0��dl+1;s2l+1�1;k�si k<2l+1 ou �dl+1;s0;k�2l+1�si k�2l+1� si 0 < s < 2�l�1��dl+1;00;k �si k<2l+1 ou �dl+1;02l+1�1;k�2l+1�si k�2l+1� si s = 2�l�1��dl+1;s�2�l�12l+1�1;k �si k<2l+1 ou �dl+1;s�2�l�12l+1�2;k�2l+1�si k�2l+1� si s > 2�l�1 :D'après le théorème 7 du chapitre 3 (page 99), les coe�cients dl;sj;k sont éléments d'une collectionde bases orthogonales. Cette collection est plus importante que celle de la décomposition dyadique.Nous devons sélectionner la base qui est minimale pour une fonction de coût. Le choix va s'e�ectuergrâce à la version modi�ée de l'algorithme Best-Basis proposée dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre3. Une fois la meilleure base sélectionnée, le signal peut être reconstruit à partir des coe�cientsde paquets d'ondelettes non uniformes, car les projections dé�nies ci-dessus sont orthogonales.Après avoir appliqué les transformées trigonométriques inverses sur chaque intervalle, nous ob-tenons les ensembles TIl;sj fi(�). Ensuite, les termes T �Il;sj TIl;sj f1(�) et T �Il;sj TIl;sj f2(�) sont calculésgrâce à l'opérateur de repliement adjoint U�. Puisque la projection est orthogonale, c'est-à-dire queT �Il;sj TIl;sj T �Il0;sj0 TIl0;sj0 = 0 pour tout l 6= l0 � j 6= j0, et que les intervalles adjacents sont de polaritésopposées, nous pouvons écrire queT �Il;sj TIl;sj f2 [�] = T �Il+1;s2j TIl+1;s2j f2 [�]� T �Il+1;s2j+1 TIl+1;s2j+1 f2 [�] :Donc, si l'on note A l'ensemble correspondant à un arbre admissible pour une modulation précise,sélectionné par notre algorithme de meilleure base modi�é, la fonction bf peut-être reconstruite àpartir de la relation suivante bf [�] = P(l;j;s)2A�PIl;sj f1 [�] + iPIl;sj f2 [�]� ;avec PIl;sj f1 [�] = 8>>>><>>>>: T �eIl;s0 TeIl;s0 f1 [�] , si j2�l + s = 0T �Il;sj TIl;sj f1 [�] , si � � 0 et j2�l + s > 0T �Il;sj TIl;sj f1 [��] , si � < 0 et j2�l + s > 0 ;et PIl;sj f2 [�] = 8>>>><>>>>: T �eIl;s0 TeIl;s0 f1 [�] , si j2�l + s = 0T �Il;sj TIl;sj f2 [�] , si � � 0 et j2�l + s > 0�T �Il;sj TIl;sj f2 [��] , si � < 0 et j2�l + s > 0 : (5.4)5.2.4 Applications de la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer nonuniformeA�n d'illustrer les avantages d'une décomposition en paquets d'ondelettes non uniforme, nousconstruisons un signal synthétique composé de trois atomes TF. L'un de ces atomes se trouve à200



Chapitre 5 Décomposition non-uniforme
(a) (b)Fig. 5.4 � (a) Signal composé de 3 atomes TF (L'un étant placé sur un point de coupure dyadique)(b) Décomposition sur 3 échelles de paquets d'ondelettes de Meyer avec l'algorithme dyadiquela coordonnée fréquentielle 0.25, donc sur l'un des points de coupure du découpage dyadique. Cesignal et sa représentation TF �théorique� sont illustrés sur la �gure 5.4a.Nous présentons sur la �gure 5.4b les trois premières échelles de la décomposition du signalsynthétique, avec les paquets d'ondelettes de Meyer dyadiques. Nous constatons que l'énergie dusecond atome se divise toujours entre deux plans, quelle que soit l'échelle. Ceci rend impossible lasélection d'une base permettant une extraction de chacun des atomes par division adaptative del'axe fréquentiel. Nous n'illustrons pas la décomposition en paquets d'ondelettes avec des �ltres àsupport temporel �ni (comme les ondelettes de Daubechies), car elle présente des résultats similairesmais avec une séparation fréquentielle moins performante (cf chapitre 4).A l'inverse, nous constatons sur la �gure 5.5a que pour certaines modulations (par exemples = N2�3 sur la �gure), la décomposition non-uniforme permet de faire apparaître les trois atomesdans trois fenêtres fréquentielles di�érentes. Si l'on applique alors l'algorithme de recherche demeilleure base modi�é, nous pouvons sélectionner un découpage fréquentiel qui met en évidence lesdi�érents composants du signal, comme nous pouvons le voir sur la �gure 5.5b.Nous illustrons maintenant les di�érences existant entre une décomposition en paquets uniformeet non uniforme à partir de quelques signaux réels.La �gure 5.6 illustre pour le signal �greasy� la meilleure base dyadique ainsi que la meilleurebase non-uniforme sélectionnée avec un coût entropique pour une décomposition en quatre échelles.Nous mettons en évidence sur cette �gure deux zones fréquentielles pour lesquelles les di�érences desegmentation sont signi�catives. La zone (1) est dé�nie sur l'intervalle [0:125; 0:2625] et correspondà deux fréquences fondamentales qui subissent une modulation sur l'intervalle temporel [2000; 3000].On constate sur la représentation dyadique que, du fait de la rigidité de la partition, ce phénomènen'est pas mis en évidence. A�n de le faire apparaître avec la décomposition dyadique, il faut utiliserdes fenêtres fréquentielles plus �nes, c'est-à-dire un nombre d'échelles plus important et accepter unesur-segmentation dans d'autres intervalles. La décomposition non-uniforme, en s'adaptant mieux àla structure du signal permet, avec un faible nombre d'échelle, de faire apparaître ce phénomène.La seconde zone est dé�nie sur l'intervalle [0:35; 0:4125]. Elle correspond à une zone que l'on peutconsidérer comme stationnaire avec une présence d'énergie constante pour toute cette bande fré-quentielle sur l'intervalle temporel [3500; 5000]. On constate que la décomposition dyadique divise201



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
(a) (b)Fig. 5.5 � (a) Décomposition sur 3 échelles de paquets d'ondelettes avec l'algorithme non-uniforme :la décomposition présentée correspond à la modulation s = N2�3. Les zones hachurées indiquent,pour chacune des échelles, les zones fréquentielles non calculées du fait de la non fusion entre inter-valles non adjacents. En grisé nous indiquons les intervalles fréquentiels correspondant à la meilleurebase de représentation sélectionnée. (b) Meilleure base sélectionnée sur la décomposition en 3 échellesde paquets d'ondelettes avec l'algorithme non uniforme (les fenêtres grisées dans la représentationde gauche)

(a) (b) (c)Fig. 5.6 � Signal Greasy (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-dique sur 4 échelles (Entropie = -649470) (c) Meilleure base non uniforme (s = 3�2�4N , entropie=-649795). Les quatres lignes délimitent les deux zones pour lesquelles les di�érences de partition entreles deux décompositions sont les plus signi�catives.202



Chapitre 5 Décomposition non-uniforme
(a) (b) (c)Fig. 5.7 � Signal EEG1 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-dique sur 7 échelles (c) Meilleure base non uniforme (s = 62 � 2�7).
(a) (b) (c)Fig. 5.8 � Signal EEG2 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-dique sur 7 échelles (c) Meilleure base non uniforme (s = 10 � 2�7).cette zone, alors que la décomposition non uniforme la rassemble dans une seule fenêtre.Les �gures 5.7 et 5.8 illustrent les di�érences entre la décomposition dyadique et la décompositionnon-uniforme pour les signaux EEG, avec une décomposition en 7 échelles. A�n de juger de la qualitédes résultats, nous calculons pour chacun des signaux la transformée de Wigner-Ville lissée. Encoreune fois, cette transformée ne permet pas d'obtenir la représentation TF �théorique� associée auxsignaux, mais indique d'une façon assez précise l'évolution des fréquences au cours du temps.Il existe trois grandes di�érences entre les deux partitions fréquentielles sélectionnées sur le signalEEG1 (�gure 5.7) :1. L'existence d'une �ne fenêtre fréquentielle �basse fréquence� dans la décomposition non uni-forme met en évidence la présence ponctuelle d'énergie très basse fréquence dans le signal.Ceci s'illustre surtout dans l'intervalle �réponse�. Dans la décomposition dyadique, ces atomesse di�usent dans une bande fréquentielle plus large.2. La division en deux fenêtres de la bande comprenant 10 Hz dans le découpage non uniforme203



Décomposition non-uniforme Chapitre 5met en évidence une diminution de la fréquence de la composante principale du signal à la �nde la réponse.3. En�n la faible segmentation de la bande située au-dessus de 11 Hz dans la décompositionnon uniforme suggère un comportement presque stationnaire du signal dans cette bande (sta-tionnaire dans le sens où l'énergie pour toutes les fréquences supérieures à 11 Hz apparaît etdisparaît aux mêmes instants temporels). La décomposition dyadique sur-segmente cette zonePour le signal EEG2 (�gure 5.8) les di�érences de partition sont plus faibles. La principaledi�érence réside dans la division de la bande située au-dessus du signal �. La décomposition nondyadique sélectionne une très grande fenêtre dans cette zone mettant ainsi en évidence la présenced'une �colonne homogène� d'énergie durant la réponse. La décomposition dyadique sur-segmentecette zone.Nous ne poursuivons pas l'analyse de la décomposition en paquets d'ondelettes non uniforme surles signaux réels qui nécessiterait maintenant la dé�nition de fonctions de coût plus adaptées à nosdi�érentes problématiques. Nous discuterons à la �n de ce chapitre de l'extension à la dimension2 de cette décomposition non uniforme. Nous introduisons maintenant une nouvelle décompositionbasée sur la méthode des �doubles-arbres�.5.3 Arbre-double non uniforme5.3.1 La décomposition �double tree�5.3.1.1 Principe
Fig. 5.9 � Pavage du plan TF. (a) Paquets d'ondelettes (b) Ondelettes de Malvar (c) Base adaptiveen temps/fréquence (double arbres). U symbolise le découpage en deux d'un segment temporel. Fsymbolise l'application d'un �ltre.Comme nous l'avons vu, les paquets d'ondelettes permettent de rechercher un découpage optimalde l'axe fréquentiel pour un signal donné. Toutefois, cette sélection se fait sur la globalité du signal,204



Chapitre 5 Décomposition non-uniformec'est-à-dire que le découpage fréquentiel sélectionné s'applique, avec une résolution temporelle �xée,à la totalité du signal. Nous illustrons ceci sur la �gure 5.9a où nous indiquons sous forme de blocsd'Heisenberg le découpage du plan temps-fréquence associé à une base de paquets d'ondelettes.Les ondelettes de Malvar permettent un découpage optimal de l'axe temporel pour un signal.Mais la taille de chaque intervalle temporel �xe la division fréquentielle correspondant à ce segment.Nous illustrons ceci sur la �gure 5.9b.On constate que ces di�érentes particularités vont être limitatives lors de l'étude de signaux nonstationnaires. En e�et, lorsque l'on utilise une décomposition en paquets d'ondelettes sur un signalnon stationnaire, le découpage fréquentiel sélectionné correspond au comportement moyen du signalet ne prend pas en compte les di�érentes zones temporelles. A l'inverse, les ondelettes de Malvarsélectionnent les zones temporelles stationnaires mais ne s'adaptent pas à la distribution de l'énergiedans le plan fréquentiel pour chacun des segments temporels.On peut s'interroger sur l'existence d'un système permettant d'obtenir une décomposition quis'adapte conjointement à l'évolution temporelle et fréquentielle du signal. L'une des solutions seraitde découper le signal en petits segments et de rechercher pour chacun de ces segments la meilleurebase de paquets d'ondelettes. Toutefois, la partition temporelle initiale est arbitraire et ne s'adaptepas forcément à la structure du signal. L'idée est donc de combiner le découpage récursif tempo-rel proposé dans le cadre des ondelettes de Malvar avec le découpage récursif fréquentiel existantdans les paquets d'ondelettes. C'est-à-dire que sur chaque intervalle temporel construit lors de ladécomposition de Malvar, nous appliquons une décomposition en paquets d'ondelettes à la placed'une transformée trigonométrique locale. L'algorithme permettant d'obtenir des décompositionsde ce type s'appelle l'algorithme �double tree� (deux arbres : l'un temporel et l'autre fréquentiel) eta été proposé par Vetterli et al [50]. Nous le notons algorithme DT.Nous illustrons cette décomposition sur la �gure 5.9c, où l'on constate que la représentations'adapte à la fois en temps et en fréquence.Considérons un signal composé de 4 segments (ABCD), on note Wp(L) la décomposition enpaquets d'ondelettes sur L échelles alors l'algorithme DT e décline de la façon suivante :� Calcul de Wp(L0) (ABCD)� Calcul de Wp(L1) (AB) et Wp(L1) (CD)� Calcul de Wp(L2) (A), Wp(L2) (B), Wp(L2) (C) et Wp(L2) (D)Pour trouver, d'une façon conjointe, la meilleure segmentation temporelle et fréquentielle, onapplique tout d'abord l'algorithme Best-Basis (présenté dans le chapitre 3) sur les di�érentes dé-compositions en paquets d'ondelettes, ce qui permet de déterminer la meilleure partition fréquen-tielle pour chaque segment. Ensuite, le coût total de chacune de ces meilleures bases fréquentiellesest rattaché à l'intervalle temporel associé et l'algorithme de meilleure base est alors appliqué surl'arbre binaire correspondant aux divisions temporelles, sélectionnant ainsi le meilleur découpagetemporel. La complexité de l'algorithme DT est � �N (logN)2�.Nous remarquons dans l'algorithme présenté ci-dessus trois paramètres à dé�nir : L0, L1 et L2 quicorrespondent aux nombres d'échelles fréquentielles: Nous n'avons pas trouvé dans la littérature desrègles �xant concrètement ces paramètres. D'une façon générale, les auteurs décident implicitement205



Décomposition non-uniforme Chapitre 5d'une profondeur de décomposition constante, c'est à dire que si L est le nombre d'échelles del'arbre �temporel� alors L0 = L, L1 = L� 1 ....Ll = L� l. Cependant, nous avons constaté durantnos expérimentations que cette solution désavantageait la segmentation temporelle, car, commenous l'avons indiqué dans le chapitre 4, les petites fenêtres fréquentielles ont tendance à diminuerle coût (phénomène de sur-segmentation). Ce sont donc les segments temporels décomposés avecle plus grand nombre d'échelles fréquentielles qui vont être avantagés, c'est-à-dire, à l'extrême, lesignal dans sa totalité. Pour remédier à ceci on peut utiliser un réglage des paramètres constants :L0 = Lf , L1 = Lf ....Ll = Lf .Il reste encore un problème à éclaicir par rapport à l'algorithme DT : les décompositions ainsiconstruites sont-elles orthogonales?Pour répondre à cette question il faut considérer deux cas [50] :Segmentation temporelle sans recouvrement.Dans ce cas, on retrouve la di�culté de la décomposition d'un signal de longueur �nie, à sa-voir comment traiter les bords. On peut utiliser les �ltres de Haar qui, ayant une longueur de 2,ne présentent pas de problèmes de bords. On peut aussi utiliser le principe de périodisation dusignal. Cette solution se généralise à tous les bancs de �ltres (nous l'avons utilisée pour le systèmede décomposition de Meyer) et présente l'avantage d'être simple à réaliser. Il provoque toutefoisl'apparition de discontinuités aux extrémités des projections. En�n, on peut utiliser des �ltres par-ticuliers pour traiter les extrémités des intervalles. Cette solution permet de ne pas faire apparaîtredes discontinuités. Il existe une importante littérature sur la construction de ces �ltres �spéciaux�[50], [27], [68].Quelle que soit la solution choisie, si la base de paquets d'ondelettes utilisée est une base or-thonormée de l2 [0; N � 1], alors l'algorithme DT permet la construction d'une collection de basesorthonormées de l2 [0; N � 1] variant dans le temps.Segmentation temporelle avec recouvrement.Cette solution est plus �esthétique� car elle ne provoque pas une segmentation brutale du si-gnal. Cependant, la méthodologie de repliement (opérateur U du chapitre 3) proposée dans le cadredes ondelettes de Malvar ne permet pas d'obtenir une décomposition orthonormée car les basesde paquets d'ondelettes ne sont pas périodiques. En e�et, la procédure d'extension indiquée dansl'équation (3.9) du chapitre 3 ne dé�nit pas, à partir des paquets d'ondelettes, des fonctions ortho-gonales dans les zones de recouvrement. Il faut alors introduire des fonctions particulières pour ceszones de recouvrement. Cette opération est réalisée directement à partir des �ltres [49], [51] [50]mais elle est plus complexe.Nous voulons utiliser le principe de l'algorithme DT pour dé�nir une décomposition entièrementnon-uniforme. Or cette décomposition, pour être complètement non-uniforme, doit utiliser les on-delettes de Meyer 4. Nous ne pouvons donc pas utiliser la méthodologie permettant de construiredes �ltres traitant les zones de recouvrement temporel proposée par Vetterli et al [50] car les �ltresde Meyer sont à support temporel in�ni 5. Nous utilisons obligatoirement une segmentation tem-porelle sans recouvrement avec une périodisation de chaque segment. Une proposition de �pseudo-4. Les ondelettes de Meyer constituent le seul système que nous connaissons qui permet d'obtenir un découpagenon-uniforme de l'axe fréquentiel.5. La méthode proposée par Vetterli est une approche numérique qui calcule directement à partir des séquencesh [n] et g [n] les coe�cients des �ltres �de recouvrement�.206



Chapitre 5 Décomposition non-uniformeondelettes� de Meyer qui soient orthogonales dans les zones de recouvrement et leurs utilisationsnumériques sont des problèmes ouverts que nous ne traitons pas dans ce mémoire de thèse.5.3.1.2 Vers le tout non-uniformeL'algorithme DT représente la méthode �ultime� permettant de découper le plan temps-fréquenceen rectangle optimum.Mais dans sa formulation originale, nous voyons qu'elle conserve une contrainte :les divisions temporelle et fréquentielle sont dyadiques.Xiong [98] a proposé une première amélioration permettant de rendre non-uniforme la segmen-tation temporelle. Il applique son algorithme de division temporelle non-uniforme sur le signal, quenous avons présenté dans le chapitre 3, et pour chacun des intervalles temporels, il calcule unedécomposition en paquets d'ondelettes. Toutefois, une seule des deux contraintes est supprimée : ledécoupage fréquentiel reste dyadique.En utilisant notre méthode de partition non-uniforme d'un axe, introduite dans la proposition7 du chapitre 3 (page 97), à la fois sur l'axe temporel et fréquentiel, nous obtenons, au prix d'unecomplexité plus importante mais �contrôlée�, un pavage du plan temps-fréquence optimal qui a pourseule contrainte que les cotés des rectangles soient égaux à des puissances de deux.Toutes les composantes de cet algorithme sont décrites soit au chapitre 3, soit au paragrapheprécédent de ce chapitre. Il su�t de les combiner suivant le même principe que l'algorithme DTdyadique et l'algorithme DT non-uniforme se résume à :� Calcul des ensembles fSl;sg1�l�L;0�s<2L�1 correspondant à la totalité des partitions tempo-relles non-uniformes disjointes de [0; N � 1] du signal avec n intervalles de taille variant de2�LN à 2�1N . (algorithme du paragraphe 3.3 du chapitre 3, page 93)� Sur chaque intervalle temporel I l;sj , élément de la division non-uniforme, calcul de la décom-position sur Ll échelles en paquets d'ondelettes de Meyer non-uniforme : Wpno(Ll)�1Il;sj f�(algorithme du paragraphe 5.2.3 de ce chapitre)La recherche de la meilleure base suit un principe similaire à celui de l'algorithme DT dyadique :� Recherche de la meilleure partition fréquentielle non-uniforme pour chaque intervalle I l;sj , etassociation du coût total de cette projection optimale au noeud �temporel� d'indice (l; s; j)� Recherche de la meilleure partition temporelle non-uniformeNotons que l'algorithme Best-Basis n'est pas utilisé, mais le choix des meilleurs partitions non-uniformes fréquentielle et temporelle s'e�ectue grâce à la version modi�ée de l'algorithme Best-Basisproposée dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre 3.Puisque la base de paquets d'ondelettes de Meyer non-uniformes constitue une base orthonor-mée de l2 [0; N � 1], et que nous avons utilisé une segmentation temporelle sans recouvrement,l'algorithme proposé ci-dessus permet la construction d'une collection de bases orthonormées non-uniforme de l2 [0; N � 1] variant dans le temps. 207



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
(a) (b) (c)Fig. 5.10 � Signal �coif2� composé de 6 atomes TF (a) pavage associé à la meilleure base de Malvarnon-uniforme (4 échelles) (b) pavage associé à la meilleure base de Meyer non-uniforme (4 échelles)(c) pavage associé à la meilleure base de double tree non-uniforme (3 échelles temporelles, 4 échellesfréquentielles)5.3.1.3 Quelques applicationsA�n d'étudier l'algorithme DT non-uniforme, nous utilisons le signal �coif2� composé de 6 atomesTF. Plutôt que d'illustrer la décomposition TF calculée à partir de la meilleure base sélectionnée,nous représentons le pavage du plan TF associée, ceci a�n de bien �marquer� les di�érences entre lesméthodes. Le signal a été décomposé par l'algorithme DT non-uniforme sur 3 échelles temporelles,et chacun des arbres fréquentiels a une profondeur de 4. A titre de comparaison, nous illustrons lesdécoupages du plan TF associés à la meilleure base de la décomposition en ondelettes de Malvarnon-uniforme, et à la meilleure base de la décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer non-uniforme. La meilleure base est sélectionnée selon un coût entropique. Nous présentons les résultatssur la �gure 5.10.Nous constatons que les découpages non-uniformes selon l'axe temporel (ondelettes de Malvar)ou selon l'axe fréquentiel (ondelettes de Meyer) permettent de séparer correctement les di�érentscomposants, mais dans une �seule direction�. Par exemple, si l'on étudie le premier atome :� Grâce à la décomposition de Malvar, nous concluons directement de la représentation TFsélectionnée que le premier atome est centré sur l'intervalle temporel [64; 127], mais nousn'avons pas d'information directe sur sa fréquence fondamentale. Il faut étudier pour cela lemaximum des coe�cients.� A l'inverse, avec la décomposition de Meyer, nous concluons directement de la représentationTF que cet atome a une fréquence centrale comprise dans l'intervalle [0:4375; 0:4688] maisnous n'avons pas d'information directe sur sa position temporelle. Il faut étudier pour celal'évolution temporelle des coe�cients.� L'algorithme DT non-uniforme nous fournit ces deux informations directement et simulta-nément. De plus, puisque le découpage est non-dyadique, les rectangles correspondant audécoupage du plan TF s'adaptent le plus précisément possible à chaque atome du signal.208



Chapitre 5 Décomposition non-uniforme

Fig. 5.11 � Signal EEG1 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) représentation TFassociée à la meilleure base de Malvar non-uniforme (4 échelles) (c) représentation TF associée àla meilleure base de Meyer non-uniforme (6 échelles) (d) représentation TF associée à la meilleurebase de double tree non-uniforme (2 échelles temporelles, 6 échelles fréquentielles)On constate sur cet exemple que l'apport de l'algorithme DT non-uniforme en terme de qua-lité d'analyse est très important. Nous n'illustrons pas les décompositions dyadiques car elles nesont qu'un cas particulier des transformations non-uniformes et obtiendront, au mieux, un résultatéquivalent.La �gure 5.11 illustre les di�érences entre la décomposition de Malvar non-uniforme, la décom-position de Meyer non-uniforme, et l'algorithme DT non-uniforme sur un signal EEG (le signalEEG1). Nous rappelons la transformée de Wigner-Ville de ce signal sur cette �gure. Si nous étu-dions en détail les di�érentes représentations TF et la transformée de Wigner-Ville, on constate quele principal apport de l'algorithme DT non-uniforme se situe sur l'analyse de la composante prin-cipale (intervalle de fréquence [8; 12]). A�n de commenter les avantages et les défauts de ces troisméthodes, nous isolons sur la représentation de Wigner-Ville six zones caractéristiques (numérotées209



Décomposition non-uniforme Chapitre 5de 1 à 6 sur la �gure 5.11a) :1. Concentration d'énergie localisée sur le bloc [8; 12]hz � [0; début_question]. Pour les trois dé-compositions, ce bloc d'énergie homogène est correctement mis en évidence.2. Réapparition de l'énergie sur la bande fréquentielle [8; 12] et sur un intervalle de temps trèscourt (juste après le début de la question). Du fait de la division temporelle, on constate que ladécomposition de Malvar ne localise pas cette zone d'énergie en l'étirant trop dans le temps.La décomposition de Meyer et l'algorithme DT détectent correctement cette composante trèscourte dans le temps.3. Diminution rapide de la fréquence de la composante fondamentale (juste avant la �n de laquestion). La décomposition de Malvar met en évidence cette diminution de la fréquence,mais, encore une fois, avec une trop grande imprécision dans les coordonnées temporelles.Du fait du découpage fréquentiel global du signal, la transformée de Meyer n'est pas trèssensible à cette évolution. Seule la présence d'énergie dans des zones plus basses fréquences lasignale. Notons qu'en augmentant le nombre d'échelles de décomposition, la transformée deMeyer peut mettre en évidence cette caractéristique (en ayant une précision temporelle trèsmoyenne), mais dans ce cas elle découpe d'avantage les zones homogènes (1) et (2) (cf �gure5.7c). Du fait du découpage adaptatif à la fois en temps et en fréquence, l'algorithme DT meten évidence avec une précision temporelle su�sante cette évolution.4. Réapparition d'énergie dans une bande fréquentielle très réduite centrée autour de 10, et débu-tant à l'amorce de la réponse. La décomposition de Malvar détecte très bien cette caractéris-tique car elle est dé�nie sur un large intervalle temporel. En revanche le découpage des paquetsd'ondelettes est trop grossier, avec une bande fréquentielle trop large. Comme pour le point(3), ceci peut être amélioré avec un nombre d'échelles plus important mais provoquant dansd'autres zones un phénomène de sur-segmentation. L'algorithme DT fait apparaître correcte-ment cette zone très localisée fréquentiellement et s'étalant sur un large intervalle temporel.5. Diminution de la fréquence de la composante principale à la �n de la réponse. Le système deMalvar met en évidence cette évolution fréquentielle, mais du fait d'une segmentation tem-porelle très �ne, la résolution fréquentielle est très mauvaise ce qui provoque la création d'unbloc fréquentiel s'étirant jusqu'à 15 Hz. Encore une fois, le découpage des paquets d'ondelettesest trop grossier et seul l'algorithme DT fait apparaître correctement cette évolution.6. �Colonne� d'énergie sur la bande fréquentielle [15; 30] localisée un peu avant la �n de la ré-ponse. Avec le système de Malvar, cette colonne n'est pas du tout apparente du fait d'unetrès mauvaise résolution temporelle et d'un découpage trop important de l'axe fréquentiel.La décomposition de Meyer détecte cette zone en sélectionnant de grandes fenêtres fréquen-tielles, mais le résultat est moins précis que l'algorithme DT qui, pour cette zone temporelle,sélectionne une fenêtre fréquentielle allant de 15 à 30 Hz.A partir de cet exemple, nous déduisons quelques conclusions permettant de faire un bilan surles di�érentes techniques TF étudiées dans les trois derniers chapitres :� La décomposition de Malvar s'adapte très bien à des composantes localisées ou très localisées210



Chapitre 5 Décomposition non-uniformefréquentiellement mais qui ont un support temporel large. Lorsque le signal évolue rapidementdans le temps, cette représentation n'est pas performante. Par exemple, si l'on décomposeune fonction dirac (�gure 5.12a) le support temporel de la singularité est trop étroit et lareprésentation TF sélectionnée n'extrait alors pas correctement l'information du signal. Dansce cas, la décomposition en paquets d'ondelettes et l'algorithme DT sont plus adaptées (�gures5.12b et 5.12c).� La décomposition de Meyer met plus en évidence des évolutions rapides du signal dans letemps, mais il faut que le signal ait un comportement fréquentiel homogène sur toute sa durée.Si le signal présente di�érentes zones bien identi�ées, le découpage fréquentiel sélectionné n'estpas forcément adapté pour toutes les zones, ce qui peut entraîner des phénomènes de sur-segmentation et donc une dispersion de l'énergie entre di�érentes bandes. Par exemple, si l'ondécompose un signal stationnaire par partie (�gure 5.13b), la représentation TF sélectionnéepeut être complexe à analyser du fait d'une segmentation fréquentielle trop importante decertaines composantes. Dans ce cas, la décomposition de Malvar obtient les meilleures résultats(�gure 5.13a),mais la représentation TF associée à l'algorithme DT est tout à fait satisfaisante(�gure 5.13c).� La décomposition DT représente un compromis entre ces deux décompositions : elle permetde détecter des changements rapides du signal dans le temps, tout en s'adaptant à des chan-gements fréquentiels importants. Quand on n'a pas de connaissances sur le signal que l'onétudie, elle constitue la meilleure méthode d'analyse.Nous ne traitons pas de l'apport du non-uniforme par rapport aux décompositions dyadiquescar, nous l'avons abordé de nombreuses fois durant les trois derniers chapitres, elles n'obtiennent,au mieux, qu'un résultat équivalent (par exemple sur le signal AR présenté sur la �gure 5.13, uneméthode dyadique sera forcément mise en défaut).En�n, notons que ces méthodes non-uniformes sont proposées dans un cadre �algorithmique�,mais avant leurs utilisations dans des problématiques réelles, il faut s'attarder sur le critère de choixpermettant la sélection de la meilleure représentation non-uniforme.5.3.2 Evolution future des algorithmes non-uniformes5.3.2.1 balanced double treeUn première approche permettant d'obtenir des paquets d'ondelettes variant dans le temps estobtenue par l'utilisation d'un arbre binaire simple sur chaque segment dyadique du signal : l'al-gorithme DT. Pourtant, puisque nous calculons un découpage fréquentiel dyadique sur di�érentssegments temporels, nous avons une certaine asymétrie dans le découpage sélectionné : nous avonsplusieurs arbres de coupures fréquentielles sur chaque segment temporel mais pas l'inverse (�gure5.14a). Ceci est corrigé par l'arbre indiqué sur la �gure 5.14b, dans lequel chaque signal �temps�ou �fréquence� est traité comme un candidat pour de futures segmentations fréquentielles et tem-porelles : cet algorithme se nomme �balanced double tree� [98], que nous noterons algorithme BDT.L'algorithme DT de la �gure 5.14a est un cas particulier de l'algorithme BDT. la sélection de lameilleure base dans le cas BDT s'e�ectue d'une façon équivalente à l'algorithme DT. Simplement211



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
(a) (b) (c)Fig. 5.12 � Décomposition d'une fonction Dirac (a) Représentation TF associée à la meilleure basede Malvar non-uniforme (4 échelles) (b) Représentation TF associée à la meilleure base de Meyernon-uniforme (4 échelles) (c) Représentation TF associée à la meilleure base de DT non-uniforme(2 échelles temporelles, 4 échelles fréquentielles)à chaque noeud, nous sélectionnons selon le coût minimum, la partition temporelle ou la partitionfréquentielle.Les di�érences entre l'arbre simple, l'arbre DT et l'arbre BDT sont apparentes sur les découpagesTF générés par ces di�érents algorithmes. Sur la �gure 5.15a nous montrons un exemple de décou-page calculé par l'arbre simple. Chaque découpage fréquentiel est appliqué sur la totalité du signal,puisque la structure de l'arbre ne varie pas au cours du temps. La �gure 5.15b donne un exemplede découpage associé à l'arbre DT. La ligne verticale au milieu de la représentation correspond àune coupure dans le domaine temporel. Ensuite chacun des segments temporels est traité à partirde l'arbre simple appliqué dans le domaine fréquentiel. En�n la �gure 5.15c montre un exemple dedécoupage obtenu par l'arbre BDT. Ce découpage ne peut être obtenu ni par l'arbre, ni par l'arbredouble.De la même façon que pour l'algorithme DT, l'algorithme BDT est proposé à l'origine avecun découpage dyadique des axes temporel et fréquentiel. Nous pouvons intégrer nos méthodesnon-uniformes pour dé�nir un arbre BDT non-uniforme conjointement adaptatif en temps et enfréquence. Pour cela, il �su�t� d'appliquer récursivement l'algorithme DT non-uniforme, que nousavons présenté dans le paragraphe précédent, sur chaque vecteur de coe�cients construit lors de ladécomposition. Mais, si le principe est simple à exposer, on imagine facilement que la complexitéva vite devenir incontrôlable 6 lorsque le nombre d'échelles augmente. C'est pourquoi nous ne pré-sentons pas dans ce mémoire les résultats de cet algorithme BDT non-uniforme car il nous semble6. A titre de comparaison, la complexité est supérieure à la recherche d'un découpage anisotropique non-uniformed'une image. 212



Chapitre 5 Décomposition non-uniforme

(a) (b) (c)Fig. 5.13 �Décomposition d'un signal composé de trois modèles AR (a) Représentation TF associée àla meilleure base de Malvar non-uniforme (4 échelles) (b) Représentation TF associée à la meilleurebase de Meyer non-uniforme (4 échelles) (c) Représentation TF associée à la meilleure base de DTnon-uniforme (2 échelles temporelles, 4 échelles fréquentielles)
(a) (b)Fig. 5.14 � (a) Double tree (b) balanced double tree213



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
(a) (b) (c)Fig. 5.15 � Exemple de découpage du plan TF (a) Paquets d'ondelettes (simple arbre) (b) arbre DT(c) Arbre DBT

Fig. 5.16 � Exemple de découpage du plan TF avec l'arbre BDTque les apports en terme de résultats ne sont pas signi�catifs par rapport à l'accroissement du coûtde calcul. Il nous semble plus opportun de libérer certaines contraintes pour limiter la complexitéde la méthode. Nous présentons di�érentes �pistes� à étudier.Découpage fréquentiel dyadiqueDans le cas d'un découpage temporel sans recouvrement et sans périodisation du signal, lesopérations de �coupure temporelle� et �coupure fréquentielle� sont commutatives, c'est-à-dire qu'ef-fectuer une coupure temporelle, puis ensuite une coupure fréquentielle, revient au même découpageque d'e�ectuer l'inverse. Dans ce cas un certain nombre de noeuds de l'arbre associé à l'algorithmeBDT sont redondants : la complexité de calcul est alors équivalente à celle de l'algorithme DT. Pourillustrer ceci, nous étudions l'algorithme BDT dyadique sur deux échelles. La �gure 5.16 présenteles di�érentes étapes, ainsi que le découpage du plan temps-fréquence associé, montrant ainsi laredondance dans les partitions.Nous pouvons d'ailleurs remarquer sur cette �gure que l'algorithme BDT dyadique sans recou-vrement est équivalent à rechercher le découpage anisotropique 2D optimale de l'image TF. Or,durant le chapitre 3, nous avions mis en évidence une certaine redondance dans la décompositionanisotropique 2D en ondelettes de Malvar. Nous la retrouvons ici. Si l'on reprend les remarques faites214



Chapitre 5 Décomposition non-uniformedans le cadre de l'algorithme anisotropique, nous constatons que le nombre de coupures nécessairespour calculer l'algorithme BDT dyadique est identique à celui de l'algorithme DT. La di�érenceentre ces deux algorithmes n'apparaît que lors de la recherche de la meilleure base, où chaque noeudde la décomposition BDT a 4 �ls en concurrences deux à deux (on retrouve évidemment le principeexposé durant la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique).La base de Haar permet un découpage temporel sans recouvrement et sans périodisation (car les�ltres associés sont de longueur 2). Toutefois, nous ne pouvons e�ectuer qu'un découpage dyadiquefréquentiel. Si l'on accepte un découpage dyadique de l'axe fréquentiel avec une faible séparation,on peut alors dé�nir un algorithme BDT non-uniforme sur l'axe temporel de complexité raisonnable(égale à celle de l'algorithme DT). Pour cela, puisque nous sommes dans le cadre d'une transforméesans recouvrement temporel et sans périodisation, le calcul des coe�cients se fait par l'intermédiairede l'algorithme DT avec un découpage non-uniforme sur le temps et une base de Haar. Ensuite,lors de la recherche de la meilleure base, nous collectons, pour chaque noeud élément d'un arbre�fréquentiel�, les coûts associés à des intervalles fréquentiels identiques mais correspondant à undécoupage de l'intervalle temporel étudié. Par exemple, si le noeud étudié correspond à un intervalletemporel (t)I l;sj et à un intervalle fréquentiel (f)I l0;s0j0 nous collectons tous les coûts dans l'arbre DTassocié à un bloc (t)I l2;s2j2 �(f) I l02;s02j02 tel que(t)I l2;s2j2 �(t) I l;sj et (f)I l02;s02j02 =(f) I l0;s0j0Ceci permet ainsi de calculer une décomposition BDT, non-uniforme temporellement, sans ac-croissement de la complexité. On note dans cette méthode l'importance de conserver toutes lespartitions non-uniformes et de ne pas intégrer la sélection du meilleure découpage dans la décom-position, ce qui n'est pas le cas avec la méthode de Xiong.Post-traitementA�n de limiter la complexité de la décomposition, nous pouvons aussi ne plus rechercher l'opti-misation absolue de la représentation, mais simplement appliquer, après un premier découpage, unpost-traitement limitant l'assymétrie de l'arbre DT.L'idée est de calculer le pavage optimal du plan TF avec l'algorithme DT non-uniforme, puisensuite essayer de rediviser par l'algorithme DT chaque bande fréquentielle sélectionnée. Nous nesommes pas assuré d'obtenir le minimum de la fonction de coût, mais nous introduisons plus de sou-plesse dans la décomposition. Par exemple, on peut rechercher tout d'abord un découpage fréquentielglobal et grossier du signal par l'intermédiaire des paquets d'ondelettes de Meyer non-uniformes,puis on analyse avec l'algorithme DT non-uniforme chaque vecteur de coe�cients sélectionnés pourintroduire un découpage temporel. L'algorithme se décline alors selon :� Décomposition du signal en paquets d'ondelettes de Meyer non-uniforme� Sélection de la base B optimale selon une fonction de coût� Pour tout vecteur de coe�cients dl;sj tel que (l; j; s) 2 BDécomposition de dl;sj par l'algorithme DT non-uniformeSélection de la meilleure représentation dans l'arbre DT non-uniforme215



Décomposition non-uniforme Chapitre 5
Fig. 5.17 � Décomposition du signal �coif2� par l'intermédiaire d'une base de paquets d'ondelettesde Meyer non-uniforme, puis par l'application de l'algorithme DT sur chaque bande fréquentiellesélectionnée.

(a) (b)Fig. 5.18 � Découpage 2D non-uniforme sans contrainte d'optimisation absolue (a) Choix à chaquedécoupage (b) Translation complète de l'image selon une directionA titre d'illustration, nous appliquons cette méthode sur le signal �coif2�. Nous constatons surla �gure 5.17 que la partition ainsi sélectionnée ne peut pas être obtenue par un arbre simple oupar un arbre DT. Le découpage permet de séparer les di�érents composants, ceci s'illustre sur ladécomposition TF associée.5.3.2.2 Une décomposition 2D non-uniformeLe découpage non-uniforme d'une image reste un problème complexe. La di�culté ne se situepas au niveau de la dé�nition de l'algorithme mais plutôt, comme nous l'avons noté dans le chapitre3, au niveau de la complexité algorithmique. En e�et, si l'on veut rechercher une partition non-uniforme optimale 2D, nous avons alors un nombre de combinaisons qui devient vite incontrôlablelorsque le nombre d'échelles de décomposition augmente, et ceci même avec une prise en comptedes di�érentes redondances.Xiong soulignait à la �n de sa thèse ce problème de calcul non-uniforme 2D. Et il énonçait alors216



Chapitre 5 Décomposition non-uniformecomme perspective une méthode se basant tout d'abord sur un pré-découpage dyadique puis unra�nement non-uniforme sur chaque bloc sélectionné. On peut en e�et envisager d'utiliser, parexemple, la décomposition anisotropique 2D, introduite dans le chapitre 3, pour obtenir un pré-découpage de l'image. Puis calculer sur chaque bloc de l'image, une décomposition non-uniforme àpartir d'une extension à la dimension deux de l'algorithme 1D proposé dans le chapitre 3.Nous n'avons pas eu connaissance dans la littérature de telles méthodes : faut-il penser que cettepré-segmentation dyadique est trop restrictive?Pour arriver à une décomposition non-uniforme 2D de complexité raisonnable, nous pouvonsaussi réduire la contrainte d'optimisation absolue de la partition. Dans ce cas, nous proposons deuxsolutions :� On choisit à chaque étape de la décomposition la meilleure partition possible avant de continuerle découpage (�gure 5.18a). Nous pouvons ainsi sélectionner, avec une faible complexité, unepartition anisotropique non-uniforme. Mais il est évident que cette partition n'est pas optimalepour la fonction de coût, puisque le choix se fait au fur et à mesure de la division.� On limite le nombre de translations possibles, à savoir : aucune translation, translation deun intervalle pour toutes les lignes, translation de un intervalle pour toutes les colonnes,translation de un intervalle pour toutes les lignes et colonnes (�gure 5.18b). Cette méthodes'inscrit dans une généralisation �réduite� de la méthode de partition proposée dans le chapitre3. Nous constatons sur la �gure 5.18b que le nombre de combinaisons, pour chaque bloc, estde 4, ce qui est raisonnable. Comme précédemment, cette approche ne permet pas d'obtenirle minimum absolu de la fonction de coût, mais elle nous semble fort prometteuse, car ellepermet d'étudier assez rapidement, un grand nombre de partitions di�érentes.Calculer directement une décomposition non-uniforme, même dé�nie sous certaines contraintes,plutôt que d'e�ectuer une étape de pré-découpage dyadique, nous semble plus adapté, car le pré-découpage implique trop de contraintes que le post-traitement ne pourra pas contourner.La proposition d'un algorithme de partition non-uniforme 2D est maintenant pour nous uneétape fondamentale pour le développement de nouvelles méthodes d'analyse 2D. En e�et à partirdes principes exposés dans ce mémoire, et de ce schéma de partition non-uniforme, nous pourronsconstruire facilement :� Une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme 2D,� Une décomposition en paquets d'ondelettes de Meyer non-uniforme 2D� Une décomposition en paquets d'ondelettes variant dans l'espace entièrement non-uniforme àla fois dans l'espace et la fréquence.C'est ce dernier point qui nous semble le plus important, car Xiong a montré durant sa thèse[98] que l'algorithme DT dyadique 2D donnait de très bons résultats dans le domaine, par exemple,de la compression. Son extension par une méthode doublement non-uniforme nous permet d'avoirun découpage le plus adaptatif possible de l'image et donc de concentrer au mieux l'information surquelques coe�cients : on peut espérer alors des améliorations signi�catives.217



Décomposition non-uniforme Chapitre 55.4 ConclusionNous avons étudié dans ce cinquième et dernier chapitre un ensemble de décompositions non-uniformes. Ces décompositions, de par leur souplesse de division, permettent d'obtenir des repré-sentations TF qui s'adaptent très bien à l'évolution temporelle et fréquentielle du signal.Dans un premier temps, nous avons utilisé la liberté qui nous était o�erte par le système dedécomposition de Meyer, pour dé�nir un algorithme de décomposition en paquets d'ondelettesde Meyer orthogonales et non-uniformes. Cette méthode nous permet d'étudier tous les découpagesfréquentiels possibles du signal et ainsi d'extraire une base optimale pour l'étude de signaux ayant uncomportement globalement stationnaire dans le plan fréquentiel. L'illustration sur des signaux EEGa montré que cette analyse est plus ��ne� que la décomposition dyadique en paquets d'ondelettes,mettant ainsi en évidence certains phénomènes qui pouvaient se disperser entre plusieurs bandesdyadiques et donc qui n'étaient pas détectés.Dans un second temps, nous avons introduit l'algorithme Double Tree qui permet de dé�nir unedécomposition en paquets d'ondelettes variant dans le temps. En utilisant les concepts proposésdans le cadre du chapitre 3, et au début de ce chapitre, nous avons alors dé�ni une décomposi-tion conjointement non-uniforme et adaptative sur les axes temporel et fréquentiel. Cette méthodes'inscrit comme un aboutissement des di�érentes techniques TF que nous avons étudiées durantles chapitres 3, 4 et 5. Comme nous l'avons vu sur des signaux de tests, elle o�re un compromisentre la décomposition de Malvar, qui est inadaptée aux signaux présentant des singularités, et ladécomposition en paquets d'ondelettes qui va donner un résultat grossier lors de l'étude de signaux,par exemple, stationnaires par partie. La non-uniformité permet à la méthode de s'adapter à toussignaux réels en ne posant aucune contrainte sur la dé�nition des intervalles, si ce n'est qu'ils aientune longueur égale à une puissance de deux.Toutefois, ce chapitre présente simplement des concepts algorithmiques pour de futures re-cherches, mais leurs intégrations dans des problématiques concrètes telle que l'EEG ne sont paspleinement �nalisées. Il faut en e�et nous pencher sur le problème de la sélection de la meilleurereprésentation non-uniforme qui est un aspect aussi important que l'algorithme de décomposition.En�n, la prochaine étape à franchir reste l'extension de nos algorithmes non-uniformes en di-mension 2.
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ConclusionConclusionDé�nir une méthodologie permettant d'extraire, avec une précision maximale, l'information pré-sente dans un signal est primordial dans de nombreuses applications. Les décompositions numériquestemps-échelle et temps-fréquence, dé�nies dans le cadre général des ondelettes, fournissent un en-semble de solutions possédant chacune leurs caractéristiques propres. Toutefois, certaines de cesméthodes numériques, présentes dans la littérature, proposent un cadre général mais possèdent cer-taines contraintes qui peuvent être dommageables par rapport au but recherché : faire apparaîtrel'information d'une façon optimale. L'objectif de ce travail a donc été d'étudier, dans un premiertemps, le schéma de fonctionnement, les propriétés, mais aussi les limites de ces di�érents algo-rithmes a�n, dans un second temps, de modi�er certains aspects des méthodologies pour rendre,soit la représentation plus adaptative, soit la classi�cation plus pertinente.Un miscroscope mathématique plus performant?Nous nous sommes intéressés tout d'abord à la capacité des ondelettes d'étudier localement unsignal, et donc à séparer ses di�érents éléments. En modi�ant, soit le schéma de décomposition, soitla procédure de sélection des coe�cients pertinents, nous avons introduit des méthodologies plusrobustes, ou traitant des cas particuliers comme les signaux très fortement bruités.DébruitageL'extension du débruitage, tel qu'il a été proposé par Donoho et al., reposant sur le seuillagedes coe�cients d'ondelettes, a fait l'objet du premier chapitre. Après avoir rappelé son principe,nous avons mentionné que cette méthode faisait apparaître un certain nombre de discontinuités etqu'il pouvait être mis en échec face à des signaux fortement bruités. Nous avons alors introduit leprincipe du débruitage non-décimé, proposé durant notre DEA, et �nalisé au début de cette thèse,qui apporte une amélioration sensible des résultats grâce à la redondance présente dans la décom-position. De plus, l'estimation du seuil à partir de toute la décomposition non-décimée permet deproposer un seuil robuste, tout en conservant une complexité algorithmique raisonnable. Puis, nousavons intégré cette méthode non-décimée dans un algorithme itératif permettant de restaurer dessignaux fortement dégradés dont on possède un faible nombre d'occurrences. Cette intégration per-met de sélectionner pas à pas les coe�cients associés à l'information. Puisque la décomposition enondelettes possède des propriétés remarquables pour des problématiques de débruitage, l'algorithmeconverge rapidement vers le signal recherché et ne nécessite donc qu'un faible nombre d'occurrencescontrairement aux méthodes statistiques. La réévaluation de l'erreur de reconstruction à chaqueitération permet d'extraire des informations noyées dans le bruit, qui sont supprimées lors du trai-tement d'une seule occurrence. L'illustration de ces algorithmes sur des signaux et images de testsa mis en évidence leurs potentialités, con�rmées par les résultats obtenus sur des images cérébralesd'IRM fonctionnelle. 219



ConclusionGrâce à leur dé�nition générale, les améliorations que l'on peut apporter à ces di�érentes mé-thodes sont nombreuses. Dans le cadre des méthodes itératives, il serait, par exemple, intéressantd'utiliser une base de paquets d'ondelettes pour analyser le résidu à chaque itération, a�n de ne sefocaliser que sur les bandes de fréquences dans lesquelles de l'information est encore présente.Maxima d'ondelettesLa seconde méthode étudiée, permettant d'analyser localement un signal, a été les maximad'ondelettes (chapitre 2). Cette représentation permet de caractériser le gradient d'un signal àdi�érentes échelles. Un certain nombre de propriétés liées à la propagation des maxima est très utilesdans des problématiques de segmentation ou de débruitage. Toutefois, nous avons mis en évidencedes particularités du banc de �ltres associé qui pouvaient diminuer la robustesse de l'analyse : ladécomposition provoque une translation des positions des points d'in�exion à travers les échelles,et elle introduit une corrélation entre les dérivés partielles lors de son extension à l'image. Ensuite,nous avons constaté que les caractéristiques permettant de classi�er les di�érents maxima étaient,soit peu étudiées dans la littérature pour une grille dyadique, soit trop sensibles au bruit. Notreapport sur cette représentation s'est articulé selon trois axes :� Modi�cation du schéma de décomposition. A�n de résoudre le problème de translation, nousavons proposé une simple modulation du �ltre dérivateur a�n que les translations dues aux�ltres passe-bas et passe-haut se compensent. Ensuite pour obtenir une représentation 2D sanscorrélation entre les dérivées partielles, nous avons dilaté les �ltres, et de ce fait les dérivéessont calculées symétriquement autour d'un point central, éliminant ainsi la corrélation. Maisces nouveaux �ltres 2D nous obligent à interpoler les coe�cients de la première échelle d'onde-lettes. Pour cela, nous avons utilisé la technique, proposée par Vetterli, basée sur l'estimationdu coe�cient de régularité de Lipschitz� Chaînage des maxima dans le cadre monodimensionnel. Quelle que soit la problématique,l'utilisation des maxima suppose un chaînage à travers les échelles. Or, nous avons vu quele chaînage dans une décomposition dyadique est complexe car la représentation n'est pasdense. Nous avons proposé un algorithme de chaînage simple et robuste qui repose sur deuxmesures mises en concurrence. Le premier paramètre avantage la similitude entre les ampli-tudes, le second, avantage la similitude en position. Ensuite, une confrontation est e�ectuée etle maximum qui correspond à l'évolution la plus régulière est relié. En�n, un post-traitementcomplète toutes les chaînes débutant aux échelles grossières qui ne se poursuivent pas auxéchelles les plus �nes. L'algorithme a montré, durant nos expérimentations, un comportementrobuste grâce à la double sélection, ainsi qu'à l'étape de post-traitement. Nous avons pu alorsproposer une méthodologie de segmentation, qui est incorporée dans un module de traitementpermettant d'analyser des signaux de radiocommunication. Le chaînage permet aussi de seg-menter les signaux �audio� et �mouvement des lèvres�, signaux annexes à des enregistrementsEEG, apportant ainsi des données très importantes : le début et la �n des questions et desréponses formulées lors d'un protocole permettant de mettre en évidence les phénomènes dedésynchronisation des circuits neuronaux.� Sélection des maxima 2D. Dans le cadre de l'image, les maxima s'utilisent généralement dansun repère polaire. Chaque maximum se caractérise donc selon deux mesures : l'angle et la220



Conclusionnorme. La majorité des algorithmes proposés dans la littérature n'utilise que l'informationnorme, or nous avons montré que cette caractéristique est plus sensible au bruit que l'angle.Nous avons alors introduit un postulat selon lequel l'information, même bruitée, conserve unangle de gradient stable, alors que l'angle du bruit �uctue. Ceci nous a permis de dé�nir uneméthodologie discriminatoire qui, étendue au cadre multiéchelles, et associée à l'algorithmede reconstruction de Mallat, construit un nouvel algorithme de débruitage 2D. Cependant,cette discrimination nécessite l'étude de l'angle sur plusieurs réalisations. Nous avons proposéde simuler ces di�érentes réalisations selon l'étude de l'évolution de l'angle dans un prochevoisinage spatial sur la même échelle et=ou à l'échelle supérieure. Notre méthode nécessite leréglage de plusieurs paramètres,mais, du fait de la confrontation des deux votes, nous obtenonsun algorithme de débruitage robuste face aux paramètres. Bien évidemment, cette méthodes'applique en priorité aux images où l'information �contour� est prépondérante, comme, parexemple, les images d'angiographie.Nous avons abordé le problème du débruitage 2D par maxima d'ondelettes suivant une certaineapproche : sélection des maxima suivant un critère. Mais la littérature est riche de méthodes permet-tant, à partir d'une image du gradient, la détection des contours dans un environnement bruité. Uneseconde étape à ce travail serait de généraliser toutes ces méthodes à la représentation multiéchelleset de reconstruire une image à partir des contours détectés, a�n de dé�nir de nouveaux algorithmesde débruitage. Il est di�cile de présager des résultats, mais l'étude ne peut être qu'instructive.Des décompositions atomiques temps-fréquence optimales?La seconde partie de ce mémoire s'est attachée à dé�nir des méthodes permettant de représen-ter au mieux l'information TF contenue dans un signal. Nous avons quitté le domaine d'analysemultiéchelles des fonctions pour nous pencher sur les méthodes permettant de découper le plantemps-fréquence suivant un pavage optimal.Les ondelettes de MalvarDans le chapitre 3, nous avons étudié les ondelettes de Malvar et plus généralement les basesfenêtrées. Ces méthodes s'inscrivent dans la continuité de la transformée de Fourier à fenêtres, carelles appliquent une segmentation adaptative de l'axe temporel. Nous avons vu qu'elles conviennentbien aux signaux que l'on considère stationnaires par partie, car elles vont découper et analyserchaque zone homogène. L'algorithme numérique associé, proposé par Coifman et Meyer, permetde sélectionner le découpage optimal avec une faible complexité. Toutefois, nous avons relevé deuxlimites à cet algorithme :� Bien que la dé�nition �théorique� ne pose aucune contrainte sur la partition, l'algorithmenumérique n'étudie qu'une certaine catégorie de divisions : les partitions temporelles dya-diques, ceci a�n de limiter la complexité. Nous avons proposé un algorithme de découpage 1Dnon-uniforme nous permettant de construire une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme, et ceci avec une complexité algorithmique optimale. L'illustration sur des signauxa montré le gain en performance en ce qui concerne le coût de codage de cette décomposi-tion �plus� adaptative. De plus, la méthode proposée nous permet de �xer un cadre généralde décomposition en fonction '-non-uniforme de complexité limitée. Ce principe de partitionnon-uniforme est l'un des éléments fondamentaux de notre travail, car sa formulation générale221



Conclusionnous a permis de l'utiliser dans le cadre des paquets d'ondelettes de Meyer et dans la théoriedes arbres doubles.� Dans un second temps nous avons remis en cause les di�érentes fonctions de coûts propo-sées dans la littérature, qui ne mesurent que localement, sur chaque intervalle temporel, ladistribution des coe�cients. Nous avons constaté lors de nos expérimentations que ces me-sures, telle l'entropie, provoquent des phénomènes de sur-segmentation, car elles sont peurobustes face au bruit ou face à des variations d'amplitudes. A�n de déterminer si une cou-pure temporelle permet de séparer deux composantes, nous mesurons une distance spectraleentre les deux sous-fenêtres résultant de la division. Pour estimer convenablement le spectresur chaque intervalle, nous avons généralisé la méthode proposée par Moulin en débruitantle log-périodogramme par un seuillage des coe�cients d'ondelettes non-décimés. Cependant,a�n d'avoir un algorithme de complexité réduite, le principe d'un arbre binaire est utilisé (i.e.partition dyadique). Un post-traitement est donc appliqué après la sélection de la partitiona�n de mesurer la pertinence des coupures créées du fait du caractère dyadique de la segmen-tation. Cette méthode a permis un découpage rapide et simple des signaux, par exemple, audiomettant ainsi en évidence, globalement, les zones �quasi-stationnaires�. A travers l'extensionà la dimension 2 de l'arbre des distances, nous avons proposé certains éléments :1. Un algorithme rapide de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique2. Une estimation du log-périodogramme 2D par débruitage en ondelettes non-décimé3. Un formalisme général pouvant être utilisé dans un autre algorithme de pré-découpage avecd'autres mesures de similarité.Les résultats obtenus par l'application de la décomposition anisotropique de Malvar 2D associéeà un arbre de distances spectrales ne sont pas pleinement satisfaisants en terme de qualité desegmentation : il est certain que le découpage par des rectangles d'une image ne peut pas isolerprécisément chaque objet. Toutefois, un arbre de distances spectrales associé à une décompositionanisotropique permet d'améliorer sensiblement les résultats par rapport au coût entropique. D'autrepart, le découpage sélectionné peut être envisagé comme une première étape permettant de diviserune image en blocs ne contenant plus que deux composantes di�érentes. A travers ce chapitre 3, nousavons peut être mis en évidence les limites de la décomposition en ondelettes de Malvar, surtoutdans le cadre bidimensionnel.Paquets d'ondelettes de MeyerAvec le chapitre 4, nous avons étudié la décomposition duale de celle des ondelettes de Malvar : lespaquets d'ondelettes. Cette décomposition permet d'obtenir une représentation TF optimale selonune fonction de coût, ceci grâce à un découpage adaptatif de l'axe fréquentiel. Néanmoins, les di�é-rents exemples numériques ont montré que l'utilisation de �ltres à support temporel �ni dégradaitla qualité de la représentation ainsi construite. Nous avons alors proposé deux modi�cations :� En reprenant le travail de Kolaczyk [57] mené dans le cadre de la décomposition en ondelettesde Meyer, nous avons proposé un nouvel algorithme numérique : la décomposition en paquetsd'ondelettes de Meyer. Cette transformation consiste simplement à utiliser un fenêtrage et à222



Conclusionappliquer des décompositions trigonométriques dans le plan fréquentiel. Il en résulte une basede paquets d'ondelettes associée à des �ltres à support fréquentiel �ni, séparant ainsi mieuxles di�érents composants fréquentiels que les �ltres �classiques�.� En utilisant les qualités de cette nouvelle base, nous introduisons une fonction de coût quiva mesurer le taux de �ressemblance� des coe�cients entre deux sous-fenêtres après divisiond'un intervalle fréquentiel. Puisque les coe�cients d'ondelettes s'expriment dans le domainetemporel, nous proposons une mesure d'intersection d'enveloppe. Comme pour les ondelettesde Malvar, ce coût évite le phénomène de sur-segmentation (de l'axe fréquentiel) présent avecdes coûts tel que l'entropie. L'application de cette méthode sur des signaux réels, notammentles signaux EEG, a fourni des caractéristiques prépondérantes sur l'évolution du signal. L'ex-tension à la dimension deux dé�nit un espace de représentation dans lequel, théoriquement,les di�érentes textures se séparent d'une façon optimale. Nous avons donc testé un algorithmede segmentation appliqué dans cet espace optimal. Le choix a été fait d'utiliser les nuées dy-namiques pour regrouper les di�érents pixels de l'image, mais à partir du protocole généralque nous avons proposé, toute méthode permettant de classi�er un espace de mesures peutêtre utilisée. Les résultats obtenus sur des texture synthétiques et réelles sont encourageants,et l'étape suivante est de tester d'autres méthodes de classi�cation plus �élaborées�.doubles arbresA ce stade de notre travail, il restait encore quelques contraintes sur nos représentations TF 1D :� le découpage fréquentiel issu de la décomposition en paquets d'ondelettes est forcément dya-dique� les deux méthodes (Malvar et paquets d'ondelettes) fournissent des découpages adaptifs maissoit de l'axe temporel, soit de l'axe fréquentiel, jamais conjointement.Nous avons étudié dans le cinquième et dernier chapitre une famille de solutions permettant deconstruire une décomposition adaptative à la fois sur le temps et la fréquence et qui soit totalementnon-uniforme.Dans un premier temps, puisque les ondelettes de Meyer sont basées sur l'algorithme de Malvar,nous avons exploité la liberté qui nous était o�erte pour dé�nir une décomposition en paquets d'on-delettes non-uniforme. En utilisant les principes de division non-uniforme exposés dans le chapitre3, nous construisons un algorithme numérique, de complexité minimale, qui étudie toutes les par-titions possibles de l'axe fréquentiel. L'application de cette nouvelle décomposition sur des signauxréels a montré que, pour un coût additif tel que l'entropie, la décomposition non-uniforme permetde mieux mettre en évidence certaines évolutions du signal, car le découpage fréquentiel est plus�adaptatif�.Dans un second temps, nous avons repris la théorie des doubles arbres, proposée par Vetterliet al. [51], combinant à la fois le principe de la partition adaptative fréquentielle et temporelle.Comme nous l'avons vu, l'algorithme est simple : à la place d'une base trigonométrique pour chaqueintervalle temporel, comme dans les ondelettes de Malvar, on utilise une décomposition en paquetsd'ondelettes. L'algorithme des doubles arbres représente la méthode �ultime� permettant de décou-per le plan temps-fréquence en rectangle optimum. Mais dans sa formulation originale, nous avons223



Conclusionvu qu'elle conserve une contrainte : les divisions sont dyadiques. En intégrant notre méthode departition non-uniforme d'un axe, à la fois sur l'axe temporel et fréquentiel, nous obtenons, au prixd'une complexité plus importante mais �contrôlée�, un pavage du plan temps-fréquence optimal quia pour seule contrainte que les cotés des rectangles soient égaux à des puissances de deux. Nousavons illustré sur quelques signaux synthétiques et réels la potentialité, et surtout la souplesse decette nouvelle décomposition.Ce dernier chapitre pose les bases de nouvelles recherches, mais les décompositions non-uniformesdoivent évoluer selon deux plans :� Les coûts utilisés dans le cadre des décompositions non-uniformes ne sont pour l'instant qu'unemesure de dispersion. Or nous avons insisté, dans le cadre dyadique, sur le fait que ces coûtsn'étaient pas forcément les plus pertinents. Il faut donc maintenant dé�nir de nouvelles mesurespour le non-uniforme, qui peuvent s'appliquer à un découpage pour lequel les noeuds de l'arbren'ont plus simplement deux �ls de tailles égales.� L'extension à la dimension 2 pose certains problèmes en terme de complexité algorithmique.Nous avons proposé à la �n de ce mémoire quelques solutions en supprimant la contrainted'optimalité absolue de la décomposition. Cet aspect doit être ré-étudié avec attention car,comme nous l'avons mentionné, l'algorithme des doubles arbres possède déjà des résultatstrès intéressants pour la compression d'image dans sa formulation dyadique. Or, nous avonsmontré que le dyadique n'est qu'un cas particulier de nos décompositions non-uniformes. Onpeut donc s'attendre à des améliorations signi�catives en terme de taux de compression.Le futurEn plus de toutes les perspectives �théoriques� énumérées dans cette conclusion, s'ajoutent desperspectives �pratiques�. Nous avons proposé des solutions permettant d'assouplir ou d'augmenterla performance d'un certain nombres d'algorithme basés sur les ondelettes. Quelques applicationsont été utilisées au cours de ce mémoire pour illustrer ou valider nos méthodes : l'EEG, la parole,les signaux de télécommunication, les images médicales, etc. Il nous faut maintenant ré�échir àl'exploitation de la potentialité de nos méthodes dans ces applications et dans d'autres. Les quelquesobjectifs que nous nous �xons sont les suivants :Utilisation des représentations atomiques adaptatives TF dans des problèmes d'analyse de signauxLa première idée est d'ajouter une sur-couche graphique �utilisateur� sur les méthodes infor-matiques proposées durant la deuxième partie de ce mémoire (chapitre 3,4 et 5) a�n de concevoirun outil d'analyse exploitable par les spécialistes des di�érents domaines avec lesquels nous avonscollaboré.Ensuite, les di�érentes applications 1D présentées dans ce mémoire ont été les résultats d'étudesde �potentialité� de nos méthodes pour trois domaines. Nous allons maintenant développer réelle-ment ces applications pour :� L'aide à l'étude de problèmes de la phonétique anglaise en collaboration avec les phonéticiensde la MSHS de Poitiers (S. Hanote).� L'aide à la caractérisation des di�érents comportements des signaux de téléphonie mobileselon le modèle de propagation du signal en collaboration avec l'équipe radiocommunication224



Conclusionde notre laboratoire (R. Vauzelle).� L'aide à la caractérisation des phénomènes de désynchronisation des signaux EEG en colla-boration avec les médecins du CHU de Poitiers (J. Paquereau).Chaîne de transmission d'imagesAu cours de ce mémoire, nous avons proposé tous les ingrédients d'une chaîne complète detransmission d'images : des méthodes de restauration de données, des méthodes de segmentationsglobales ou �nes et en�n des décompositions optimales au sens d'un critère qui peut être une me-sure de compression/distorsion, donc tout à fait adaptée à un algorithme de compression. Il reste àarticuler les di�érents modules entre eux. Attardons nous quelques instants sur le module �compres-sion� peu explicité dans ce mémoire. Nous envisageons un traitement double comme l'avait proposéMallat : codage des contours de l'image avec une sélection au préalable des maxima d'ondelettespossédant un angle stable, puis projection des textures dans une base complètement non-uniformepour un codage vectoriel de ces textures. Nous pouvons ensuite envisager une reconstruction dequalité variable, et donc un taux de compression variable, selon la �nalité de l'image.Généralisation des di�érents algorithmes 2D proposés aux images couleursLe domaine des images couleurs, encore peu étudié, connaît actuellement un essor considérableau niveau des applications. Les premières expérimentations, notamment la décomposition en pa-quets d'ondelettes de Meyer d'images couleurs, ont montré un potentiel pour des problématiques declassi�cation, de segmentation ou de compression. Le domaine d'étude reste encore vaste et ouvert.De nombreuses extensions des algorithmes numériques temps-échelle et temps-fréquence sontencore à étudier ...
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AnnexesAnnexes Chapitre 1Soit ef , une fonction obtenue après transformation inverse à partir des coe�cients d'ondelettesnon-décimés et seuillés. Soit efb la fonction résultant d'un débruitage avec l'algorithme décimé deJohnstone appliqué sur la fonction translatée TRb (f), alors la fonction ef est telle que :ef = 12L h ef0 + ef1 + ::::+ efb + ::::+ ef2L�1iPreuvePar la suite, a�n de simpli�er les équations, nous écrirons le seuillage T�i (wi) par Twi et T�i �dki �par Tdki .Soit ef , une fonction obtenue après transformation inverse à partir des coe�cients d'ondelettesnon-décimés et seuillés : ef = Q�1u Tw1 + P�1u c1 (5.5)= Q�1u T �d1(0) *)[ d1(1)�+ P�1u �e1(0) *)[ e1(1)�Or le seuil proposé dans l'équation (1.19) permet la distributivité de T par rapport à *)[. De ceciet de la relation (1.10) sur l'opérateur de reconstruction non-décimée, l'équation (5.5) s'écrit :ef = 12 hQ�1? �Td1(0)�+ Q�1? �Td1(1)�i (5.6)+12 hP�1? e1(0) + P�1? e1(1)iDans l'équation (5.6), on peut poursuivre le calcul en exprimant e1(0) et e1(1) par rapport à l'échellesuivante. Par exemple pour e1(0):e1(0) = Q�1u T �d2(0) *)[ d2(1)�+ P�1u �e2(0) *)[ e2(1)�= 12 hQ�1? �Td2(0)�+ Q�1? �Td2(1)�i+ 12 hP�1? e2(0) + P�1? e2(1)iDe cette manière, par récursion, nous avons �nalement ef qui est égal àef = 12 hQ�1? �Td1(0)�+Q�1? �Td1(1)�i+14P�1? hQ�1? �Td2(0)�+Q�1? �Td2(1)�+ Q�1? �Td2(2)�+Q�1? �Td2(3)�i:::+ 12lP�(l�1)? 242l�1Xb=0 Q�1? �Tdl(b)�35233



Annexes :::+ 12L 2L�1Xb=0 P�L? eL(b)= LXl=10@ 12lP�(l�1)? 242l�1Xb=0 Q�1? �Tdl(b)�351A + 12L 2L�1Xb=0 P�L? eL(b) (5.7)En développant, et en e�ectuant les rassemblements appropriés, l'équation (5.7) peut s'écrire :ef = 12L 26664 hPLl=1 �P�(l�1)? Q�1? �Tdl(0)��+ P�L? eL(0)i ::::+ hPLl=1 �P�(l�1)? Q�1? �Tdl(b)��+ P�L? eL(b)i ::::+ hPLl=1 �P�(l�1)? Q�1? �Tdl(2L�1)��+ P�L? eL(2L�1)i 37775 (5.8)Si nous notons efb la fonction résultant d'un débruitage avec l'algorithme décimé de Johnstoneappliqué sur la fonction translatée TRb (f), alors efb est dé�nie par,efb = " LXl=1 �P�(l�1)? Q�1? �Tdl(b)��+ P�L? eL(b)# (5.9)Si l'on fait varier b de 0 à 2L�1 dans l'équation (5.9), on constate que l'on retrouve les di�érentssous-ensembles de l'équation (5.8). Finalement, la fonction ef , dé�nie par l'équation (5.8), est égaleà : ef = 12L h ef0 + ef1 + ::::+ efb + ::::+ ef2L�1i (5.10)
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AnnexesAnnexes Chapitre 2Soit le vecteur aléatoire Zr dé�ni comme l'approximation numérique du gradient des mesuresbruitées. Puisque b(x; y) suit une distribution conjointement gaussienne Zr suit lui aussi une loi dedensité qui est une distribution conjointement gaussienne. Nous notonsrX et rY les deux variablesaléatoires correspondant à la dérivée approximée discrète de f(x; y) selon respectivement x et y.Nous allons calculer les di�érents paramètres de la distribution gaussienne, à savoir E(rx), E(ry),E(r2x), E(r2y) et E(rxry). Auparavant, nous énonçons quelques propriétés qui seront utiliséesdans les di�érents calculs.� Propriétés1. b (x; y) suit une loi conjointement gaussienne centrée avec une matrice de variance-covariancediagonale, donc E (b [x+ h1; y + h2]) = 0 pour tout h1; h2; (5.11)E �b [x+ h1; y + h2]2� = 1 pour tout h1; h2; (5.12)E(b [x+ h; y] b [x; y + h]) = ( 1 si h = 00 sinon : (5.13)2. s (x; y) est l'information déterministe, doncE �s [x+ h1; y + h2]2� = 0 pour tout h1; h2; (5.14)E(b [x+ h1; y] b [x; y + h2]) = 0 pour tout h1; h2: (5.15)� Calcul de E(rx) et E(ry)E(rx) = E(f [x+ h1; y]� f [x� h2; y]jh1j+ jh2j )= E (s [x+ h1; y] + �b [x+ h1; y]� s [x� h2; y]� �b [x� h2; y]) :D'après la propriété (5.11) nous avonsE(rx) = s [x+ h1; y]� s [x� h2; y] :De la même façon, nous avons :E(ry) = s [x; y + h1]� s [x; y � h2] :235



AnnexesPar la suite, nous noteronsmrx = s [x+ h1; y]�s [x� h2; y] etmry = s [x; y + h1]�s [x; y � h2]l'information déterministe recherchée.� Calcul de E(r2x) et E(r2y)E(r2x) = E �(s [x+ h1; y] + �b [x+ h1; y]� s [x� h2; y]� �b [x� h2; y])2� :D'après les propriétés (5.11), (5.14) et (5.15), alorsE(r2x) = �2E(b [x+ h1; y]2) + �2E(b [x� h2; y]2)= 2�2: (d'après (5.12))De même : E(r2y) = 2�2:� Calcul de E(rxry)E(rxry) = E  (s [x+ h1; y] + �b [x+ h1; y]� s [x� h2; y]� �b [x� h2; y])(s [x; y + h1] + �b [x; y + h1]� s [x; y � h2]� �b [x; y � h2]) ! :D'après les propriétés (5.11), (5.12), (5.14) et (5.15) :E(rxry) = �2E(b [x+ h1; y]b [x; y + h1]) + �2E(b [x� h2; y]b [x; y � h2]):A partir de la relation (5.13), nous déduisons :E(rxry) = �2�[h1=0] + �2�[h2=0]:
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AnnexesAnnexes Chapitre 3Boîtes d'HeisenbergLes boîtes d'Heisenberg ont été introduites dans le cadre de la décomposition de Fourier à fenêtres.Les éléments de base de la transformée de Fourier à fenêtres sont construits en translatant en tempset en fréquence une fenêtre temporelle g :gu;w(t) = g (t� u) eiwtL'énergie de gu;w est concentrée dans le voisinage de u sur un intervalle de taille �t, mesuré par ladéviation standard de jgj2. On peut alors véri�er que sa transformée de Fourier est une translationde w de bg : bgu;w(�) = bg (� � w) e�iu(��w)L'énergie de bgu;w est concentrée dans le voisinage de w sur un intervalle de taille ��, qui mesurele domaine sur lequel bg n'est pas négligeable. Dans le plan temps-fréquence (t; �) la dispersion del'énergie de l'atome gu;w est symboliquement représentée par une boîte d'Heisenberg (�gure 5.19).Ce rectangle est centré en (u; w) et a une taille temporelle �t et une taille fréquentielle ��. Leprincipe d'incertitude montre que son aire véri�e �t�� � 12 .
Fig. 5.19 � Boîtes Temps-Fréquence (boîtes d'Heisenberg) représentant la dispertion de l'énergied'un élément de base gu;wDans un cas plus général, si nous avons une décomposition TF associée à une fonction g
 , 
 sym-bolisant l'ensemble des indices permettant de dé�nir la fonction g
 (par exemple un indice d'échelleet un indice de translation), alors l'information contenue dans le coe�cient de décomposition d
dé�ni par d
 = hf; g
i est représentée dans le plan temps-fréquence dans une région correspondantau bloc d'Heisenberg de la fonction g
 [68]. 237



AnnexesConcrètement, dans le cas discret, pour illustrer la transformation d'un signal ff [t]g0�t�N�1dans une base de fonctions orthonormales fg
g0�
�N�1, chacune des fonctions g
 ayant une boîted'Heisenberg [u
1 ; u
2]� [w
1 ; w
2 ], nous e�ectuons les opérations suivantes :1. Calcul des N coe�cients d
 = hf; g
i2. Création d'une image nulle (TF [x; y] = 0)0�x�N�1;0�y�N�13. Pour chaque coe�cient d
 , a�ectation de son énergie au bloc correspondant :�TF [x; y] = jd
 j2�u
1�x�u
2 ;w
1�y�w
2Ensuite, si nous a�chons l'image (TF [x; y])0�x�N�1;0�y�N�1, nous obtenons la représentationTF associée à la transformée du signal f dans la base fg
g0�
�N�1.Preuve de la proposition 6Pour prouver cette proposition, nous utilisons la propriété de l'arbre binaire qui dans le casclassique permet de construire toutes les partitions dyadiques uniformes disjointes :� Sl;0 correspond aux noeuds pères permettant de construire toutes les partitions dyadiquesuniformes disjointes du signal f ,� Sl;2�L correspond aux noeuds pères permettant de construire toutes les partitions dyadiquesuniformes disjointes du signal f translaté de 2�LN points (à l'exception de celles comprenantdes intervalles non-adjacents avant la translation),....� Sl;(2L�l�1)2�L correspond aux noeuds pères permettant de construire toutes les partitionsdyadiques uniformes disjointes du signal f translaté de (2L�l � 1)2�LN points (à l'exceptionde celles comprenant des intervalles non-adjacents avant la translation).Si l'on poursuit, on constate que Sl;(2L�l�1)2�L+2�L = Sl;2�l correspond à une partition élémentde la collection construite à partir de Sl;0. Nous avons donc dé�ni à partir des 2L�l ensembles Sl;s,avec s = 0::(2L�l�1)2�L, l'ensemble des partitions possibles disjointes du signal avec des intervallesde taille variant de 2�lN à 2�LN:Preuve de la proposition 7On peut trouver une échelle, par exemple l'échelle L, qui véri�e la première partie de la propo-sition :nous avons 2L�l ensembles Sl;s correspondant aux noeuds pères, à l'échelle l, avec s = 0::(2�l �2�L), permettant la construction de la totalité des partitions non-uniformes disjointes de [0; N � 1]avec n intervalles tels que la taille de ces intervalles varie de 2�LN à 2�lN .D'après la proposition 6, ces intervalles sont dé�nis par Sl;s = Rl;s [ �TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0].Nous étudions les deux relations introduites dans l'équation (3.16) :Sl�1;s = (l�1)U�Sl;s =(l�1) U�Rl;s [(l�1) U��TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0]Sl�1;s+2�l = (l�1)U��2�l [Tr2�l (Sl;s)] =(l�1) U�Rl;s [(l�1) U��2�l "Tr2�l �TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0]#238



Annexes� Si s = 0 alors Rl;0 = f;g et nous sommes donc dans le cas �classique� avecSl�1;s =(l�1) U� �TIl;sj f�j=0::2l�1 = �TIl�1;sj f�j=0::2l�1�1 :� Si s > 0, on sait que card(Rl;s) = N2�l, donc card �TIl;sj f�j=0::2l�2! = N2�l +N(2l�1 �1)2�l+1. Nous ne pouvons donc former que (2l�1 � 1) intervalles I l�1;sj . D'après l'équation(3.15), nous en déduisons que(l�1)U��Rl;s [ TIl;sj f�j=0::2l�2 =(l�1) U� nTIl;s0 f [Rl;so [ �TIl�1;sj f�j=0::2l�1�2=) Sl�1;s = Rl;s [ TIl;s0 f| {z }Rl�1;s [�TIl�1;sj f�j=0::2l�1�2 :De la même façon, nous étudions le terme (l�1)U��2�l [Tr2�l (Sl;s)] :Sl�1;s+2�l = (l�1)U��2�l [Tr2�l (Sl;s)]= (l�1)U��2�l [Tr2�l (Rl;s)][(l�1) U��2�l "Tr2�l  �TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0]!#= Rl;s [(l�1) U��2�l "Tr2�l  �TIl;sj f�j=0::2l�1��[s>0]!#= 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Rl;s [ TIl;s2l�2f| {z }Rl�1;s+2�l [�TIl�1;s+2�lj f�j=0::2l�1�2 si s > 0TIl;2�l0 f [ TIl;2�l2l�2 f| {z }Rl�1;2�l [�TIl�1;2�lj f�j=0::2l�1�1 si s = 0Nous avons donc, à l'échelle l� 1, 2L�l+1 ensembles Sl�1;s véri�antSl�1;s = Rl�1;s [ �TIl;sj f�j=0::2l+1�1��[s>0] :Nous en déduisons, d'après la proposition 6, que nous avons construit les noeuds pères permettantle calcul de la totalité des partitions non-uniformes disjointes de [0; N � 1] du signal avec n intervallesde taille variant de 2�LN à 2�l+1N . La proposition est donc démontrée.
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