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Notations

Notations

Nous indiquons quelques notations les plus utilisées durant ce mémoire.

Deéfinitions générales

— Signaux continus 1D: f(z) ou s(z) € L*(R)

— Signaux continus 2D : f(z,y) ou s(z,y) € L*(R?)

~ Signaux discrets 1D : f[n] ou s[n] € I?(Z)

— Signaux discrets 2D : f[n, m] ou s[n, m] € [*(Z?)

~ Signaux discrets 1D de longueur finie: f[n] ou s[n] € [2[0, N — 1] avec N nombre de points

— Signaux discrets 2D de longueur finie: f[n,m] ou s[n,m] € 1*[0, N — 1] x [0, M — 1] avec
N, M taille de I'image

— fonction de seuillage : T avec A un seuil
— TR opérateur de translation

-z, n, t et m dénotent le temps ou 'espace, £ dénote la fréquence
Tranformée en ondelettes

— Fonction d’échelle: ¢ avec h filtre passe-bas associé ou H dans le domaine fréquentiel

— Fonction d’ondelette : @ avec g filtre passe-haut associé ou G dans le domaine fréquentiel

— 1 et g0 : versions dilatées des filtres h et ¢

— Indice: [ échelle , k numero du coefficient, 7§ numero de la projection, s numéro de la translation
— V) espace passe-bas, W; espace passe haut a I’échelle [

— W : la transformée en ondelettes discréte décimée dans 2 (2), W_l opération adjointe

— W : la transformée en ondelettes continue dans L2 (R), w1 opération adjointe

Coefficients des transformeées

— Transformée en ondelettes continue: ¢f, k*M€ ECME coefficient
bl

d’ondelettes & I’échelle {

coefficient "passe-bas” et d7

vi



Notations

— Transformée en ondelettes discréte: ¢; EeMe coefficients "passe-bas” et d; EeMe coefficient
d’ondelettes discret décimé a I’échelle [. ¢; ou d; correspond a ’ensemble de la projection du

signal & I’échelle [: ¢; = {Clvk}k:O..N/Zl—l

— Transformée en ondelettes discréte non-décimée : e, k™€ coefficients "passe-bas” et wy j k™€

coeflicient d’ondelettes discret non-décimé a 1’échelle {

— Transformée en paquets d’ondelettes discréte: dék keMe coefficient de paquets ondelettes

discret décimé de la projection j a I’échelle [.
Fenétrage régulier
— I : un intervalle quelconque de [? (Z) défini par I; = [aj,a;j41 — 1] et lg; sa taille
— r(t): fonction de coupure; «: taille de recouvrement, w;(t) : fenétre réguliére
— U,, : opérateur repliement autour du point a;, U;J son adjoint

= Ta; 0,411 Ou T7; ¢ opérateur de restriction réguliere de fonction f sur lintervalle I; =

[a;,a;41 — 1], et T} son adjoint

vii



Introduction

Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été effectués au sein de I’équipe Signal-Image-
Communications de I’Université de Poitiers appartenant a 'Institut de Recherche en Communica-
tions Optique et Micro-ondes de Limoges. Ils ont été développés sous la direction de C. Fernandez-
Maloigne, Professeur & I’Université de Poitiers.

Durant les cinquante derniéres années, le traitement du signal numérique a subi un dévelop-
pement important grace & I'algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT) [43]|. Toutefois, la
transformée de Fourier cache 'information sur le temps car les éléments de "analyse sont les fonc-
tions sinus et cosinus, qui ne sont pas bornées temporellement. De ce fait, une caractéristique locale
du signal, comme une discontinuité, devient une caractéristique globale de la transformée. D. Gabor
[45] est le premier & avoir proposé une solution permettant d’analyser le signal & la fois en temps
et en fréquence. Son idée consiste & découper un signal en plusieurs intervalles, puis a calculer une
transformée de Fourier sur chacun d’eux. Cette technique est appelée la transformée de Fourier a
fenétres. Cependant le choix d’une fenétre de taille fixe implique de sérieux compromis. Quand la fe-
nétre est étroite, on localise les changements soudains mais on devient aveugle aux basses fréquences.
Quand la fenétre est large, on ne peut pas préciser 'instant ol se produit la discontinuité. C’est
pourquoi J. Morlet, un géophysicien travaillant pour Elf-Aquitaine, a choisi une autre approche. Au
lieu de garder fixe la taille de la fenétre et de faire varier le nombre d’oscillations & l'intérieur de cette
fenétre, il proposa de faire I'inverse. Il pouvait ainsi localiser les hautes fréquences, avec les petites
fenétres, et étudier les basses fréquences, avec les fenétres plus larges. Ces travaux ont constitué les
racines de la théorie des ondelettes. Mais il n’existait pas encore d’algorithme numérique rapide de
transformation orthogonale en ondelettes. Il fallut attendre les articles de S. Mallat en 1989 [67].

S. Mallat a démontré, en collaboration avec Y. Meyer [73], que des techniques qui n’avaient a
priori rien en commun, les ondelettes, les algorithmes pyramidaux de Burt et Adelson [9], les bancs
de filtres et les filtres miroirs en quadrature, étaient toutes équivalentes : décomposer un signal en
ondelettes revient a appliquer une succession de filtres. De ce fait, il a proposé un algorithme nu-
mérique rapide de décomposition en ondelettes ayant une complexité moindre que celle de la FFT.
Toutefois Mallat utilisait des versions tronquées d’ondelettes infinies. Une nouvelle sorte d’onde-
lettes orthogonales a support temporel compact permettant d’éviter les erreurs dues a la troncature
était alors proposée par 1. Daubechies [35]. Ces ondelettes sont calculées selon des méthodes infor-
matiques pour le traitement numérique du signal : I’association entre 'algorithme rapide de Mallat
et les ondelettes orthogonales de Daubechies ouvre la voie au traitement numérique des signaux par
décomposition en ondelettes.

Au début de cette décennie, la transformée numérique en ondelettes va se développer et évo-

luer sous différentes formes, chacune de ces modifications, essayant soit de réduire une contrainte
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(comme le non-décimé [86]), soit de généraliser la décomposition pour construire une base s’adap-
tant mieux au signal (comme les paquets d’ondelettes ou les ondelettes de Malvar [32] [73]). Toutes
ces approches novatrices sont élaborées, en général, avec un souci de formulation algorithmique.
(C’est pourquoi les domaines d’applications de la transformée en ondelettes sont ceux qui définissent
le traitement moderne du signal: la compression [4] [94], le débruitage [36], la segmentation [58],

I’analyse automatique [59] [96] ...

Mais ce domaine de recherche est encore ”jeune” et ces techniques, basées sur les ondelettes,
définissent un cadre général théorique mais possédent certaines contraintes dans leur formulation
algorithmique. L’objectif de notre travail a été d’étudier les propriétés mais aussi les limites de
ces différents algorithmes, afin de modifier certains aspects des méthodologies pour permettre a
la décomposition d’étre plus robuste ou plus adaptative. Nous proposons dans ce mémoire diffé-
rentes méthodes qui tentent d’extraire d’une facon optimale 'information, en séparant les différents

éléments constituant un signal 1D ou 2D.

Pour cela, nous allons nous intéresser plus particuliérement a deux propriétés de la décomposition

en ondelettes.
Un microscope mathématique

La premiére propriété de la transformée en ondelettes est sa capacité a se comporter comme un
miscroscope mathématique. L’analyse permet en effet d’étudier un signal & différentes résolutions ou
échelles. C’est donc tout naturellement que les ondelettes sont apparues comme une solution dans
les problémes de la restauration de données. Nous étudions, dans notre premier chapitre, différentes
méthodes basées sur la décomposition en ondelettes discréte permettant de débruiter un signal ou
une image. Nous nous appuyons pour cela sur les travaux de D. Donoho et I. Johnstone [38] [37]
[39] qui ont montré qu’une base d’ondelettes permet d’extraire au mieux les signaux du bruit blanc.
Nous rappelons tout d’abord dans ce chapitre les propriétés de la décomposition en ondelettes
non-décimée, et nous introduisons un algorithme non-décimé de débruitage proposé durant notre
DEA [13]. Dans certains cas, le niveau de bruit est trop important et 'information reconstruite
a partir d’une seule occurrence du signal est encore trés dégradée. Il faut alors avoir recours a
une séquence d’acquisition pour pouvoir extraire 'information noyée dans le bruit. Nous proposons
dans ce chapitre 1 une méthode itérative, basée sur la décomposition en ondelettes non-décimée,
qui va sélectionner, étape par étape, les coeflicients significatifs sur les différentes réalisations. Nous
appliquerons cette méthode (dans le cadre médical) & des images cérébrales de résonance magnétique

fonctionnelle (IRMf) afin de détecter les zones d’activation du cerveau.

Puisque la décomposition en ondelettes peut se focaliser sur des structures locales du signal,
elle peut alors caractériser la régularité locale du signal. Nous examinons dans notre deuxiéme
chapitre, une méthode, proposée par Mallat et al. [69], qui permet d’étudier la dérivée d’un signal
a différentes échelles: les maxima d’ondelettes. Mallat [54] a montré que I’évolution a travers les
échelles des maxima associés & une discontinuité permet de la définir. Par exemple, les maxima
dus au bruit vont disparaitre trés vite lorsque le nombre d’échelles augmente. A l'inverse, une
rupture importante dans le signal crée une ligne de maxima présente a toutes les échelles. Dans
le domaine de 'image, ces maxima vont correspondre aux contours, caractéristiques fondamentales
pour I’étude d’une image. Aprés un rappel de algorithme et de ses propriétés, nous modifions le

banc de filtres associé au gradient multiéchelles afin d’éliminer les phénomeénes de déphasage et de
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corrélation inhérents & sa formulation originale. Ensuite, puisque cette représentation nous permet
de caractériser les discontinuités d’un signal, nous proposons un algorithme de segmentation 1D
reposant sur une méthode simple et robuste de chainage des maxima a travers les échelles. Cet
algorithme est appliqué & des signaux de radiocommunications ou de mouvements des lévres. Enfin,
nous montrons dans ce chapitre 2 que I’angle des dérivées 2D peut étre un paramétre trés utile associé
& une décomposition multiéchelles : il permet notamment de sélectionner les maxima correspondant
& de l'information et de rejeter ceux associés au bruit. A partir de ce principe, nous proposons un
nouvel algorithme de débruitage pour 'image, que nous illustrerons sur des images d’angiographie

coronariennes.
Une décomposition atomique Temps-Fréquence

Depuis un certain nombre d’années, de nombreux chercheurs se sont penchés sur le probléme de la
représentation mixte du signal, en une série double de signaux élémentaires dont chacun occupe un
certain domaine dans le plan temps-fréquence. Le plan temps-fréquence permet de faire apparaitre
a la fois 'information sur le temps et sur la fréquence. Une ondelette constitue un atome temps-
fréquence occupant une place bien précise dans le plan temps-fréquence. On va pouvoir alors associer
a Panalyse par ondelettes une représentation temps-fréquence “orthogonale” et “reconstructible”.
Depuis les années 90, sous 'impulsion notamment de Y. Meyer et R. Coifman [32] [73], sont apparues
de nouvelles méthodes de décomposition permettant d’obtenir une partition adaptative du plan

temps-fréquence.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions les ondelettes de Malvar définies par Coifman et Meyer
[73]. Bien que cette technique porte le nom d’ondelettes, elle se rapproche plus de la transformée de
Fourier a fenétres. Du fait de sa définition, elle s’applique aux signaux stationnaires par partie ou
considérés comme tels (par exemple la parole). Aprés un rappel de I'algorithme rapide de décompo-
sition dyadique associé, nous élargissons durant ce chapitre ’algorithme de partition 1D afin qu’il
analyse tous les découpages possibles de ’axe temporel avec des tailles de fenétres variables. Puisque
le nombre de combinaisons peut devenir important, nous donnons une formulation qui a une com-
plexité algorithmique optimale. Ensuite, le choix du meilleur découpage se fait a ’aide d’un critére.
Cependant, la majorité des fonctions de cotits proposées dans la littérature, comme ’entropie, ne
sont qu’une mesure de la dispersion des coefficients pour chaque intervalle temporel. Nous proposons
dans la suite du chapitre 3 un critére qui décide, & partir d’une mesure de ressemblance fréquentielle
entre deux intervalles, si la division par deux d’un intervalle temporel est judicieuse. Cette nouvelle
fonction nous permet d’obtenir un découpage global du signal en zone stationnaire. Nous utiliserons
cet algorithme, par exemple, pour I’étude de signaux audio. L’extension a la dimension 2 de ce
critére nous permet d’introduire, a la fin du chapitre 3, un algorithme rapide de décomposition en
ondelettes de Malvar anisotropique, c¢’est-a-dire ne découpant pas forcément 'image avec des carrés

mais aussi avec des rectangles. Cette méthode offre un pré—découpage de I'image étudiée.

Bien que la décomposition de Malvar donne des résultats satisfaisants dans un grand nombre
de cas, elle est mise en échec sur des signaux présentant par exemple des discontinuités. Nous étu-
dions dans le quatriéme chapitre une seconde approche qui est une technique duale de celle fournie
par les ondelettes de Malvar: les paquets d’ondelettes [96]. Avec cette seconde décomposition, on
opére un découpage adaptatif de I’axe fréquentiel. Cette technique convient aux signaux présentant

des parties non stationnaires et des fréquences bien déterminées. Toutefois, 'algorithme numérique
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repose sur une extension du principe du banc de filtres et utilise des filtres & support fréquentiel
infini. Ceci dégrade la résolution fréquentielle des paquets d’ondelettes et entraine une dispersion de
I’énergie des composants du signal analysé entre différentes bandes de fréquences. Nous proposons
dans ce chapitre 4, & partir des travaux de Kolaczyk [57], de définir une nouvelle représentation
numérique : les paquets d’ondelettes de Meyer. Les ondelettes de Meyer constituent une base de
fonctions associées a des filtres de support fréquentiel fini, et nous obtenons une meilleure résolu-
tion fréquentielle. Ensuite, puisque nous avons proposé une décomposition séparant au mieux les
différents éléments fréquentiels du signal, il nous a semblé opportun de définir une nouvelle mesure,
quantifiant la pertinence d’une coupure fréquentielle par une comparaison entre les deux fenétres
fréquentielles de la distribution temporelle des coefficients. La représentation ainsi sélectionnée, per-
met d’étudier globalement les caractéristiques d’un signal, comme nous le verrons sur des signaux
électroencéphalogramme ou audio. L’extension, & la fin du chapitre 4, & la dimension 2 de cette
sélection, va nous permettre d’extraire une base de représentation optimale pour des problémes de
segmentation de textures, que nous illustrerons sur des images de la base du GDR ISIS.

Le découpage fréquentiel associé a la décomposition en paquets d’ondelettes est rigide car il n’étu-
die que les partitions fréquentielles dyadiques. C’est pourquoi nous proposons au début du cinquiéme
chapitre, une décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer non-uniforme. Cette décomposition
est plus souple dans la définition du découpage fréquentiel et s’adapte mieux a I'information présente
dans le signal, comme nous le verrons sur les signaux EEG dans ce chapitre 5.

On peut rester insatisfait des solutions proposées par ces deux décompositions. En effet, avec
les ondelettes de Malvar, nous avons une partition adaptative de ’axe temporel, mais le découpage
fréquentiel est déterminé par la taille de 'intervalle étudié. Avec les paquets d’ondelettes, nous avons
un découpage fréquentiel adaptatif mais qui s’applique a la totalité du signal.

(C’est pourquoi, récemment, est apparue une nouvelle famille combinant & la fois ’approche de
Malvar et celle des paquets d’ondelettes. Nous étudions dans le cinquiéme chapitre cette nouvelle
décomposition, proposée par Vetterli et al. [51], qui recherche conjointement un découpage adap-
tatif des axes temporel et fréquentiel. Elle se nomme "double tree”. Nous avons ainsi une base qui
s’adapte a la fois en temps et en fréquence. Mais comme précédemment, ’algorithme initial proposé
par Vetterli posséde les contraintes de découpages temporel et fréquentiel forcément dyadiques. En
combinant nos deux méthodes de découpage temporel et fréquentiel non-uniforme, nous construisons
une nouvelle décomposition qui est totalement non-uniforme. Ainsi, au terme de ce mémoire, nous
proposons un algorithme numérique qui sélectionne un pavage du plan temps-fréquence optimal sui-
vant une fonction de cofit, et qui a pour seule contrainte que les cotés des rectangles de pavage soient
égaux a une puissance de deux. Cette méthode n’est proposée que pour le cas monodimensionnel,
mais nous discuterons a la fin du chapitre 5 des solution possibles pour I'image.

Organisation du mémoire

Ce mémoire s’organise donc en cing chapitres.

Le premier chapitre étudie les problémes de restauration de données par décomposition en onde-
lettes. Aprés un rappel des méthodes de débruitage introduites par Donoho et al., nous proposons

deux différentes approches:
— Un algorithme de débruitage basée sur la décomposition non-décimée.

— Une méthode itérative basée sur la transformée en ondelettes non-décimée.
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Le second chapitre étudie les maxima d’ondelettes. Aprés un rappel sur cette représentation

discréte et ses propriétés, notre apport se décline suivant trois axes:

— La modification du schéma de décomposition.
— Une méthode de chainage robuste des maxima 1D.

— Un nouvel algorithme de débruitage d’images basé sur I’étude des angles des maxima 2D.

Le troisiéme chapitre aborde la décomposition en ondelettes de Malvar. Aprés un rappel sur les

décompositions fenétrées, notre introduisons trois nouvelles approches :

— Un algorithme de découpage non-dyadique.
— Un nouveau critére de sélection de la meilleure base.

— Une décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D et une sélection de la meilleure

base suivant une distance spectrale.

Le quatriéme chapitre étudie la représentation en paquets d’ondelettes de Meyer. Aprés un rappel

sur la décomposition en ondelettes de Meyer et les paquets d’ondelettes, nous proposons:

— Un algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer.

— La définition d’une nouvelle fonction de cont.

Le cinquiéme chapitre étudie plusieurs décompositions non-uniformes. Nous définissons pour cela

deux nouvelles méthodes de projection :

— Une décomposition en paquets d’ondelettes non-uniforme .

— Une décomposition "Double tree” non-uniforme a la fois sur 'axe temporel et fréquentiel.

Enfin nous concluons sur ce travail en énoncant quelques perspectives tant sur le plan algorith-

mique que pratique.
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Chapitre 1

Ondelettes non-décimées et méthodes

itératives pour le débruitage

1.1 Introduction

L’obtention d’information & partir de mesures corrompues par un bruit reste un probléme ou-
vert, que ce soit en traitement du signal ou en traitement de I'image. Depuis quelques années,
les ondelettes sont apparues comme un nouvel outil de débruitage notamment sous I'influence des
travaux de Donoho et Johnstone [36], [37], [56]. La majorité de ces algorithmes utilise une décom-
position discréte décimée, proposée par Mallat [67]. Cette décomposition a la particularité d’étre
orthogonale et de concentrer I'information en quelques grands coefficients. Toutefois, la redondance
d’information peut étre un avantage pour le débruitage. C’est pourquoi, récemment, des méthodes
récentes utilisant des transformations non-décimées sont apparues. Certaines de ces méthodes uti-
lisent des projections non-orthogonales et appliquent des traitements spécifiques [8], [87]. D’autres,
introduites notamment par Coifman et Donoho [29], généralisent les algorithmes "décimés” de dé-
bruitage par I'application sur chacune des phases du signal de ces méthodes décimées [61], [60], [77],
[21]. Nous étudions, dans la premiére partie de ce chapitre, un algorithme de débruitage non-décimé
qui propose d’adapter les seuils proposés par Donoho et al. aux décompositions redondantes tout
en limitant la complexité de ’algorithme [21].

La seconde partie de ce chapitre concerne des mesures trés bruitées dont on posséde plusieurs
acquisitions (ou réalisations). En général, pour ce type de probléme, le débruitage consiste en une
étude statistique de I’évolution des mesures, pour extraire I'information selon la vérification ou non
d’hypothéses. Toutefois, ceci oblige & posséder, pour étre significatif et robuste, un grand nombre
de réalisations. Nous proposons une nouvelle approche utilisant la séquence d’une facon itérative.
Aprés débruitage du premier élément de la séquence, nous étudions la différence entre I’élément
traité et les acquisitions suivantes. Cette différence, ou résidu, est projetée sur une base d’ondelettes
afin de sélectionner, au sens d’un seuil que 'on définira, les oscillations ne résultant pas du bruit.
Cette technique permet, aprés un faible nombre d’itérations, de supprimer une majorité d’éléments
“incohérents” que 'on peut assimiler & du bruit. Elle s’insére dans le cadre des méthodes itératives

proposées par Coifman et Wickerhauser [33], [34], [30] ou Bijaoui et Al. [87].

Ainsi, ce chapitre permet d’introduire la théorie des ondelettes et plus particuliérement les al-
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gorithmes numériques de décomposition-reconstruction associés. Nous faisons tout d’abord un bref
rappel sur la théorie des ondelettes et des techniques de débruitage décimées associées. Nous in-
troduisons ensuite un algorithme de débruitage non-décimé permettant d’améliorer les résultats en
terme de qualité de reconstruction.

Enfin, nous proposons deux algorithmes non-décimés permettant d’utiliser itérativement une
séquence d’acquisitions. Pour chacune de ces techniques, des résultats sur des signaux de tests et

des signaux réels sont présentés.

1.2 Débruitage par transformée en ondelettes

1.2.1 La transformée en ondelettes

La transformée discréte en ondelettes (DWT) est fondée sur 'analyse multirésolution [72] et
rejoint la théorie des bancs de filtres [67]. Une fonction f (z) € L? (R) est projetée, & chaque étape
[, sur un sous-espace V. L’espace V; est généré par une fonction d’échelle ¢ (), avec un processus
de translation entiére et de dilatation dyadique selon ¢;(z) = 2-1/2¢ (% — k) Cette projection

est définie par le produit scalaire, noté ¢7, de f(z) avec ¢y x(2):

C?,k = <f7 ¢l,k> )

k facteur de translation et [ facteur de dilatation.

La fonction d’échelle ¢ (z) satisfait

+oo
limy s pont () = 0 et / ¢ (2) Oz = 1. (1.1)

— 00

¢ (x) a la propriété bi-échelles suivante :

—(3) = IRECE (1.2)
La séquence {h[n],n € Z} est la réponse impulsionnelle dun filtre passe-bas. Lorsque 'indice
d’échelles croit, le signal est lissé et de I'information est perdue. Elle peut étre restaurée en utilisant
le sous-espace complémentaire de V1 dans Vi, noté Wiy et vérifiant Vi = Vipq & Wigs.
L’espace W, est généré par une fonction d’ondelette ¢ (2), avec un processus de translation entiére
et de dilatation dyadique selon 1 ;(z) = 271/, (% - k) La projection de f (z) sur W, est définie
par le produit scalaire d} suivant :

di = (f, ik (1.3)

La fonction d’ondelette 1 (2) satisfait

/+OO¢(JU)8$:O.

— 00

De méme que la fonction d’échelle, la fonction d’ondelette vérifie la propriété bi-échelles :

0 (3) = Syl ot (1.4)
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La séquence {g[n],n € Z} est la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-haut. Si ’on se place

dans le cadre discret [% (Z), alors I’analyse se résume a:
S hn 28] (15)
ar = —= n—2klc_1p .
Lk o2 -1,
1
d = — n— 2kl ei_1n
= s Zn:g[ Jer,

avec (d;);c les coeflicients d’ondelettes décimés de la [ échelle, (¢;);c, approximation

passe-bas décimée du signal & la (™€ échelle et cq = f.

La reconstruction dans [? (Z) est effectuée par 'opération suivante (pour les ondelettes orthogo-

nales) :

Clk = \/_Zh —2n Cl-|—1n‘|‘\/_zg _2n dl—l—ln (16)

Notons qu’il existe des ondelettes biorthogonales pour lesquelles les fonctions d’analyse et de
reconstruction sont différentes [26]. Les différentes propriétés que nous indiquons dans la suite de
ce chapitre peuvent s’étendre & ces familles d’ondelettes particuliéres [36].

L’analyse multirésolution de Mallat est liée aux algorithmes pyramidaux, proposés a origine en
traitement de I'image par Burt et Adelson en 1982 [9]. Les séquences {h [n],n € Z} et {g[n],n € 7}
sont des filtres miroirs en quadrature, c’est & dire qu’ils vérifient les conditions suivantes (dans le

cas réel orthogonal) :

H () + |G (w)|* = 1 (1.7)

H (w) H (w + %) + Gw)Glw + %) —0 (1.8)

Nous indiquons sur la figure 1.1 ’algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes dé-

cimé basé sur un banc de filtres.

@ s, @_, Hz)
o et
. At Dy Oas

e

Fia. 1.1 — Algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes décimé

Par la suite, nous noterons P_ et (J_, les opérateurs de décomposition décimés de V; sur, respec-
) ) l )
tivement, Vi1 et Wi4q. Pour la reconstruction, les opérateurs décimés de reconstruction de Viiq et

Wi41 sur V; seront notés P let Q:l.
Toutefois le schéma de décomposition de Mallat n’est pas invariant par translations entiéres.
De plus, aprés décimation, certaines composantes du signal, auxquelles devraient correspondre de
1 1 1
grands coeflicients, peuvent étre invisibles, car pour une translation donnée, leur énergie va se
disperser sur un certain nombre de petits coefficients. Une fagon d’obtenir un systéme invariant par

translation dans le temps qui limite ce type de probléme est d’éviter la décimation [77], [80], [8].
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Afin de prendre en compte la dilatation des fonctions d’ondelette et d’échelle, les filtres associés
doivent alors étre dilatés entre chaque échelle. Concrétement, la dilatation des filtres se caractérise
par une insertion de zéros entre les coeflicients des filtres. Si H et G sont les filtres passe-bas et
passe-haut permettant de calculer ’échelle [ 4+ 1 a partir de I’échelle [, alors "analyse non-décimée

se définit par [8], [85], [80] :

= % > WO [ = 2K er1 . (1.9)
wip = % Zn:g(l) [n—2k]ei_1,n

avec HO[z] = H {221_1}, GO z1=a {221_1}, (Wi,k) 7 les coefficients d’ondelettes non-décimés de
la [¢m€ échelle, (elvk)kez approximation passe-bas non-décimée du signal a la (™€ échelle, et ey = .

La reconstruction dans le cas non-décimé se définit par [8], [85], [80] :

ek = % lﬂz pU+1) [k —2n]eiq1,n + \/529(“'1) [k —2n]wiy1 (1.10)

Le coeflicient de normalisation 1/2 introduit dans ’équation (1.10) est la conséquence de la
redondance d’information.

Cet algorithme est appelé algorithme & trous [53]. Sa relation avec ’algorithme de Mallat a
été mise en évidence plus tard par Shensa [85]. Nous indiquons sur la figure 1.2 I’algorithme de

décomposition-reconstruction en ondelettes non-décimeé.

Cpj m—pi
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1
Fia. 1.2 — Algorithme de décomposition-reconstruction en ondelettes non-décimé

En raison de la non-décimation, chaque échelle est caractérisée par N points. Pour 1’échelle
I, ces N points correspondent aux 2' différentes décompositions décimées de toutes les rotations
circulaires du signal [80]. Ces décompositions, chacune comprenant N/2! points pour une échelle /,
sont entrelacées. Par la suite nous noterons P, et (0, les opérateurs de décomposition non décimés
de V; sur, respectivement, Vj41 et Wiy, Pour la reconstruction, les opérateurs non décimés de
reconstruction de Vi4q et Wiy sur V; seront notés Pu_let Q;l.

L’algorithme & trous posséde plusieurs qualités :

— Un choix plus sumple des filtres. L algorithme a trous impose moins de contraintes sur les filtres
pour une reconstruction parfaite. En effet, dans le cas décimé, les filtres associés aux fonctions
d’ondelette et d’échelle doivent, pour une reconstruction parfaite, vérifier les deux conditions
(1.7) et (1.8). L’équation (1.7) correspond & la restauration correcte des données d’une échelle
a lautre, tandis que la seconde (équation (1.8)) provient de la compensation des effets de
recouvrement spectral introduit par la décimation [8]. Comme il n’y a pas de décimation

dans ’algorithme & trous, la seconde relation devient inutile donnant ainsi un degré de liberté
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supplémentaire dans le choix des filtres! [8]. Cette liberté sera utilisée, par exemple, par
Mallat pour définir une projection particuliére que nous étudierons dans le chapitre suivant :

les maxima d’ondelettes.

— Une connaissance de tous les coefficients d’ondelettes. Les coefficients supprimés lors de la
décimation ne sont pas nécessaires pour une reconstruction parfaite, mais peuvent contenir de
Iinformation utile pour 'analyse du signal. En effet, la connaissance de tous les coefficients
permet, par exemple, de mieux "suivre” une discontinuité a travers les échelles (par exemple

a ’aide des techniques de maxima d’ondelettes [70]).

— FEntrelacement de toutes les décompositions orthogonales. La représentation obtenue n’est pas
orthogonale, du fait de la redondance d’information. Toutefois, si les filtres utilisés sont des
filtres miroirs en quadrature, alors ’algorithme a trous posséde la propriété de conserver,
entrelacées, toutes les décompositions orthogonales. L’espace initial Vi peut étre décomposé
de deux fagons par I'algorithme décimé: Vo = Vi & Wy = V& W/, La premiére correspond a la
décomposition décimée du signal, alors que la seconde s’obtient par décomposition décimée de
la translation d’un pas du signal. Les coefficients d’ondelettes issus de la premiére itération de
I’algorithme & trous vont correspondre a ces deux représentations respectivement aux noeuds
d’indice pair et impair [8]. Ce raisonnement s’étend a toutes les échelles. Donc, si les filtres
H et G utilisés vérifient les deux équations (1.7) et (1.8), alors Iapplication de ’algorithme
a trous est équivalente au calcul des décompositions des différentes phases du signal par une

transformée orthogonale décimée [85], [80].

Cependant l"algorithme a trous présente un défaut : 'accroissement de la complexité du schéma de
décomposition-reconstruction (conséquence de la non décimation). La complexité augmente de O(N)
pour la décomposition décimée & O(N logy, N) pour la décomposition non décimée avec I’algorithme
a trous. Mais cette complexité reste raisonnable puisqu’elle égale celles d’algorithmes couramment
utilisés comme les paquets d’ondelettes [77]. Le probléme se situe plutdt dans une demande de
capacité de stockage plus importante. En effet, alors que pour la décomposition décimée il ne faut
que N blocs mémoire, une décomposition non décimée compléte en demande N (14 log, N).

Notons enfin que nous pouvons étendre les définitions précédentes & la dimension 2 et plus, en

utilisant le produit tensoriel. Par exemple dans le cas 2D, la fonction d’échelle se définit par:

o(x,y) = o(x)d(y).

Le complément W; de V; dans V;_1 est généré d’une facon similaire par la translation et dilatation

de trois fonctions:

Vi (a,y) = 6(2)v(y), ¥* (2, y) = v(2)o(y), ¥ (z,y) = v(2)P(y).

Avec l'utilisation de variables séparées, I'algorithme de décomposition 2D est simple et rapide,
son schéma est présenté sur la figure 1.3.
Comme pour la dimension 1, cet algorithme de décomposition peut s’étendre aux décompositions

non-décimées par I'utilisation d’un banc de filtres a trous.

1. Gardons toutefois en mémoire que si les filtres choisis ne vérifient plus les deux conditions (1.7) et (1.8), alors

la décomposition non-décimée ne correspond plus a I’entrelacement de décompositions orthogonales.
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Lignes Colonnes
» H o b2 —5
H 12
o G o 12 —» (l)dl
g | —y
t » H o 42 —|>(2)d1
G o2 | —s
o G o 12 —» 3,

Fic. 1.3 — Algorithme de décomposition en ondeletties décimé 2D

1.2.2 Débruitage par décomposition décimée

Dans la littérature, la majorité des méthodes de débruitage n’aborde que le cas du bruit blanc
gaussien, plus simple & traiter, bien que, en situation de données réelles, il ne soit pas spécialement
facile d’estimer le niveau de bruit ¢. Les propriétés statistiques des coefficients d’ondelettes de

processus stationnaires restent un large sujet de recherche (par exemple [79]).

1.2.2.1 Bruit blanc

Dans le cas du bruit gaussien additif, le probléme consiste a déterminer une fonction réelle notée

f, a partir de mesures s, connues telles que:

s, = flzn] + 0by, avecn =0..N —1et b, AN (0,1) et o > 0. (1.11)

Avec une transformée discréte orthogonale en ondelettes, le bruit blanc se décompose en une
série de coefficients aléatoires normaux centrés et décorrélés. En conséquence, la transformée en

ondelettes discréte des mesures définies dans I’équation (1.11) peut s’écrire :

Wsn = Wf [2,] + 0d°, avec d° "N (0,1). (1.12)

w symbolise la transformée en ondelettes discréte décimée dans [? (Z) et d’ la transformée du
bruit.

Afin de reconstruire la fonction f a partir des mesures s,,, tous les coefficients de la décomposition
Wsn sont rétrécis par un seuillage dépendant de la contribution du bruit. Donoho et Johnstone ont

proposé deux types de fonctions de seuillage (notée T\ avec A un seuil) [37]:
— 7Soft thresholding” défini par:
137 (A1) = sn (da) (gl = V), avee oz = sup (e, 0) -
— "Hard thresholding” défini par :

Tflard (dig) = dl,k-1[|dlyk|2/\] avec 14 indicatrice de A (1.14)

Un certain nombre de méthodes, permettant d’estimer le seuil A, sont décrites dans la littérature
[76] [8]. La premiére d’entre-elles nommée ” VisuShrink”, ou seuil universel, a été proposée par Donoho

et Johnsone [37] avec A défini par
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A = oy/2log(N), (1.15)

aveco = MAD/0.6745 et N le nombre de mesures.

MAD est la valeur médiane absolue des coefficients de 1’échelle la plus fine. Le facteur 0.6745
est choisi aprés une calibration avec une distribution gaussienne. La dispersion du bruit est mesurée
sur la premiére échelle car elle est majoritairement constituée de coefficients dus au bruit.

En résumé, pour débruiter un signal a partir de mesures connues, par décomposition décimée, on
utilise 'algorithme de Mallat pour obtenir les coeflicients d’ondelettes, on rétrécit ces coefficients

par seuillage et on reconstruit.

1.2.2.2 Bruit corrélé

Johnstone et Silverman se sont penchés sur le cas du bruit corrélé additif [56], permettant la
formalisation de principes élaborés empiriquement. Les principales propriétés d’une décomposition

en ondelettes d’un bruit stationnaire corrélé sont les suivantes [56] :

— La corrélation des coefficients sur chaque échelle décroit trés vite, au fur et & mesure que ’on
tend vers les échelles grossiéres. Les ondelettes ont la propriété de diagonaliser, ou "presque”,

un grand nombre d’opérateurs [72],[56].

— La corrélation entre deux échelles différentes est trés faible, ou nulle. L’utilisation de filtres

passe-bande durant le calcul des coefficients en est ’explication.

La Log-variance du bruit décroit presque linéairement avec les échelles, et, sur chacune d’elles,
les coefficients correspondant au bruit suivent approximativement une distribution gaussienne [56].
De ces différentes constatations, Johnstone et Silverman proposent une nouvelle méthode de

débruitage utilisant un seuillage dépendant du niveau ("level-dependent thresholding”) :

N
A= oy /2log (?) yavec 0 = MAD/0.6745 et [ I’échelle (1.16)

1.2.3 Débruitage par décomposition non-décimée

Ces derniéres années un certain nombre d’algorithmes de débruitage utilisant la décomposition
en ondelettes non-décimée a été proposé. L’approche novatrice se trouve dans 'article de Coifman
et Donoho avec 'algorithme T1_denoising [29]. Les résultats en terme de qualité de reconstruction
sont nettement supérieurs a ceux utilisant une décomposition décimée. Nous rappelons dans ce

paragraphe le principe du débruitage non-décimé [21].

1.2.3.1 Décomposition et seuillage

Proposition 1 [77] Soit w; les coefficients d’ondelettes non-décimés a Uéchelle | alors ils peuvent

s’écrire
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—

= ‘ ‘ ‘ L
U est une union entre des vecteurs avec entrelacement des coefficients et déj) les coefficients décimés
a

Déchelle | de la §°¢ translation définis par
I—
di;y = Q- (P-) " (TR; (co))
avec () _ (P_)l_1 (fl=Q-oP_o..P_[f] et TR; opérateur de translation.

D’aprés la proposition précédente, nous constatons que chacun des sous-ensembles {d(lj) | d(Qj)... | d{}‘) },
correspond a une transformée orthogonale et peut étre étudié indépendamment les uns des autres.

Done, & une échelle [ fixée, le seuil proposé par Johnstone pour le bruit corrélé est appliqué sur

chaque sous-ensemble déj) avec un seuil /\é égal a [21]:

N, = /2log (N/2)) x MAD (df;)) /0.6745 (1.17)

Nous pouvons de la méme maniére utiliser le seuil défini dans le cadre du bruit blanc.
La valeur estimée du niveau de bruit reste approximativement constante pour les différents sous-
ensembles d’une méme échelle du fait de la redondance d’information. Pour un nombre limité et

raisonnable d’échelles de décomposition, les différents sous-ensembles vérifient :
MAD (wy) = MAD (dfg)) ~ ..MAD (djy_,)) (1.18)

Nous pouvons définir un seuil simple & estimer et prenant en compte la redondance d’information

A = 1/2log (N/21) « MAD (w;)/0.6745 (1.19)

Ce seuil a été introduit durant notre DEA [13].

pour chaque échelle [ [21]:

1.2.3.2 Transformation inverse

Proposition 2 [21]Soit f une fonction obtenue aprés transformation inverse a partir de L échelles
de coefficients d’ondelettes non-décimés et seuillés, et st nous notons fb la fonction résultant d’un
débruitage avec Ualgorithme décimé de Johnstone appliqué sur la fonction translatée TRy (f), alors

la fonction f est telle que:

1 r~ -
F=5p [Jot far

Nous rappelons en annexe la démonstration de cette proposition finalisée dont le résultat nous
a été suggéré par lalgorithme Translation-Invariant de Coifman et Donoho [29] dans le cas du
bruit blanc. Cette proposition montre que 'application d’un seuillage sur une décomposition en
ondelettes non-décimée est égale a la moyenne de toutes les translations circulaires débruitées par
un algorithme décimé.

La moyenne réduit les artefacts qui apparaissent lors du seuillage de la traditionnelle décompo-
sition orthogonale. De plus, du fait de la redondance d’information, I’algorithme non-décimé peut
utiliser le seuillage "Hard” (équation 1.14) qui optimise la reconstruction en terme d’erreur [% [29].

La méthode de débruitage présentée ci-dessus se nomme uwt_mean [21]. Elle sera utilisée dans
les chapitres suivants pour des problémes d’estimation de spectres ou de restauration de données

audio.
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1.2.4 Extension du débruitage a la dimension 2

Les méthodes de débruitage peuvent, avec des modifications mineures, s’étendre a la dimension
2 en utilisant le schéma pyramidal de décomposition.

Le probléme de I'estimation du seuil est un peu plus complexe que dans le cas 1D, car chaque
échelle est caractérisée par trois plans d’ondelettes. Le niveau de bruit est estimé soit sur le plan
haute fréquence (correspondant a I’ondelette ¥ (xz,y) = ¥ ()1 (y)) soit sur chacun des plans d’onde-
lettes.

Pour I'estimation du seuil dans le cas non-décimé, I’extension du seuil défini par I’équation (1.19)
au cas 2D, correspond a

N M
i =o//2In (— —) avec of = MAD (|w}]) /0.6845 et a = 1,2, 3 correspondant au 3 plans

ol 9l
(1.20)

1.3 Débruitage de multiples copies d’un signal

L’application d’une opération de débruitage sur une seule occurrence d’un signal ou d’une image
n’est pas suffisante lorsque le niveau de bruit est trop important. Différentes méthodes proposées
dans la littérature, notamment dans le domaine médical [11] [84] [91] [52], utilisent une séquence
d’acquisition. Toutes ces méthodes se caractérisent par une étude statistique de I’évolution des
coeflicients, ce qui oblige & posséder un grande nombre de réalisations.

Une facon simple de généraliser l'algorithme de débruitage par ondelettes & une séquence se-
rait de l'utiliser avec des moyennes, en calculant, par exemple, la moyenne des différents signaux
débruités. Calculer une moyenne peut étre intéressant lorsque le bruit est gaussien, mais aprés un
premier traitement par les ondelettes, 'amélioration n’est pas significative, les expérimentations
I'ont confirmé.

Nous proposons une méthode permettant de prendre en considération la répétition des occur-
rences, mais sur une séquence d’acquisitions limitée. Notre algorithme utilise de fagon itérative la
séquence, en essayant de reconstruire le signal original. Il peut s’inscrire dans le cadre des algo-
rithmes proposés, tout d’abord, par Starck et Bijaoui [87] [88], puis par Coifman et Wickerhauser
[30] [33] [34]. Ces algorithmes construisent une estimation d’un signal, dont on posséde une seule
occurrence, par sélection successive des coefficients d’ondelettes.

Dans cette méthode itérative, une version non-décimée de la transformée en ondelettes est utilisée.
Nous proposons une premiére formulation de notre algorithme, puis une évolution apportant plus

de robustesse et prenant en compte le cas d’un signal qui fluctue selon les réalisations.

1.3.1 Principe de ’algorithme ITE DIF
1.3.1.1 Concept

Soit une séquence de M signaux {3(1), 8(2)...8(M)} identiques en terme d’information. Chacun

de ces signaux est altéré par un bruit stationnaire additif tel que:

st = £ 4 p0m) (1.21)
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€

avec b(™) symbolisant la m®™¢ réalisation du bruit,

et f le signal que I’on cherche & estimer.

Soit 3(1) le signal résultant du débruitage par seuillage et reconstruction de la transformée en

ondelettes non-décimée de 1), premier signal de la séquence, donc
30 = (W) (1.0 (WsW)) (1.22)

avec T, ) fonction de seuillage et A un seuil qui reste a définir.

Soit R(l), le résidu calculé par différence entre la seconde occurrence du signal et ’estimation
~(1) .
S .

R = 52 _50) (1.23)

Si le débruitage est satisfaisant, c’est-a-dire si 1) ~ f, alors R ne contient plus que des
éléments incohérents que 'on peut assimiler & du bruit et sa décomposition en ondelettes n’est
constituée que de coefficients non significatifs au sens d’un seuillage. On retrouve ici la notion de
coefficients cohérents ou significatifs introduite dans [87] [30].

A partir de cette remarque, et afin d’utiliser d’une facon itérative 'algorithme de seuillage, nous

introduisons la contrainte suivante:

— Contrainte: il faut que la décomposition en ondelettes discréte WRM du residu R ne
contienne que des coefficients non-significatifs, sinon ces coeflicients doivent étre ajoutés a

Iestimation du signal %), donc

5@ 504+ W (1w (WRW)) (1.24)

avec T'\r fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes du résidu,

et A limite entre coefficients significatifs et non-significatifs.

On généralise la définition du résidu en notant R(™) le résidu entre la (m + 1)ém6 occurrence du
signal et l'estimation de f au pas m. Les expressions (1.23) et (1.24) sont appliquées itérativement

sur tous les éléments de la séquence. On construit ainsi "pas & pas” une approximation de f par:

RM = smFl) _5m) (1.25)
e F L W (1yn (WROM))

Le seuillage T\ r, défini ultérieurement, a pour fonction de sélectionner, & chaque itération, 1’in-
formation cohérente encore présente dans le résidu R(™) afin qu’elle soit ajoutée & Pestimation

obtenue a l'itération précédente.

1.3.1.2 Etude de ’algorithme

Nous allons étudier le comportement de ’algorithme directement sur les échelles d’ondelettes
afin d’introduire les différents seuils. Pour cela, il nous faut expliciter les différentes projections.

Expression des coefficients d’ondelettes de 5(")
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(m)

Soit wlf les coefficients & I’échelle [ du signal que ’on cherche & estimer, et w; ", les coefficients

(m)

correspondant & la décomposition de Pestimation $(™). Les coefficients w; "’ sont tels que:
& = w4 ™ o™ e gn (1.26)

(m)

Le vecteur C; "/ symbolise les erreurs d’estimation a I’échelle /.
Expressions des coefficients d’ondelettes de s(™)
Soit Ws(™ la transformée en ondelettes de s(m) alors, & partir de 1’équation (1.21), pour une

échelle [ donnée, les coefficients de W stm) s’expriment selon

(m) (m)

wj = wlf + wp (1.27)
Expression des coefficients d’ondelettes de R("™),
Soit W R(™ 1la transformée en ondelettes du résidu R™) | d’apres léquation (1.25), pour une

échelle [ donnée, les coefficients d’ondelettes de WR(™ g%6crivent :

A partir des équations (1.27) et (1.26), ’équation (1.28) s’écrit :
R(m) B(m+1) m B(m+1) m
o™ = (w] + wf"™) = (o] + ) = WP - ) (1.29)

(m) (m)

Remarque: C}77 est un vecteur et certaines de ses composantes C,” sont presque nulles, in-
diquant que le coeflicient ﬁ)l(?;j) correspondant est correctement reconstruit : dans ce cas wﬁim) ~
B(m+1) ’
W)y .

A partir de ’équation (1.29), nous pouvons expliciter comment reconstruire pas a pas I'informa-
tion recherchée, a ’aide de lalgorithme ITE DIF.

Une itération de 'algorithme pour un coefficient a ’échelle [ est définie par:

~(m+1 ~(m (m)
wl(,k - wl(,k) +T\r (wﬁ )

(m) (m)

Si l’erreur faite sur le coefficient reconstruit w,; ,” est importante, alors C; .7 est considéré comme
? ?

significatif et conservé lors du seuillage. Done, d’aprés (1.26) et (1.29):

~(m+1 m (m+1) m m+1
@7 = wf + O+ Tow (wf™ = ) = wf + 7 (1.30)
avec CI(ZLH) < Cl(,Tl:) si Cl(,Tl:) était significatif.

Comme nous "avons vu, les coeflicients d’ondelettes correspondant au bruit suivent rigoureuse-

ment, ou approximativement, une distribution gaussienne sur chaque échelle. Ce principe est étendu
. . . . (m) , el

en proposant que la distribution des coefficients wlBk , sur une séquence d’acquisition, peut s’ap-

?

proximer par une distribution gaussienne telle que

wﬁk(m) Ly (0,07), pour m = 1..M et Vl € [1..L] (1.31)

Ceci s’explique simplement par I’hypothése faite sur le bruit, a savoir qu’il est stationnaire. Donc

chaque réalisation de B(™) dépend de la méme distribution pour tout m.
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Dans ce cas, wﬁim) suit une distribution gaussienne sur la séquence telle que, d’aprés I'équation
(1.29)

wﬁém) L N (—Cl(j:), O'[) , pour m = 1.M et VI € [1..L] (1.32)

)

(m)

La valeur de la moyenne _Cl,k de la distribution va fluctuer sur la séquence selon la qualité du
seuillage jusqu’a tendre, si I’algorithme converge, vers une valeur non significative indiquant ainsi que
le coefficient est correctement estimé. La décroissance de Cl(,Tl:) vers une valeur non significative est
plus ou moins lente selon les caractéristiques du signal et du bruit. Si nous reprenons la méthodologie
introduite par Coifman dans [30] [33] [34], la convergence de C' l(,Tl?) vers un coefficient “incohérent”
peut étre évaluée par un critére entropique. En effet, ’entropie mesure la dispersion des valeurs et va
étre maximale pour un signal incohérent (que nous assimilerons & du bruit). En calculant ’entropie

™) 3 chaque

des résidus, on estime la "quantité” d’information restant dans les différents résidus R(
itération. Cela permet d’évaluer le nombre d’occurrences minimum, M, nécessaire & ’extraction
de P'information cohérente. Nous illustrons ceci sur un signal synthétique composé de différents
atomes Temps-Fréquence (TF)? (figure 1.4a). Nous le dégradons par un bruit blanc gaussien avec

un rapport signal sur bruit de 2 (figure 1.4b).

0 200 400 600 800 1000 600 800 1000

(a) (b)

F1G. 1.4 — (a) Signal synthétique original (b) Une des occurrences du signal bruité (SNR = 2)

La mesure de I'entropie du résidu pour chaque itération de notre algorithme est illustrée sur
la figure 1.5a (le seuil A\F utilisé est explicité dans le paragraphe suivant). A titre indicatif, nous
avons indiqué les entropies de chaque réalisation du bruit BU™) ainsi celle du résidu calculé aprés
débruitage de chaque occurrence s(m) par VisuShrink, méthode proposée par Donoho. On constate
qu’aprés un faible nombre d’itérations (m ~ 6) I'entropie du résidu R(™) se stabilise autour d’une
constante indiquant que 'algorithme a convergé. De plus, on remarque que I’entropie du résidu tend
vers celle du bruit B(™). Ceci signifie que le résidu n’est plus constitué que d’éléments incohérents
et qu’il peut étre presque entiérement assimilé a du bruit. A 'inverse, la faible valeur de ’entropie
associée au débruitage par VisuShrink montre qu’un certain nombre de composants cohérents sont

supprimés du signal reconstruit. La représentation sur la figure 1.5b des valeurs RMS du signal

2. Nous appelons atome TF, une composante constituée d’un signal monochromatique (donc associé a une fréquence
particuliére) multiplié par une enveloppe fixée (donc une composante de durée limitée). Un atome TF est caractérisé

par trois grandeurs : sa fréquence fondamentale, son intervalle temporel de définition et son enveloppe.
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approximé a chaque itération corrobore les constatations précédentes. L’erreur de reconstruction se

stabilise aprés un certain nombre d’itérations.

- r — Bms du signal reconstru
-2000 - TS b |-—- fms gu rezultat eqﬁsughrmk

ammof

z 5000 o 14
5 =
& 000} T2
! 1k
-10000F
; 08r
H - -- Entropie du résidu
-12000F — EntmEle du bruit 1 if:18
+  Entropie du reste pour VisuShrink|
-14000 L . L . L 04 L . L . L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Itération Itération
(a) (b)

F1G. 1.5 — Etude du comportement de 'agorithme itératif sur un signal synthétique bruité (a) En-

tropie du résidu (b) Mesure RMS du signal approzimé a chaque itération

Nous indiquons sur la figure 1.6 le signal reconstruit par notre algorithme aprés 10 itérations.

0 200 400 600 800 1000

Fic. 1.6 — Signal reconstruit par notre algorithme aprés 10 itérations

1.3.2 Deéfinition des différents seuils de ’algorithme ITE DIF
1.3.2.1 Définition du seuil A*"”

L’algorithme doit étre initialisé par un signal ne contenant plus aucun bruit significatif, sinon
celui-ci serait considéré comme une structure cohérente du signal dans la suite du traitement. De
ce fait, la premiére estimation §(!), introduite dans I’équation (1.22), initialisant 1’algorithme doit

correspondre a une version trés lissée du signal. Elle peut étre définie de la facon suivante:

~ (1)
Wy = TAS(l) (wls,k

) =0pourl=1..., et EEL = 673(71,3 (1.33)

Concrétement, toutes les échelles d’ondelettes sont mises a 0, puis la reconstruction s’effectue a
partir de la trame non-seuillée ce qui revient & appliquer un filtre passe-bas. Si le nombre d’échelles
de décomposition L est correctement choisi, le signal reconstruit aprés ce premier seuillage ne

contient presque plus de bruit. La sélection du nombre d’échelles nécessaires peut se fixer d’une
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fagon empirique ou en utilisant un critére. On peut, par exemple, calculer ’erreur de reconstruction
entre les différentes occurrences du signal en faisant varier le nombre d’échelles mises a 0, puis
sélectionner le point d’inflexion de la courbe ainsi obtenue. Pour 'exemple synthétique précédent
on trouve L ~ 5 (cf. figure 1.7). L’entropie des signaux approximeés peut aussi constituer un critére

de sélection.

08r

RMS moyen
]
o

o
s
T

o
]
T

0

1 2 3 4 5 5 7 g8 9 10
MNombre d"échelles mises 40

Fic. 1.7 — Recherche par un critére RMS du nombre d’échelles nécessaires pour le sewillage initial

Le seuillage introduit par I’équation (1.33) peut étre substitué par une sélection des z plus grands
coeflicients de la décomposition en L échelles de s(1) (technique de seuillage proposée par Coifman
[30]). Cela permet, non plus d’avoir une version lissée du signal, mais une approximation construite

& partir des composantes les plus importantes.

1.3.2.2 Définition du seuil M\

Le but étant d’extraire du résidu quelques coefficients noyés dans le bruit, le seuil du résidu A® ne
peut pas étre défini par I’équation (1.19) (pour un bruit gaussien) car "amplitude du bruit estimée
par MAD(wR(m))/O.6745 est trop faible.

Si l'on suppose que le bruit est stationnaire sur les différentes occurrences du signal, alors la
dispersion des bruits présents sur les échelles d’ondelettes issues, respectivement, de la décomposition

du résidu et des signaux originaux, est identique. C’est-a-dire que si
R(m) ~(m)
why  =Cpy +orN(0,1)

et

s(m)
Wiy = wl{k +0opN(0,1)

alors

OR =0RB (1.34)

Afin d’évaluer le niveau du bruit présent dans la décomposition du résidu (pour le cas gaussien),
la valeur médiane absolue est calculée sur la premiére échelle des décompositions des différentes

réalisations. Le seuil du résidu est donc défini par:

N =2 10g (N/21) « MAD([wi”| .. [wi™ ])/0.6745 (1.35)

Le cas corrélé se déduit du raisonnement précédent. Pour chaque échelle, la distribution du

bruit suit approximativement une fonction gaussienne. Si le bruit est stationnaire sur les différentes
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occurrences du signal, alors "amplitude du bruit sera identique pour la décomposition du résidu et
des signaux originaux, & une échelle fixée. Le seuil se calcule & partir de "amplitude du bruit

estimée pour chaque échelle, sur les échelles correspondantes dans les décompositions des différentes

A= \/2log (V/21) + MAD([w}"” ‘ (wf(M)})/0.6745 (1.36)

1.3.2.3 Choix de la méthode de seuillage

réalisations :

Une étude de Bruce et Gao [47] montre que le "hard-thresholding” a une plus grande variance (a
cause du caractére discontinu de la fonction de seuillage) alors que le "soft-thresholding” posséde un
plus grand biais (du fait de la diminution des grands coefficients vers 0). Dans le cadre de I’algorithme
ITE DIF, une variance trop grande est génante, car elle fait fluctuer d’une facon importante la

)

valeur C l(,Tl: au cours des différentes itérations, et provoque ’apparition d’oscillations parasites dans
le signal reconstruit. L’utilisation d’une version non-décimée de la transformée en ondelettes, qui
réduit cette variance, n’est pas suffisante. En revanche, le biais a moins d’importance car il va étre
atténué par la réévaluation du résidu et I'extraction des coefficients significatifs & chaque itération.
(C’est pourquoi, dans le cadre de ’algorithme I'TE  DIF, nous utiliserons un seuillage du type "soft-

tresholding”.

1.3.3 Une variante: ’algorithme MEFAN_ FERR

On peut émettre plusieurs réserves sur 'algorithme [TV _DIF:

— Nous avons fait 'hypothése que le coeflicient d’ondelette du signal a estimer wfk est constant
sur les différentes acquisitions de la séquence. Ceci n’est pas vrai dans toutes les applications.

L’information peut parfois légérement fluctuer au cours du temps.

— L’ordre de présentation des signaux dans ’algorithme ITE DIF est prépondérant. Si 'on per-

mute des signaux dans la séquence, les résultats sont visuellement proches mais pas identiques.

— Lorsqu’un coefficient est considéré comme significatif lors du seuillage d’'un des résidus, il
est ajouté a estimation sans limitation aucune. Et ce méme si ce coefficient n’a été détecté

significatif qu’une seule fois sur la séquence.

Afin de remédier & ces problémes, nous proposons une évolution de ’algorithme I'TE DIF, que
nous appellerons MEAN_ERR [20].

1.3.3.1 Principe

Par rapport a algorithme I'TE DIF, nous ajoutons la contrainte suivante :
Sachant que wlfk n’est pas constant dans le temps, nous voulons obtenir, aprés traitement itératif

sur la séquence, un coefficient reconstruit w;, tel que:
?

M
1 (m)
wl*,ksz,k avec E{k: i E wl{k (1.37)
m=1
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Concrétement, nous voulons obtenir la valeur moyenne dans le temps des coefficients réels du

signal. L’équation (1.37) peut s’écrire:

M

_ 1 (m) - "

wfk =7 ( g {wl{k - w%k}) + Wy ; pour tout wy (1.38)
m=1

Si les variables w; ) correspondent aux coefficients issus du premier seuillage tels qu’ils sont
définis par I’équation (1.22), I’algorithme MEAN _ERR découle alors d’une simple modification de
ITE _DIFF permettant de prendre en compte la contrainte (1.37).

Afin d’initialiser 1’algorithme, nous calculons une version lissée du signal & partir d’une des
réalisations de la séquence en mettant a 0 toutes les échelles d’ondelettes et en ne conservant que la
trame. Sachant que le signal fluctue sur la séquence, il faut que ce premier seuillage hyini: s0it tel

que:

Tyinie (WD) & Tyinie (W @) e Ty (W) (1.39)

Pour un certain nombre de signaux “raisonnables”, on peut trouver une fonction Tyinit, qui vérifie
I’équation (1.39). Le nombre L d’échelles mises & 0 dépend de la nature du bruit et de I'impor-
tance de la "non-stationnarité” du signal. L’échelle correspondant a I’égalité (1.39) peut étre évaluée
empiriquement ou a l'aide d’un critére comme celui indiqué pour algorithme I'TE DIFF.

Nous définissons le résidu R(™) par,
R™ = (™) _ 5 avec 5 = W_lT/\init (Ws(l)) (1.40)
Les coeflicients d’ondelettes du résidu s’écrivent :
R(m) f(m) B(m)

wy  =wiy twpy - Wik (1.41)

Si I'on peut déterminer un seuillage T\ r tel que

(m) (m) ~ m
T\r (wﬁk ) = wljik —wy i+ Cl(,k) (1.42)

(m)

avec CIZL erreur de seuillage la plus faible possible

alors, a partir des équations (1.38) et (1.42), la valeur moyenne des coefficients peut s’écrire :

M
— 1 (m) .
w{k = M (Z {wlfk - wlk}) + wi (1.43)
m=1
L (5 () LS~ i)
Rim ~ m
= M (Z T/\R (wM )) -I— w17k — M Z Clvk
m=1 m=1
Nous déduisons de I’équation (1.43) que
(Tre() ¢ om o= w o+ iy
M m=1 7 . \/7'/ ; \/7'/ M m=1 7
— i signal liss¢  valeur recherchée = .
moyenne des résidus seuillés biais di au bruit

L’expression précédente indique que pour évaluer la valeur moyenne des coefficients du signal

(coefficients W{k) en tenant compte du bruit, il faut ajouter au signal lissé, issu du premier seuillage
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(coeflicients w; 1), la moyenne des résidus seuillés. Il existe toutefois un biais dit au bruit dans
la valeur estimée. Mais du fait du seuillage itératif des résidus, si ’algorithme converge, le biais
ﬁ Z%:l Cl(j:) va tendre vers une valeur peu significative lorsque le nombre d’occurrences M aug-
mente. La décroissance de ce terme vers une valeur non significative est plus ou moins lente selon
les caractéristiques du signal et du bruit. Afin d’illustrer cette décroissance du biais, nous affichons
Ierreur moyenne absolue entre le signal reconstruit défini et le signal original non bruité pour un

nombre M d’itérations variable. Le signal reconstruit f” sera défini par

M
=5+ % (mZ::l W Tyn (W’R<m>))
La courbe 1.8 correspond au calcul de cette erreur pour 'exemple synthétique introduit pré-
cédemment. Notons que dans cet exemple 'information ne fluctue pas au cours des différentes
occurrences du signal. On constate qu’aprés un certain nombre d’itérations ’erreur moyenne se

stabilise, indiquant que 'algorithme a convergé. Le nombre d’itérations nécessaire peut étre évalué

de la méme facon que pour ITE DIFF en utilisant le critére d’entropie.

0.45

04r

0351

03F

02ar

02F

Moyenne des erreurs absolues de reconstruction

0.1s

0 5 10 15 20 25 30 35 40
itération

Fic. 1.8 — Mesure de Uerreur moyenne absolue de reconstruction en fonction du nombre d’itérations
pour Ualgorihtme MEAN FERR

Nous illustrons sur la figure 1.9 le signal reconstruit aprés 10 itérations.

el

)

0 200 400 600 800 1000

Fic. 1.9 — Signal reconstruit aprés 10 itérations par MEAN FERR

1.3.3.2 Choix des seuils

Les définitions des deux seuils (seuil initial et seuil du résidu) sont identiques a celles proposées

dans le cadre de 'algorithme ITE_ DIF, avec un seuil initial défini par I’équation (1.33) et un seuil

22



Chapitre 1
P Ondelettes non-décimées et méthodes itératives

du résidu défini soit par I’équation (1.35) pour le bruit gaussien, soit par I’équation (1.36) pour le
bruit corrélé.

A linverse de l'algorithme [T, DIF, un biais dans le seuillage du résidu est plus génant pour
lalgorithme MEAN_FERR car lerreur n’est pas réévaluée a chaque itération (ce qui permettait
ainsi de réduire ce biais). En revanche, la moyenne des erreurs seuillées va réduire la variance
due au seuillage. Pour ces raisons, nous utiliserons un seuillage du type "Hard-Thresholding” pour

Ialgorithme MEFAN FRR, qui, nous le rappelons, optimise 'erreur de reconstruction.

1.3.4 [Extension a la dimension 2 des algorithmes ITE DIF et MEAN ERR

Suivant le méme principe que pour 'algorithme de débruitage non-décimé, nous pouvons gé-
néraliser facilement les deux algorithmes proposés précédemment aux dimensions supérieures et
notamment aux images.

Le seuillage initial 2D, correspondant respectivement a T/\I(l) et Thinir, est une généralisation de
I’équation (1.33):

wiy = T (wf (s)) =0 (1.44)
pour! = 1l..L,a=1.3etey = ez(l)

L’indice @ indiquant la présence de 3 images caractérisant une échelle.
Lors du seuillage de I'erreur, nous définissons trois seuils différents selon la direction du plan
d’ondelettes étudié. De ce fait, la généralisation du seuil du résidu, correspond, pour le cas général

du bruit corrélé, a

AR = 1 /2log (N2/221) MAD({wf(s(l))‘

pour @ = 1..3

wi (sM) ])/0.6745 (1.45)

Le type de seuillage est défini comme pour la dimension 1:

— un seuillage "Hard-Tresholding” pour I'algorithme MEAN FERR,

— un seuillage "Soft-Tresholding” pour 'algorithme [TF_ DIFF.

1.4 Reésultats des algorithmes itératifs sur des signaux et des images
de tests

Ces algorithmes ont été développés en langage C pour des bruits blancs ou corrélés.

1.4.1 Reésultats sur des signaux

Afin d’illustrer les deux algorithmes, nous avons choisi d’utiliser le signal HeaviSine construit
par Donoho [90]. Ce signal présente la particularité d’étre lisse et de posséder une discontinuité
sous la forme d’un pic. Nous "noyons” cette discontinuité dans le bruit. Nos algorithmes doivent

alors supprimer le bruit tout en conservant le décrochement correspondant a la discontinuité. Ce
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signal peut sembler trés éloigné des signaux réels que ’on rencontre, mais il permet d’étudier avec
attention la qualité de la reconstruction d’une discontinuité noyée dans du bruit.

Pour ce test, nous avons fabriqué & partir du signal original une séquence de 5 signaux bruités par
b vecteurs aléatoires suivant une distribution gaussienne. Le signal est composé de 1024 points. Nous
décomposons chaque occurrence sur 6 échelles avec les ondelettes Symmlet. La figure 1.10 présente
le signal HeaviSine original ainsi que 'une des réalisations de la séquence. Dans cette réalisation,

comme dans toutes les autres, la discontinuité disparait dans le bruit.

i 500 1000 ~o 500 1000
) (B)

Fic. 1.10 — Création d’une séquence de signaux bruités (SNR =2): (a) Signal original (b) Un des

éléments de la séquence

Lorsque le niveau de bruit est trop important, la méthode VisuShrink ne peut pas extraire la
discontinuité du bruit. Aprés reconstruction, la discontinuité disparait avec le bruit (figure 1.11a).
Son extension par une moyenne n’apporte aucune amélioration (figure 1.11b). Les méthodes non-

décimées, telle que uwt mean ou TI denoising, échouent elles aussi.

3 3
2 2
1 1
] ]
1 1
2 2
3 3
4 4
“a 500 1000 5 00 1000
)] (B)

Fic. 1.11 — Débruitage d’une séquence bruitée (SNR=2) par la méthode de Donoho : (A) Résultat de

VisuShrink sur un élément de la séquence (B) Moyenne des résultats de VisuShrink sur la séquence

Nous appliquons alors sur la séquence les algorithmes I'TE DIFF et MEAN FRR.

I est visible sur la figure 1.12 que le seuillage "Hard” utilisé pour ’algorithme [TE DIFF n’est
pas adapté. En effet, le signal reconstruit présente de nombreuses oscillations parasites. En revanche,
si I'on utilise un seuillage "Soft”, le signal est lissé tout en conservant la discontinuité. Bien sir, cette
discontinuité n’est pas parfaitement reconstruite, mais étant donné le niveau de bruit, et le faible
nombre d’échantillons, le résultat est satisfaisant et utilisable dans un algorithme de détection.

L’algorithme MEAN _FERR est appliqué sur cette méme séquence (figure 1.13). L’influence de
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L L 5 L L
0 500 1000 0 a00 1000
(A (B)

Fig. 1.12 - Débruitage par ITE _DIFE de la séquence (SNR=2): (a) Résultat pour le seuillage
SoftTresholding (b) Résultat pour le seuillage Hard Tresholding

la moyenne, couplée au biais du seuillage, est visible sur le résultat du seuillage "Soft”. En effet,
la discontinuité a presque totalement disparu. En revanche, le calcul de la moyenne des résidus
seuillés réduit la variance du seuillage "Hard” et permet de reconstruire un signal lisse présentant la

discontinuité attendue. Visuellement, les résultats de MIVAN_ FRR-Hard et ITE_DIFF-Soft sont

quasiment identiques.

3 3
2 2
1 1
] 0
1 1
2 2
3 3
4 4
“a 500 1000 4 500 1000
)] |G)]

FiG. 1.13 — Débruitage par MEAN_ERR de la séquence (SNR=2): (a) Résultat pour le seuillage
SoftTresholding (b) Résultat pour le seuillage Hard Tresholding

La généralisation de MIFAN_FERRet ITE DIFF au bruit corrélé donne des résultats équivalents.
Le signal de test est bruité par un bruit défini par un modéle autorégressif. Nous pouvons voir sur
la figure 1.14 que pour MEAN FERR-Hard et I, DIFF-Soft le signal est correctement débruité,
et que la discontinuité est reconstruite.

Les résultats quantitatifs des divers algorithmes appliqués sur les signaux synthétiques de ré-
férence construits par Donoho? [90] sont présentés sous forme d’un tableau (tableau 1.1) indi-
quant la moyenne des mesures RMS calculée sur 30 séquences de test. Les algorithmes I'TE DIFF
et MEAN_FRR (associés a leur méthode de seuillage optimale) correspondent, en général, aux
meilleurs résultats. Toutefois ce tableau marque les limites d’une simple évaluation, par calcul

d’erreur [?, des performances d'un algorithme. En effet, on remarque que pour certains signaux,

3. Nous avons utilisé ces signaux pour quantifier la qualité des algorithmes de débruitage car ils sont accessibles a

tous sur le net et permettent donc des “confrontations”.
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Fiac. 1.14 — Débruitage par MEAN FRR et ITE DIFF de la séquence corrompu par un bruit
corrélé (SNR = 2): (a) Résultat pour le seuillage SoftTresholding avec ITE DIFF (b) Résultat
pour le seuillage HardTresholding avec MEAN FRR

ITE DIFF a une erreur de reconstruction plus importante que d’autres algorithmes qui permet-
tent, soit d’obtenir des signaux trés lisses, soit de diminuer légérement le bruit tout en conservant
les structures du signal. Mais en terme d’extraction d’information utile, le résultat est mauvais car,
soit les discontinuités sont supprimées (comme pour 'exemple HeaviSine présenté graphiquement
auparavant), soit le résultat contient encore beaucoup trop de bruit.

Une étude visuelle reste souvent l'outil le plus approprié car elle permet de mieux juger de la
qualité de 'estimation de I'information. Le tableau suivant permet quand méme d’indiquer certaines
tendances, notamment lorsque deux algorithmes utilisent des méthodologies similaires (le tableau
met ainsi en évidence la légére supériorité de notre algorithme non-décimé uwt mean sur celui de
Coifman et Donoho 71 denoising [13]).

HeaviSine | Doppler | Blocks

Bruit 1 1 1
Moyenne 0.447 0.448 0.444
VisuShrink-Soft 0.186 0.482 0.709
TI denoising-hard 0.210 0.275 0.445
uwt_mean-Hard 0.188 0.265 0.404
ITE-DIFF 0.227 0.274 0.430
MFEAN-DIFF 0.121 0.186 0.318

TaB. 1.1 — Débruitage par ondelettes de Symmlet (SNR=2 L=6 N=1024): Mesure RMS

1.4.2 Reésultats sur des images de la base du GDR ISIS

Nous avons testé tout d’abord nos algorithmes sur trois images extraites de la base du GDR ISIS :
Léna, Bureau et chaise. Nous construisons pour chacune de ces images des séquences de 5 images
bruitées, avec un rapport signal sur bruit trés faible (SNR=0.5). Nous pouvons voir sur la figure
1.1ha que I'image Léna est inutilisable avec un tel niveau de bruit. L’application d’une moyenne sur

la séquence permet d’obtenir une image plus nette mais encore trés bruitée (figure 1.15b).
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(b)

FiG. 1.15 - (a) Image Léna bruitée SNR = 0.5 (b) Débruitage par une moyenne sur la séquence

La figure 1.16 atteste que le débruitage a partir d’un seule réalisation n’est pas suffisant pour
reconstruire tous les détails des images, entrainant la disparition de certains éléments du visage.

Notons que le résultat de VisuShrink est plus grossier que uwt _mean.

Fic. 1.16 — Débruitage de l'tmage Léna: (a) Résultat VisuShrink (b) Résultat wwt_mean

Les résultats des algorithmes [T, DIFF-Soft et MIFAN _ ERR-Hardsont globalement identiques
et reconstruisent une image nette, si 'on considére le niveau de dégradation de "image de départ,
et qui semble sans bruit (figure 1.17). Seuls ces deux algorithmes ont extrait I'information du
bruit. Toutefois il existe une légére différence entre les deux algorithmes itératifs en la faveur de
MFEAN _FRR, sur la netteté de I'image reconstruite, ce qui s’explique par ['utilisation d’un seuillage

"Hard”.
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() (b)
Fic. 1.17 — Débruitage de l'tmage Léna: (a) Résultat ITE DIFF (b) Résultat MEAN_ERR

La figure 1.18a présente une des occurrences de la séquence fabriquée a partir de 'image Bureau.
Si 'on étudie le résultat de uwt_ mean (figure 1.18b), on constate qu’un certain nombre de détails
comme les contours de I’écran sont dégradés, et que des éléments parasites apparaissent sur les

fenétres ou les montants des fenétres (le résultat de VisuShrink n’est pas présenté car il est inférieur).

() (b)
FiG. 1.18 — Image Bureau: (a) Bruitée (SNR = 0.5) (b) débruitée par uwt_mean

Les résultats de [TE_DIFF-Soft e¢ MEAN _ERR-Hard sont meilleurs (figure 1.19). Les détails
sont mieux extraits du bruit ce qui se traduit par une image plus nette sans éléments parasites,
avec, encore une fois, un léger avantage pour lalgorithme MFAN FRR-Hard.

Le tableau 1.2 présente un résumé des différentes moyennes sur 10 tests des mesures d’erreurs

de reconstruction des algorithmes. Ces mesures confirment I"impression visuelle: les algorithmes
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Fig. 1.19 — Débruitage de l'tmage Bureau: (a) Résultat ITE_DIFF (b) Résultat MEAN _ERR

itératifs ont les meilleurs résultats.

Chaise | Lena | Bureau
Bruit 60.45 | 76.26 | 56.46
Moyenne 27.43 | 35.70 21.8
VisuShrink-Hard | 15.31 | 28.16 28.2
uwt_mean-Hard | 12.04 | 24.18 | 24.2
ITE-DIFF 11.36 | 19.73 | 21.40
MFEAN-ERR 10.21 | 18.07 | 20.0

TaB. 1.2 — Débruitage par ondelettes de Symmlet SNR=2 (Image Lena N=512 L=5) (Image Objet
et Bureau N=256 L=/): Mesure RMS

1.4.3 Applications a des images cérébrales fonctionnelles par résonance magné-
tique (IRMY)

Depuis quelques années de nombreuses études sont publiées sur I'identification des zones fonc-
tionnelles du cerveau. Ce domaine a profité de I’essor de nouvelles techniques d’imagerie neurolo-
gique, notamment 'imagerie par résonnance magnétique fonctionnelle (IRMf) qui permet d’étudier
I’évolution de Pactivité cérébrale dans le temps. Cette technique non invasive fournit des images
tridimensionnelles, en exploitant les propriétés magnétiques de certains noyaux atomiques. Plus
précisément, 'IRM utilise le phénoméne de résonance magnétique nucléaire (RMN). En imagerie
cérébrale, on applique la résonance magnétique a ’hémoglobine, dont les propriétés magnétiques
different légérement selon que cette molécule est liée ou non a 'oxygéne. Lorsqu’il y a activation
d’une zone du cerveau, il y a un apport d’oxygéne dans le sang et donc augmentation d’oxyhémoglo-

bine. On accéde donc & I"activité cérébrale en réalisant des images ol est visualisé le contraste entre
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les régions riches en oxyhémoglobine (flux sanguin accru) et les régions au flux sanguin "normal”.

Une étude de Pactivité fonctionnelle du cerveau se décompose en trois parties :

— stimulation du cerveau,
— ”"photographie” de lactivité physiologique du cerveau,

— analyse des images afin de déterminer les zones d’activité du cerveau par rapport & une image

de référence au repos.

Les données analysées dans ce paragraphe correspondent & une séquence temporelle d’'images
alternant une activation du cerveau (provoquée par un mouvement des doigts) et une phase
de repos. Les images correspondant a la phase de repos représentent la base de référence, et
toutes variations importantes par rapport a cette "ligne de base” seront considérées comme

des zones activées.

Cependant les images IRMf se caractérisent par un rapport signal sur bruit trés faible, et il
est trés difficile d’extraire correctement les zones activées. D’autant plus que les images traitées
ont été acquises avec un appareil fonctionnant avec un faible champ de 0,5 Tesla, ce qui entraine
un niveau de bruit important. Durant notre DEA [13], nous avons étudié un certain nombre de
méthodes de débruitage par ondelettes permettant d’extraire les zones activées, notamment une
version "non finalisée” des algorithmes itératifs exposés dans ce chapitre. Nous présentons sur la
figure 1.20 une image IRMf originale (images acquises au CIMA, Centre d’imagerie Médical Avancé
de Compiégne), le résultat du débruitage non-décimé et le résultat de MEAN_FERR appliqué sur
les images ne correspondant pas a une activation. Nous ne présentons pas le résultat du débruitage
décimé car le résultat est nettement inférieur & uwt_mean [13], et seul le résultat de MEAN_ERR
est illustré pour les algorithmes itératifs: il est en effet le mieux adapté puisque le signal fluctue
au cours des acquisitions du fait de Dactivité biologique. Les algorithmes sont appliqués avec une
décomposition en 5 échelles avec les ondelettes Symmlet et un modéle de bruit corrélé (estimation du
niveau de bruit & chaque échelle). Etant donné la problématique, Ces images, présentées sur la figure
1.20, ne sont pas les plus significatives pour juger de la qualité du débruitage. Mais nous pouvons
déja remarquer, a partir du fond de I'image, que pour les deux méthodes le bruit est correctement
supprimé. Toutefois, si I’on étudie en détail la partie inférieure du cerveau, I’algorithme non-décimé
a tendance & faire disparaitre certains détails par rapport a la méthode itérative.

Afin de comparer correctement le résultat de ces algorithmes, nous estimons les zones d’activation
en faisant une simple différence entre les images débruitées correspondant a des activations, et celles
correspondant a des périodes de repos. Les résultats sont présentés sur la figure 1.21. On constate,
tout d’abord, que la détection des zones activées a partir des images originales est impossible :
seules les zones correspondant & ’os du crane apparaissent, a cause des mouvements du patient. La
méthode non-décimée n’apporte que peu d’améliorations. Simplement le fond de 'image "différence”
est plus net. Le résultat de ’algorithme itératif est lui satisfaisant si ’on prend en compte le faible
niveau du champ magnétique de "appareil de mesure. Les deux zones d’activation, indiquées sur la
figure par deux fléches, sont mises en évidence. Puisque le traitement se fait sur toute la séquence,
il est logique que le mouvement du patient apparaisse d’une facon plus importante, mais il reste, en

énergie, inférieur dans I'image de différence a 'activation cérébrale.
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Fic. 1.20 — Débruitage d’une image IRMf: (a) Image originale (b) Débruitée par uwt_mean (c)
Débruitée par MEAN ERR
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F1G. 1.21 — Détection des zones d’activation a partir de: (a) Image originale (b) Débruitée par
uwt_mean (c) Débruitée par MEAN_ERR
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Cette simple illustration montre la potentialité des algorithmes itératifs dans des problémes
complexes. Nous avons comme perspective de tester ces méthodes avec des appareils de mesures
plus performants ayant un champ de 1.5 Tesla, en collaboration avec le service de radiologie (P.
Vaudermareq) du CHU de Poitiers.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de faire un bref rappel sur la décomposition en ondelettes,
telle qu’elle est généralement utilisée dans la littérature, ainsi que son extension non-décimée qui,
présentant moins de contraintes sur les filtres, autorise de nouvelles représentations, comme nous
allons le voir dans le chapitre suivant.

Le rappel des techniques de débruitage proposées dans la littérature a permis de mettre en
évidence certaines propriétés de la décomposition en ondelettes. Nous avons formalisé la technique
que nous avions proposée en DEA appelée uwt mean. Elle utilise une décomposition en ondelettes
non-décimée avec des filtres miroirs en quadrature, et un seuillage adapté a ce type de décomposition.
(Grace a une moyenne sur les phases, cette méthode est plus performante que les algorithmes congus
dans le cadre d’une décomposition décimée. Elle s’inscrit dans le cadre introduit par Coifman et
Donoho avec I’algorithme TI denoising pour le bruit blanc, mais avec une généralisation au bruit
corrélé et a la dimension 2. wwt_mean s’intégrera par la suite dans diverses problématiques (par
exemple I'estimation du spectre dans le chapitre 3) pour lesquelles nous avons besoin d’estimer des
données 1D et 2D corrompues par un bruit additif.

Nous avons ensuite introduit deux méthodes itératives permettant de traiter différentes copies
d’un signal. En effet, lorsque le niveau de bruit est trop important, le traitement d’une seule ac-
quisition n’est pas suffisant et plusieurs réalisations sont nécessaires. Ces deux méthodes utilisent
itérativement une décomposition en ondelettes non-décimée de la différence entre la fonction re-
construite et les acquisitions suivantes. Ces méthodes permettent, pour un nombre limité de tirages,
d’extraire de I'information noyée dans du bruit. De plus, une de ces méthodes permet de prendre
en compte les fluctuations de 'information au cours des différentes réalisations. Nous avons men-
tionné et illustré un critére permettant d’évaluer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une
solution stable.

Ces algorithmes ont été testés avec succés & des problémes concrets comme le débruitage d’IRMf
ou de signaux biomédicaux [21].

Du fait de leurs formulations générales, tous les algorithmes présentés dans ce chapitre peuvent
évoluer facilement en prenant en compte les progrés issus du monde des ondelettes en intégrant, par
exemple, de nouvelles fonctions de seuillage, une décomposition en paquets d’ondelettes non-décimée
ou d’autres techniques & venir.

Nous allons étudier dans le chapitre suivant une représentation particuliére utilisant les propriétés

des décompositions non-décimées : les maxima d’ondelettes.
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Chapitre 2

Décomposition en maxima d’ondelettes:

débruitage et segmentation

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit le schéma général d’analyse en ondelettes dis-
crétes. Nous allons étudier, dans ce chapitre, une représentation particuliére proposée récemment
par Mallat et Zhong appelée "représentation en maxima d’ondelettes” [70]. Cette décomposition ba-
sée sur 'algorithme de décomposition en ondelettes non-décimée (paragraphe 1.2.1) permet I’étude
des dérivées d’une fonction discréte a différentes échelles. Dans un premier temps, nous rappelons
le principe de l'algorithme de projection en maxima d’ondelettes, les propriétés de propagation de
ces maxima & travers les échelles, ainsi que ’algorithme de reconstruction.

Ensuite, nous présentons une méthode de segmentation de signaux basée sur le chainage des
maxima a travers les échelles. Nous évaluons les résultats de cet algorithme sur des signaux de
radiocommunication, ainsi que sur des signaux d’enregistrement audio et de mouvements de lévres,
signaux annexes a l’enregistrement encéphalographique (EEG).

Enfin, nous proposons un algorithme de débruitage d’images basé sur le postulat de la stabilité de
I’angle de la dérivée multiéchelles pour les maxima associés & un contour significatif. Cette méthode

sera appliquée sur des images de test ainsi que sur des images d’angiographie coronarienne.

2.2 Représentation en maxima d’ondelettes

2.2.1 Principe

On peut construire une ondelette définie comme la p**™¢ dérivée d’une fonction. En particulier,
si la fonction d’ondelette est la dérivée premiére de la fonction de lissage, les extrema locaux de
la transformée en ondelettes correspondent aux discontinuités du signal a différentes échelles. De
méme, si ondelette est définie comme la dérivée seconde de la fonction de lissage, ce sont les passage
par 0 qui correspondent aux discontinuités.

Soit une fonction d’échelle ¢ (x) qui satisfait les propriétés indiquées dans le paragraphe 1.2.1

que nous rappelons
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+ oo

limg_t00¢ () =0 et / ¢ (z) 0z = 1.

— 00

En imposant que ¢ (z) soit différentiable, on introduit la fonction d’ondelette ! (z) comme la

dérivée premiére de ¢ (z)

oz
Nous rappelons que la fonction 1 est considérée comme une ondelette si fj’;o Pl (z) dz = 0.
D’aprés ’équation (1.3) du chapitre 1, pour toutes fonctions f(z) € L? (R), la transformée en

ondelettes, a I’échelle s, a comme composante

d' (x) = f(z) x5 ()

De la linéarité de la convolution et de la dérivation, on vérifie que

B (@) = 52 (6,4 ) (2) 2.1)

L’équation (2.1) indique que la transformée en ondelettes du signal & I’échelle s est équivalente
a la dérivée de la fonction f(z) lissée par ¢s(2). Un maximum dans la transformée en ondelettes
correspond a un point d’inflexion de la courbe ¢, * f.

Afin de réduire la redondance d’information, I’échelle s varie seulement dans une séquence dya-
dique {21}162.

On retrouve les techniques développées dans le cadre de la vision informatique. Par exemple,
Canny [10] propose I'utilisation de la dérivée premiére d’une gaussienne, ’écart type de la gaussienne
jouant le role de paramétre d’échelle.

Mallat et Zhong [70] montrent que les minima locaux, et donc certains des passages par zéro
de la dérivée seconde, ne correspondent pas a d’importantes variations du signal, mais a un point
d’inflexion de la fonction. En revanche, les maxima locaux sont associés aux discontinuités du signal

observées & différentes échelles. Notre étude va donc se concentrer sur la dérivée premiére.

2.2.2 Deéfinition des fonctions analysantes

Il est clair, d’aprés la section précédente, que pour avoir une représentation multiéchelles des
dérivées a partir des maxima d’ondelettes, I'ondelette doit étre la dérivée premiére de la fonction
d’échelle. Afin d’avoir une représentation invariante par translation, la transformeée se calcule avec
un banc de filtres non-décimé. Nous avons abordé dans le chapitre 1 la décomposition en ondelettes
non-décimée, nous rappelons ici ses éléments principaux. Aux deux fonctions ¢ et @ sont associés
deux filtres : un filtre passe-bas H et un filtre passe-haut . Lors d’une décomposition non-décimée
les filtres associés doivent étre dilatés entre chaque échelle. La transformée en ondelettes discrétes
d’un signal f(z) € I?(Z) aléchelle [ est calculée par la convolution avec les filtres () et ¢() suivant
I’équation (1.9) du chapitre 1. Pour obtenir une reconstruction parfaite, il est nécessaire et suffisant
de définir un groupe de filtres de synthése ) et P qui vérifie la condition de reconstruction parfaite
[101]. Nous avons introduit cette propriété de la transformée non-décimée dans I’équation (1.7) pour

le cas particulier ot les filtres de décomposition et reconstruction étaient identiques)
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H(w)P(w) + G(w)Q(w) = 1. (2.2)

Dans ce cas la transformée inverse se calcule de la fagon suivante
1
== (V2D p"V k-2 W V2Y I [k -2 "
€Lk = 5 V2 a P nl et + V2 2 A nj w1,

L’implémentation numérique de la décomposition et de la reconstruction se fait par un banc de
filtres octave bande non-décimé [70].

Mallat et Zhong [101] ont fabriqué une famille d’ondelettes qui posséde les propriétés désirées
pour une représentation multiéchelles des bords. Ces fonctions d’ondelettes et d’échelles sont des

éléments de la famille des splines:

~ sin(w/Q))n ~ , (sin(w/Q))n
w)=|—-— et Y(w)=1(w/2) | ——————=] . 2.3
) = () et b = it/ (L (23)

Afin d’évaluer la "qualité” d’une représentation générée par une fonction d’ondelettes, Daubechies
a introduit la notion de "frame ratio” [35]. Suivant le choix de %, une transformée en ondelettes peut
étre une représentation compléte et numériquement stable, c¢’est-a-dire qu’il existe deux constantes,
A >0, B <0 telles que, pour tout f € L? (R),

AFIE < e FIP < BII

lez

Si les fonctions 1) choisies vérifient cette condition, alors la famille d’ondelettes constitue une
"frame” dans L?, avec B/A le "frame ratio”[35]. Plus B/A est proche de 1, et plus la représentation
est stable. Quand B/A est égal & 1, nous avons une décomposition orthogonale.

Nous pouvons, & partir de ce paramétre B/A "évaluer” les fonctions définies par I’équation (2.3).
Si n = 2, ¢ est une ondelette de Haar correspondant & un frame ratio égal a 1 (i.e. décomposition
orthogonale), mais 1 est discontinue. Plus I'ordre n est grand, plus les fonctions d’échelles et d’on-
delettes sont réguliéres mais avec un support temporel qui s’élargit et un frame ratio qui s’écarte de
1. Dans la majorité des applications utilisant les maxima d’ondelettes ([66], [101], [23]) on préfére

utiliser une spline quadratique (n = 4), qui correspond aux filtres suivants :

H(w) = cos(u/2)explin/2)

Gw) = isin(w/2)exp(in/2)

Plw) = H(w)

Q) = 2.4)

Dans ce cas, le frame ratio est égal a 3. Ces fonctions sont présentées sur la figure 2.1. Elles
correspondent a un compromis entre la régularité des fonctions analysantes et une représentation

peu redondante.
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F1G. 2.1 — Fonctions d’échelle et d’ondelette de la famille des splines (n = 4)

2.2.3 Maxima d’ondelettes

A partir des fonctions analysantes définies ci-dessus, une représentation en maxima d’ondelettes
est construite. Pour une décomposition en ondelettes sur L échelles, Mallat et Zhong [70] définissent

cette représentation par ’ensemble :

{eL, [Al]lglgL} avec A; = {(xj, wll@,]) pour Vz; tel que ‘wl{x] soit un maximum local} .

Concrétement, la représentation en maxima d’ondelettes contient les positions et les valeurs des
coeflicients w] & chaque échelle lorsque ‘wllk‘atteint un maximum local, plus la derniére trame.
La figure 2.2 offre un exemple de représentation d’un signal par maxima d’ondelettes. Le signal

de test, que nous appellerons par la suite signal Mallat, est celui utilisé dans les articles de Mallat

et al.
Bbete
A ) — | I
W, b A \| ] V .
W3 T A Y A VA JT i
Wo v I ”
Wy vy I

a a0 100 150 200 250 300
Temps
Fia. 2.2 — Signal de test et sa représentation en maxima d’ondelettes

2.2.4 Reconstruction du signal 4 partir des maxima d’ondelettes

David Marr a proposé la conjecture suivante : un signal est complétement caractérisé par la re-

présentation multiéchelles de ses bords. Un signal peut étre reconstruit & partir de sa représentation
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en coefficients d’ondelettes par transformation inverse. La question est de savoir comment recons-
truire le signal simplement & partir des maxima d’ondelettes, ou bords multiéchelles. Ce probléme

se caractérise par trois interrogations :

— Existence de la solution?
— Unicité de la solution?

— Stabilité de I'algorithme de reconstruction?

Pour des données expérimentales, Mallat et Zhong ont proposé une conjecture répondant par
Iaffirmatif & ces trois questions dans le cadre des maxima d’ondelettes. Par la suite, un certain
nombre de contre-exemples ont été construits par Meyer ne vérifiant pas 'unicité de la solution [74].
Mais, comme il I'indique lui-méme, ces contre-exemples sont définis mathématiquement, et pour des
données réelles numériques, la représentation par maxima d’ondelettes est stable.

Divers algorithmes de reconstruction a partir des maxima d’ondelettes sont proposés dans la
littérature [12], [65]. Nous utiliserons 'algorithme de Mallat et Zhong [70] qui a la propriété d’étre
numériquement stable et de reconstruire un signal proche de 'original. Cet algorithme est celui
généralement utilisé dans des applications utilisant les maxima d’ondelettes. Nous en présentons
briévement le principe.

Pour reconstruire le signal, deux sous-espaces sont définis :

L. L’espace I' est composé des fonctions { fi[z]};c; qui ont des maxima identiques & [A;]; .

2. L’espace V' est composé des fonctions {fi[z]},.,, élément de I'espace des décompositions en

ondelettes, c’est-a-dire que { fi[z]};c; = Wow {Nlx]}ez

La solution de la reconstruction va étre 'intersection de ces deux espaces ' V. Afin de calculer
cette intersection, Mallat et Zhong ont proposé un algorithme utilisant des projections alternées,
développé a l'origine par Youla et Webb [99]. On note Pr I'opérateur de projection orthogonale sur
I’ et Py 'opérateur de projection orthogonale sur V. La réalisation de Py est trés simple, car elle est
définie par Py = W o W_l. (C’est une reconstruction suivie d’une transformée en ondelettes. Fr est
définie avec plus de difficulté car I n’est pas convexe. Mallat et Zhong proposent une approximation
de cet opérateur que nous ne développerons pas dans ce mémoire, nous renvoyons a l'article de
référence [70].

La reconstruction du signal a partir des maxima d’ondelettes est alors obtenue par I'utilisation
de Py et de Pr alternativement: f =~ ..... oPyoProPyolPr[Alecy,

2.2.5 Extension a I’image

Nous pouvons étendre au 2D la notion de gradient multiéchelles et de représentation en maxima
d’ondelettes, présentée ci-dessus [70].
Ainsi, pour une image, on introduit deux fonctions d’ondelettes ¢! (z,y) et ¥ (z,y) comme les

dérivées premiéres partielles de ¢ (z,y):

U (2, y) = Léﬁ’ D) ot g2 (@, y) = ng ),
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Pour toutes fonctions f(x,y) € L?(R?), la transformée en ondelettes, a I’échelle s, a deux

composantes :

d21($,y) =[x ¢51($79) et d22($,y) =/ *¢Z($7y)

De la linéarité de la convolution et de la dérivation, on vérifie que

[dgl(x,y)]:Sla%((bs*f)(%y)]‘ (2.5)

d3*(z,y) L (¢s ) (2,)
L’équation (2.5) indique que la transformée en ondelettes de I'image, & I’échelle s, est équivalente

au gradient de la fonction f(z,y) lissée par la fonction ¢,(z,y). Comme dans le cas du gradient
monoéchelle, un maximum dans la transformée en ondelettes correspond & un point d’inflexion de
la courbe ¢, * f.

La transformée en ondelettes ainsi définie se calcule, comme en 1D, avec un banc de filtres non-
décimé 2D. La transformée en ondelettes discrétes d’une image f[z,y] € [2(Z?) a I’échelle 2! est

calculée par la convolution avec les filtres h' et ¢' de la facon suivante:

€l4+1 = (hl,hl) * €]
wi = (g',1) xe
+1 — g, l
2 _ l
Wiy = (1,g) * €]
avec w}, | dérivée selon z et w7, dérivée selon y,

et (hi, hy) filtrage par hy selon z et par hy selon y.

Pour obtenir une reconstruction parfaite, il est nécessaire et suffisant qu’il existe un groupe de

filtres de synthése @), P et Z qui vérifie la condition de reconstruction parfaite [101] :
H (wg) H (wy) P(wg) P(wy) + G (we) Z(wy)Q(wz) + Gwy) Z (w,)Qwy) = 1.
Dans ce cas, la transformée inverse se calcule de la facon suivante:
€l-1 = (plvpl) * e+ (917 Zl) * u)l1 + (Zl7 ql) * w12

Afin de définir la notion de maximum local en dimension 2, nous effectuons un changement de

repére par:
1)2 2)2
pr=Vagll = v/ (wp)” + (wf)

et,

w2
0; = arg (Vig) = arctan | —
W

En reprenant le formalisme de Canny [10], les maxima, ou bords, & ’échelle [, vont étre les
points maxima locaux de la norme p; dans la direction ;. L’ensemble ainsi défini est noté A; et va

constituer la représentation en maxima d’ondelettes d’une image [101].
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Suivant le méme principe que pour un signal, Mallat et Zhong ont proposé un algorithme itératif
de reconstruction d’une image a partir des maxima [70].

Les fonctions d’ondelettes et d’échelles utilisées pour la décomposition multiéchelles 2D sont aussi
éléments de la famille des splines [101]. Les filtres associés a ces fonctions d’ondelettes et d’échelles

sont donnés par :

H(w) = cos(w/2)%exp(iw/2),

G(w) = isin(w/2)exp(iw/2),

P(w) = H(w),

Q) = ot

Z(w) = w. (2.6)

2.2.6 Propagation des maxima

Les maxima vont suivre une évolution & travers les échelles qui est régie par certaines régles
et qui permet de mesurer localement la régularité d’une fonction. Nous rappelons les propriétés
de propagation des maxima a travers les échelles. Au préalable, nous indiquons la définition de la

régularité de Lipschitz.

Définition 1 Soit « € [0, 1], une fonction g(x) est uniformément Lipschitz o sur un intervalle [a, b]

st et seulement si il existe une constante K telle que pour tout xg,x; € [a, b]

|f(z0) — f(21)] < K |zg — 24"

La valeur de Lipschitz mesure la différentiabilité et la régularité d’une fonction dans un voisinage
proche. Plus « est grand, plus la fonction est réguliére. Mallat a montré comment la régularité
de Lipschitz peut étre mesurée par ’évolution de la valeur absolue des coeflicients d’ondelettes a

travers les échelles [69].

Théoréme 1 Une fonction f(x) € L*(R) est uniformément o Lipschitz sur [a,b] si et seulement si

il existe une constante K > 0 telle que pour tout x € [a,b], la transformée en ondelettes vérifie :

(@) < Ks” (2.7)

Dans un premier temps, nous remarquons que le théoréme précédent indique que I’évolution des
maxima va nous permettre de détecter des singularités. Mallat et Hwang ’ont exprimé a travers le
théoréme suivant qui prouve que si la transformée en ondelettes de f n’a pas de maxima aux fines
échelles, alors f est localement réguliére.

Théoréme 2 On suppose que i € C™ avec un support compact, et 1 = (—1)”%(96) avec fj’;o o(z)de #
0. Soit f € L'[a,b]. Si il existe so > 0 tel que |c2'(x)| n'a pas de mazimum pour x € [a,b] et s < sq,

alors f est uniformément Lipschitz n sur [a 4+ £,b — €], pour tout € > 0.
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Cela implique que f peut étre singuliére a un point v si et seulement si il existe une séquence de
maxima d’ondelettes (2,,5,),cn qui converge vers v aux fines échelles :

lim z,=vet lim s,=0
n——+oo n——+oo

Nous utiliserons cette propriété pour la segmentation de signaux.

D’autre part, on remarque que la connaissance des constantes K et «, nous permet a partir
de I’équation (2.7), d’estimer la régularité Lipschitz d’une singularité, et implicitement I"amplitude
de la transformée en ondelettes & chaque échelle pour les différentes singularités. En utilisant la
transformée en ondelettes sur une grille dyadique et la représentation par maxima, ’équation (2.7)

s’écrit, pour les différentes singularités x,, [23],

wy = Kn(2)*, 1= 1...L, (2.8)

ott {wyx},, est la transformée en ondelettes du signal f & Iéchelle I, 2! est la position du
maximum local a I’échelle [ correspondant a la niéme singularité, «,, est la régularité de Lipschitz
de la fonction f en ce point singulier et K, est une constante non-nulle.

Ces résultats se généralisent a la dimension deux, en étudiant la norme des dérivées partielles. Sur

une grille dyadique, la relation est la suivante pour les différentes singularités de position (2, y,) :

pilal oyl = K,(2ho, 1= 1...L (2.9)

2.3 Segmentation de signaux 1D par maxima d’ondelettes

Le débruitage a constitué I'un des premiers domaines d’applications des maxima d’ondelettes.
Dans ce cadre, on tente de ne conserver que les coefficients qui correspondent & I'information, et
d’éliminer ceux créés par le bruit. Du fait des propriétés de propagation des maxima, c’est tout
naturellement que récemment, quelques algorithmes de débruitage basés sur la représentation en
maxima sont apparus dans la littérature. Il existe principalement deux méthodes, qui utilisent des
modes opératoires trés proches.

Le premier algorithme proposé fut celui de Mallat et Hwang [69], qui étudie I’évolution des
maxima d’ondelettes & travers les échelles. L’algorithme de Mallat repose sur le principe que tout
maximum lié au bruit ne va pas diffuser dans toutes les échelles. En revanche, les principales discon-
tinuités sont encore présentes a des échelles grossiéres. Mallat et Hwang suggérent donc de suivre
I’évolution des maxima dans les échelles et de supprimer ceux qui ne se diffusent pas au-dela d’une
échelle "seuil”.

Le second algorithme de débruitage a été proposé par Lu [66] et ne différe de celui de Mallat que
par la méthodologie d’association des maxima d’ondelettes a travers les échelles.

En revanche, & notre connaissance, aucun algorithme de segmentation de signaux basé sur les
maxima d’ondelettes, utilisant des échelles dyadiques et le principe de diffusion des maxima, n’a
été proposé dans la littérature. Or, lorsqu’un algorithme de débruitage sélectionne les maxima qui
se propagent aux échelles les plus grossiéres, il extrait les principales discontinuités, ainsi que leurs
coordonnées. Aussi le principe proposé dans le cadre d’applications de débruitage peut étre utilisé

pour des problématiques de segmentation.
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Toutefois, I’'un des points faibles des méthodes basées sur le gradient multiéchelles reste la pro-
cédure de chainage des maxima a travers les échelles, car la décomposition est dyadique et la
représentation associée n’est pas dense. Nous nous proposons de définir une méthode de chainage
robuste qui nous permettra d’extraire les principales discontinuités, et de ce fait, de segmenter un

signal.

2.3.1 Recalage des maxima

Les filtres proposés par Mallat et al pour calculer la décomposition en gradient multiéchelles
(équation (2.4)) ont une phase linéaire. Ils ne vont donc pas translater le signal. Toutefois, ils
possédent un nombre pair de coeflicients : lors du calcul numérique de la convolution entre le signal
et I'un des filtres, le résultat de 'opération Y, s[k]h[n — k] ne peut pas étre stocké & une position
centrale, et cela provoque un décalage. Cette particularité n’est pas remarquable lors du calcul
des premiéres échelles, car les filtres sont de tailles raisonnables. En revanche, pour les échelles
plus grossiéres, les filtres sont dilatés et le décalage vers la gauche (suivant la définition (2.4))
devient trés important. Nous allons, a partir d’'un exemple (une fonction gaussienne), proposer
une simple modification des filtres, afin d’obtenir une représentation dyadique qui présente un
comportement similaire & la transformée continue. Un signal suivant une fonction gaussienne a
deux points d’inflexion ayant un signe opposé et une position symétrique par rapport au centre.

Nous calculons la transformée en ondelettes continue de ce signal. Pour cela, nous utilisons une
ondelette définie comme la dérivée seconde d’une gaussienne (connue sous le nom de "chapeau
mexicain”). Les points d’inflexion correspondent aux changements de signe dans la décomposition.
Cette décomposition est illustrée sur la figure 2.3a. La figure 2.3b indique les signes des coefficients
et met en évidence le comportement des deux points d’inflexion & travers les échelles. Ils suivent les
frontiéres entre la zone noire (coefficients de signe négatif) et la zone blanche (coefficients de signe
positif). Ces deux points caractéristiques restent & une position constante pour les échelles fines,

puis ils s’écartent du centre symétriquement.

log2(1/1)

FiG. 2.3 — Décomposition en ondelettes continue avec 'ondelette “chapeau mezicain”: (a) Scalo-

gramme (b) Signe des coefficients

Nous désirons que la transformée dyadique s’apparente a une discrétisation de la représentation
continue. Si nous reprenons la définition des filtres dans le cadre de la décomposition en maxima
d’ondelettes, nous remarquons que les deux filtres sont définis suivant le méme formalisme : le résul-

tat du produit de convolution est placé & gauche du centre du filtre. Cette particularité est logique
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puisque les filtres sont liés entre eux par la relation (2.2) mais elle va introduire un décalage dans la
position des maxima. Nous présentons sur la figure 2.4, la décomposition en maxima d’ondelettes du
signal Gauss, ainsi que les différentes versions intermédiaires du signal lissé. Nous remarquons que
les maxima se décalent vers la gauche au fur et & mesure que I'indice d’échelle augmente. Si nous
comparons ce comportement a la représentation continue, nous constatons que cette translation des
points d’inflexion n’est pas une conséquence de la forme du signal, mais bien des filtres. Ceci se
confirme avec ’étude de la version lissée du signal a différentes échelles (figure 2.4b) : le maximum

de la courbe se décale lui aussi vers la gauche.
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(a) (b)

F1G. 2.4 — Décomposition en gradient multiéchelles du signal Gauss : (a) Représentation en mazrima
d’ondelettes (b) Version lissée a différentes échelles (le nombre indique la position du mazimum de

la courbe)

Les deux filtres d’analyse ont un comportement identique : ils décalent le signal vers la gauche.
Cette caractéristique peut étre prise en compte lors de I"algorithme de chainage, mais afin d’obtenir
une représentation qui soit la version discrétisée de la transformée continue, nous proposons de
modifier la définition d’un des deux filtres d’analyse, pour que leurs actions se compensent. Par

exemple, le filtre dérivateur GG est transformé par:

G(w) = isin(w/2)exp(—iw/2), (2.10)
G[z] = %2_1—%.

Dans ce cas, la représentation en maxima d’ondelettes du signal Gauss approxime correctement
la transformée continue, comme nous pouvons le vérifier sur la figure 2.5.

Nous utiliserons donc le filtre dérivateur tel qu’il est défini par I’équation (2.10). Toutefois, nous
constatons que les positions des maxima correspondant & un méme point d’inflexion subissent encore
une translation due & la forme de la courbe. Il nous faut donc définir un algorithme de chainage

permettant de construire les lignes de maxima a travers les échelles.

2.3.2 Algorithme de chainage

La diffusion des maxima a travers les échelles a été abondamment étudiée dans le cas de ’espace

temps-échelle gaussien. Cet espace peut s’apparenter a une transformation en ondelettes continue

42



Chapitre 2 ... .
P Décomposition en maxima d’ondelettes

Echelle

0

0 50 100 150 200 250 300
t

Fic. 2.5 — Décomposition en gradient multiéchelles du signal Gauss avec le filtre dérivateur modifié

avec pour ondelette la dérivée premiére d’une gaussienne. Avec la décomposition dyadique se pose le
probléme de I’étiquetage des maxima : comment savoir si deux maxima pris a deux échelles différentes
correspondent & la méme discontinuité? Pour une transformée continue la redondance d’information
permet un suivi simple des maxima. Dans le cas dyadique, le probléme est plus complexe. Nous
avons vu dans le paragraphe précédent que la position des maxima correspondant & une méme
discontinuité peut se modifier d’une facon importante.

Afin d’associer a travers les échelles, les maxima qui correspondent aux mémes discontinuités,
nous proposons deux méthodes différentes qui seront appliquées en paralléle afin d’augmenter la
robustesse du résultat.

Pour simplifier les équations, nous définissons M]l le j4¢ maximum présent & ’échelle /.

M]l = (xj,wll%) tel que (xj,wll%) € A

Nous notons

et nous définissons les opérations pére (M]l) et fils (M]l) qui permettent, respectivement, de sym-

boliser les maxima pére et fils de M]l

2.3.2.1 Méthodologie commune

Nous utilisons une stratégie "coarse to fine” : 'algorithme de chainage débute a I’échelle la plus
grossiére, et pour chacun des maxima, nous recherchons sur I’échelle inférieure le maximum fils
qui correspond a la méme discontinuité. Cette procédure est répétée sur les différentes échelles,
permettant ainsi, de proche en proche, de construire les lignes de maxima.

Toutefois, le nombre de candidats, présents sur I’échelle inférieure, et pouvant étre associés, peut
étre important. D’autant plus que le nombre de maxima diminue lorsque ’échelle augmente. Il
faut donc définir un critére mesurant le degré de similarité entre deux maxima pour deux échelles
successives. Nous noterons O cette mesure de correspondance entre deux maxima a deux échelles

successives. Le maximum étiqueté comme “fils” est celui qui maximise la mesure ©. Formellement,

-1
ﬁlS(M]l) = MaX =1 .card(4;_1) © (M]l7 M]/ ) ’

avec card(A;_1) cardinal de I’ensemble A4;_;.
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Quelques restrictions sont & apporter sur la relation précédente. Tout d’abord, la recherche du
meilleur fils ne va pas s’effectuer sur la totalité des maxima de I’échelle [ — 1, car la modification de
la position entre deux échelles successives est bornée. Un support temporel d’étude est donc défini,
de taille proportionnelle a I’échelle étudiée, et positionné selon la coordonnée du pére. Cet intervalle
est noté Byi.

Ensuite, ]Comme le suggére Mallat [69], deux maxima ne sont liés que s’ils présentent un signe
identique (ils doivent correspondre & un sens de pente identique).

A partir de ces deux précisions, nous définissons un ensemble de maxima, appartenant a ’échelle

inférieure, qui sont susceptibles d’étre associés au maximum étudié. Cet ensemble est noté candidat;; :
J

) M pour j' = 1..card(Ai_y) tel que
candidat,; = T . I -1
; sign(M; ") = sign(M;) et pos(M;; ") € BMJZ

Nous cherchons a construire a travers les échelles, les lignes de maxima qui correspondent aux
mémes discontinuités, donc, 4 un maximum, ne doit étre associé au plus qu’un seul autre maximum.
Il en résulte qu’a chaque fois qu’un maximum est retenu comme "fils”, il est retiré de la liste des
maxima susceptibles d’étre élément d’une ligne. L’ordre d’étude des péres de ’échelle [ va alors étre
prépondérant sur les lignes ainsi construites. C’est pourquoi, les maxima sont étudiés selon un ordre
décroissant fixé par leur norme.

En résumé, algorithme de chainage va se décliner de la fagon suivante :

Pour [ variant de L 2,
Tri par ordre dcroissant de A;
Pour j variant de 1 card(A;)
N I -1
fils(M}) = max C] (1\4]47 M )
(CandidatMJl )

Marquer ﬁls(M]l) afin qu’il ne puisse plus tre slectionn

Nous allons maintenant étudier les deux mesures © que nous proposons.

2.3.2.2 0O;: Choix par "amplitude

Dans cette méthode, nous sélectionnons parmi les candidats, le maximum qui posséde la norme

la plus grande. La mesure ©; est définie par
l -1\ _ -1
O1 (M}, M) = [ampl(M)71)].

Le succés de cette mesure nécessite tout d’abord une étude des maxima a I’échelle [ selon un ordre
décroissant fixé par leur norme. Ceci afin que les plus grands maxima de ’échelle [ soient chainés avec
les plus grands de I’échelle inférieure. C’est ce que nous proposons dans la méthodologie commune.

Ensuite, il faut que le support B,;; soit correctement défini. Nous pouvons calculer la zone
d’influence des filtres afin de déterminerj BM]z. La zone d’influence des filtres est le support temporel
de Popérateur permettant de "passer” de I'échelle [ — 1 a I’échelle [. Cette zone est définie par le

support temporel de (g * h % ¢) (g, h et ¢ étant les filtres définis pour I’analyse et la reconstruction du
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gradient multiéchelles). Notons que Lu [64] utilise 'opérateur (g * h * ¢) afin de chainer les maxima.
Toutefois, étant donné que la mesure de similarité ne prend pas en compte la position des différents
fils, le support BMJZ doit étre affiné selon certaines contraintes. Pour cela, nous posons I’hypothése

suivante :

Proposition 3 Soit ﬁlsT(M]l) le mazzmum de Uéchelle | — 1 correspondant a la méme discontinuité
que le maximum Etudié M]l (nous notons fils" avec T pour théorique car nous ne connaissons pas
. . . . .9
par avance ce mazimum). Autour de chaque maximum, il existe une zone ot 5- (¢1—1 * f) est de
signe constant. Nous notons gradpyss. cette zone correspondant au mazximum M. Alors nous posons

77
Uhypothése que

!
pos (M]) € gmdﬁlsT(MJl)'

Bien évidemment, cette hypothése suppose I'utilisation de filtres qui ne provoquent pas de trans-
lation. Ensuite, étant donné qu’un changement de signe de la dérivée correspond & la modification du
sens de la pente de la courbe, il semble raisonnable de supposer que la position d’un maximum de la

. . ~ . . . 2] _
fonction agﬁl est incluse dans la zone de méme signe entourant le maximum de la fonction %

correspondant au méme point d’inflexion (la translation n’est due qu’a la forme de la courbe).
Puisque nous utilisons une représentation en maxima d’ondelettes, nous allons délimiter la zone

B selon les changements de signe des maxima & 1’échelle [ — 1. Formellement B, est défini par
J J

BMJZ = ]wdebvxfin[v
. I-1 . !
| sien(Ml7") # sign(a)
avec Tqep = max | pos (M;,,l)/ (Ml]_l) (ZWJI ;
J pos i < pos j
sign(M; T sign(M!
o = e (pon () § D TR
J pos i > pos j

2.3.2.3 O3 : Choix amplitude/position

Nous proposons dans cette méthode une mesure de similarité qui prenne en compte a la fois 'am-
plitude et la position du maximum candidat. Nous estimons que la translation entre deux échelles
successives est minime. Nous définissons donc une fonction de pondération A; qui désavantage les
maxima qui sont les plus éloignés de la position du pére. La fonction A; est indicée par une variable
[ car la définition de cette fonction dépend de I’échelle étudiée. En effet, la translation entre deux
échelles successives va augmenter lorsque 'on tend vers les échelles grossiéres. 1l faut donc que la
pondération diminue lorsque I'indice d’échelle augmente.

La mesure de similarité va étre définie par :
[ -1 -1 -1 l
0, (Mj,Mj, ) = ‘ampl(Mj, )‘ * Ay (pos (Mj, ) — pos (M])) .
La fonction A; doit vérifier les conditions suivantes:

Ay(z) > 0 pour Vz,
Ay(.) est paire et maximum pour z = 0,

Ay(.) est décroissante sur [0, 400 .
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Une telle fonction permet de privilégier les maxima qui sont proches de la position du pére.

Dans I’algorithme de décomposition discret, le passage de la fonction f#(y-1 vers f*(y s’effectue
a travers I’application d’un filtre passe-bas (associé a une fonction spline) [70]. Ainsi, deux maxima,
& deux échelles successives, correspondent aux points d’inflexion de deux courbes, dont I'une est la
version lissée par une spline de "autre. Nous proposons alors que la fonction A; soit une fonction
gaussienne (spline d’ordre infini) centrée en 0, et avec une variance o qui augmente lorsque ’on tend
vers les échelles grossiéres, puisque la fonction d’échelle est dilatée. Ceci permet aussi de prendre
en compte la translation plus importante dans les échelles grossiéres. Concrétement, la variance o
a la premiére échelle est définie en fonction du support des filtres, et ensuite elle croit d’un facteur

multiplicatif égal & 2 (dilatation dyadique).

2.3.2.4 Confrontation des deux votes

Nous avons défini deux mesures de similarité qui, dans la grande majorité des cas (environ 90%
des cas), sélectionnent le méme fils, pour un maximum donné. Néanmoins, dans certains cas, les fils
sélectionnés ne sont pas identiques. Dans ce cas, une méthode permettant de faire un choix entre les
deux votes doit étre appliquée. Cette confrontation va reposer sur les caractéristiques d’évolution des
maxima dans le plan temps-échelle. Ces propriétés sont indiquées pour une décomposition discréte
dans les mémoires de thése de Lu [64] et de Zhong [101]. Comme nous l'illustrons sur la figure 2.6,
les maxima vont se diffuser & travers les échelles selon une direction réguliére. 1l peut arriver que
pour certaines discontinuités, cette propriété ne soit pas vérifiée lors de la décomposition discréte,

mais globalement, elle modélise correctement la diffusion des maxima discrets.

Possible Impossible  x
Fic. 2.6 — Fvolution possible et impossible des maxima a travers les échelles

Ainsi lors de la confrontation des deux votes, le maximum retenu va étre celui qui respecte le
mieux la propriété de diffusion, c’est-ad-dire qui forme avec le maximum pére une ligne dont la
direction est en accord avec I’évolution de la chaine aux échelles plus grossiéres. Si nous notons
M\Jlfl et M\Jljl les deux fils sélectionnés par les mesures & et O, pour un maximum M]l, alors le

maximum chainé avec M ]l vérifie :

M\Cll_l tel que sign(Dpere) = sign(Daq), si sign(D;n) # sign(D;)

Dpére
aq

fils(M}) =

min g j» — |Dd|‘7 sinon

avec Dy = pos (Mcll_l) — pos (M]l) et Dpere = pos (M]l) — pos (pére(M]l)) .

46



Chapitre 2 ... .
P Décomposition en maxima d’ondelettes

Nous illustrons sur la figure 2.7 les différentes possibilités ainsi que les fils sélectionnés selon la
relation précédente. La premiére condition permet d’écarter un maximum qui provoque un change-
ment de direction de la ligne de maxima (figure 2.7a). La seconde condition correspond au cas ot
les deux maxima sont placés du méme coté par rapport au pére. Nous sélectionnons alors celui qui

s’inscrit le mieux dans la continuité de la ligne (figure 2.7b).

A
|
R D
= M,
=4 1h--------mmmmmmme et
7~ Maximum
| A (A} stlectioné
i -1y
MM
Temps Temps

F1G. 2.7 — Confrontation des deux votes; deux cas de figure: (a) les deux fils sont placés de part et

autre du pere (b) les deuz fils sont du méme coté du pére

Nous constatons qu’un facteur «; est introduit dans la deuxiéme condition. Ce facteur permet
de pondérer la distance mesurée entre le maximum M]l et son pére, et ainsi de prendre en compte
I’augmentation de la translation de la position des maxima lorsque ’on tend vers les échelles gros-
siéres. Il faut que ce facteur soit supérieur & 1. Nous prendrons ce facteur égal a la dilatation du
filtre, c’est-a-dire égal & 2.

Nous avons proposé une méthodologie permettant de chainer les maxima qui correspondent a
la méme discontinuité. Nous appliquons notre algorithme sur le signal de test Mallat. Les lignes
construites par notre algorithme sont présentées sur la figure 2.8. A titre de comparaison, la figure
2.9 illustre les lignes de maxima extraits de la transformée en ondelettes continue (d’aprés [68]). On
constate que les chaines créées par notre algorithme approximent correctement celles calculées dans

le cadre continu.

trame

Echelle
[

. . . . . )
0 50 100 150 200 250 200
Temps

Fic. 2.8 — Lignes de mazima extraites de la décomposition discréte
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F1G. 2.9 — Lignes de maxima extraites de la décomposition en ondelettes continue (extrait du livre

de S. Mallat [68])

Nous allons maintenant proposer une méthode, basée sur un seuillage des chaines, nous permet-
tant de sélectionner les lignes de maxima qui correspondent aux plus importantes discontinuités du

signal.

2.3.2.5 Seuillage et post-traitement

Selon le principe de propagation, I’évolution de "amplitude des maxima est régie par I'indice de
régularité de Lipschitz. Aussi, seules les lignes correspondant & d’'importantes discontinuités vont
se propager aux échelles les plus grossiéres. C’est pourquoi, afin de segmenter le signal, nous ne
conservons que les chaines qui se propagent jusqu’a une échelle L (fixée par 'application). Les
autres sont supprimées, ainsi que les maxima associés. Ensuite, afin d’extraire les coordonnées des
points de partition, il suffit d’appliquer la relation déja exposée lim;_.q pos (M]l) = z;,c’est-a-~dire
de collecter les coordonnées des maxima encore présents a 1’échelle la plus fine.

Il arrive quelquefois que certaines chaines ne se prolongent pas dans les échelles les plus fines. Ceci
est en contradiction avec le principe de diffusion des maxima, & savoir que chaque maximum doit
avoir un fils sur I’échelle inférieure qui correspond & la méme discontinuité [68]. Nous considérons
ce cas comme une erreur de ’algorithme de chainage. Un post-traitement est donc appliqué afin de
corriger ces erreurs.

En partant du principe que tout maximum présent & une échelle [y se prolonge dans les échelles
[ plus fines (tout [ tel que [ < [1), nous considérons que, si une chaine s’interrompt & ’échelle {5 4 1
(avec 1 < I3 < l1) c’est que le maximum, élément de I’échelle I3, qui devait étre associé a la ligne
interrompue a été par erreur rattaché & une autre chaine.

Setules les chaines correspondant a d’importantes discontinuités sont conservées aprés le seuillage.
En général, ces lignes principales présentent peu d’erreur de chainage (car les maxima associés ont
une amplitude importante). Nous allons donc rechercher les fils potentiels permettant de prolon-
ger les lignes interrompues parmi les maxima éliminés lors du seuillage. Nous appliquons alors la
procédure de chainage a partir de chaque maximum terminal qui n’est pas élément de I’échelle la
plus fine, et nous prenons comme ensemble de maxima "candidats”, ceux qui sont supprimés lors du
seuillage.

Une fois le seuillage et le post-traitement effectués, les points de segmentation sont définis comme
les coordonnées des maxima sur I’échelle la plus fine qui sont associés a des chaines. Si nous appli-
quons ce seuillage et ce post-traitement sur le signal d’exemple Mallat, nous constatons, & partir de

la figure 2.10, que toutes les discontinuités et singularités importantes sont détectées. Nous allons
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donc utiliser cet algorithme pour la segmentation de signaux réels.
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Fic. 2.10 — Lignes de maxima sélectionnées et points de coupure associés pour le signal Mallat

2.3.2.6 Remarque: ’algorithme de segmentation, une méthode pour débruiter

Comme nous I’avons dit lors de I'introduction, les méthodes basées sur les maxima d’ondelettes
ont eu comme premiére application le débruitage. Il est donc naturel d’imaginer que notre algo-
rithme de chainage, con¢u pour extraire les principales discontinuités, puisse étre utilisé dans des
problémes de restauration de données. Nous ne présenterons qu’un seul exemple synthétique a titre
d’illustration. Nous reprenons le signal construit par Mallat que nous avons présenté sur la figure
2.8. Nous construisons une version bruitée de ce signal en additionnant un bruit blanc gaussien (le
rapport signal sur bruit est de 6) (figure 2.11a). Lorsque 'on calcule les maxima correspondant a
cette version bruitée, un certain nombre de points d’inflexion "parasites” apparait. L’algorithme de

débruitage va donc consister a:
— chainer les différents maxima (figure 2.11a),
— supprimer les maxima qui ne se propagent pas aux échelles supérieures (figure 2.11b),
— reconstruire a partir des maxima sélectionnés.

Nous pouvons voir sur la figure 2.11b que le signal est correctement débruité. Les principales
erreurs de reconstruction se situent sur la fin du signal, oti de nombreuses petites oscillations ont
disparu. A chacune d’elles correspondait une ligne de maxima qui ne dépassait pas la troisiéme
échelle, elles ont donc été supprimées. L’autre type d’erreur est di a la modification par le bruit de
I’amplitude et de la position des maxima sélectionnés. Mais globalement, nous pouvons conclure sur
une certaine potentialité de cette méthode de débruitage. Une étude plus approfondie serait bien
évidemment nécessaire pour valider ’algorithme.

Nous allons maintenant appliquer notre algorithme de segmentation sur des signaux réels: des

signaux de radiocommunication et des enregistrements impliqués dans I’étude d’un électroencépha-

logramme.

49



o . Chapitre 2
Décomposition en maxima d’ondelettes P

Trame M\ Trame /\_/\//\

Echelle

0 £0 00 150 200 250 300 O 50 100 150 200 250 300

25
2
15
1
05
0
o 9% 50 100 150 200 250 300

Fic. 2.11 — Débruitage du signal "Mallat”: (a) Signal bruité et mazima chainés correspondant (b)

signal débruité et mazxima chainés correspondant

2.3.3 Applications
2.3.3.1 Signaux de radiocommunications

2.3.3.1.1 Présentation Cette étude est réalisée par la composante "Radiocommunications” du
laboratoire Ircom-Sic, avec laquelle nous avons collaboré [82] [83].

Ces derniéres années ont vu un développement rapide et considérable du marché et des systémes
de radiocommunication avec les mobiles. Le nombre d’utilisateurs sans cesse croissant a rendu urgent
la nécessité d’assurer une couverture radioélectrique de trés bonne qualité. Pour cela, il a fallu mettre
au point des modéles capables de prédire avec précision la zone de couverture radioélectrique des
différentes stations de base ou émetteurs placés en des points stratégiques [63] lors du déploiement
d’un réseau (figure 2.12).

La zone de couverture radioélectrique d'un émetteur est définie comme la zone géographique
ol les signaux radioélectriques regus de ’émetteur sont au-dessus d’un seuil lié & une qualité de
communication acceptable.

Actuellement, la prédiction de chacune de ces zones est réalisée en appliquant sur le site géogra-
phique étudié un modéle de propagation des ondes électromagnétiques selon un pas constant, par
exemple 2m en site urbain. Néanmoins, cette méthode conduit a un temps de calcul trés important
voire prohibitif dans certains contextes [62].

L’objectif du travail de la composante "Radiocommunication” est de contribuer & optimiser le
temps de calcul nécessaire a la prédiction d’une zone de couverture par application d’un modeéle de

propagation en un nombre minimum de points.
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Emetteur ou
station de base

Fia. 2.12 — Réseaux cellulaires

A cet effet, on fait ’hypothése que la zone géographique étudiée est une partition spatiale com-
posée de différents éléments, ot les variations des signaux recus sont homogénes dans chacun deux.
Ces variations sont dues & des combinaisons particuliéres de phénoménes électromagnétiques élé-
mentaires tels que la diffraction, la réflexion et également la propagation en espace libre.

I est donc considéré que, du fait des différentes combinaisons possibles de phénoménes, le signal
présente des variations homogénes dans chaque élément de la partition spatiale [92] comme le montre
la figure 2.13.

¥ atiations
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Fic. 2.13 — Partition spatiale et schématisation des signaux associés a chaque élément

L’objectif est de mettre en oeuvre un outil d’analyse spatiale permettant de découper 'envi-
ronnement géographique en zones élémentaires. La partition obtenue doit se caractériser par des
frontiéres d’éléments qui correspondent a des variations significatives du signal re¢u sur ce parcours
[81] comme le montre la figure 2.14.

D’un point de vue électromagnétique, cela revient a déterminer les combinaisons de phénoménes
qui induisent les variations significatives du signal. La difficulté consiste a définir le degré de com-
plexité des combinaisons de phénoménes & considérer, a savoir quel est le nombre maximum de
diffraction et réflexion successives, subies par les ondes, qui a des répercussions sur le signal regu.
Considérer des combinaisons trop complexes, reviendrait a déterminer une partition constituée d’un
grand nombre d’éléments non significatifs pour le signal recu.

Aprés obtention de la partition optimale, la réduction en temps de calcul pour la prédiction
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Fic. 2.14 — (a) Vue de dessus du site de mesure - (b) Signal re¢u sur le parcours

de zone de couverture est donc réalisée, en appliquant un modéle de propagation sur seulement
quelques points de chaque élément, et en extrapolant le résultat a ’élément tout entier.

L’outil d’analyse spatiale étant le coeur de 'optimisation, il est fondamental de calibrer correcte-
ment ses parameétres d’entrée que sont le nombre et la nature des phénoménes physiques susceptibles
de fournir la partition optimale. Cette calibration dépend des configurations géographiques et né-
cessite donc une phase d’apprentissage liée & I’étude d’un grand nombre de signaux mesurés.

Il a été montré que les éléments de la partition sont en étroite corrélation avec les variations
lentes des signaux obtenus sur des parcours de mesures sur le site étudié [93].

Ainsi, I'idée est de faire correspondre les éléments fournis par I'analyse spatiale a des variations
lentes de signaux mesurés. En réalisant cette étude sur un grand nombre de signaux, on obtient
le nombre et la nature des phénoménes physiques différents. La comparaison nécessite que 1’'on
puisse détecter les variations lentes ou segments significatifs des signaux mesurés. Cette détection
est réalisée grace & lalgorithme de chainage basé sur les maxima d’ondelettes présenté dans le

paragraphe précédent

2.3.3.1.2 Reésultat Nous rappelons que l'objectif de cette étude est d’optimiser le temps de cal-
cul nécessaire a la prédiction d’une zone de couverture, par application d’un modéle de propagation
selon un pas optimal. Pour cela, on fait I’hypothése que ’environnement étudié est une partition
composée de différents éléments ot les variations des signaux regus sont caractéristiques de 1’élé-
ment. Cette hypothése permet d’appliquer un modéle sur quelques points seulement dans chaque
élément, et d’extrapoler le résultat a 1’élément tout entier [81].

Soit un parcours de mesures effectué autour d’'un batiment sur le site de la figure 2.15, I’émetteur
E étant matérialisé par une croix. Cette figure représente la vue de dessus de ’environnement
constitué de végétation et de batiments. Cette vue est obtenue par traitement des fichiers de I’Institut
Géographique National (I.G.N.) caractérisant les variations du sol et du sursol. Le signal présenté
en bas de la figure 2.16 représente le signal regu obtenu sur le parcours de mesures. On constate que

ce signal est la superposition de variations lentes et rapides caractérisant les différents mécanismes
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de propagation des ondes. Les variations lentes induisent les différents éléments de la partition
mentionnée précédemment. Concernant les variations rapides, elles ont une dynamique qui change
selon l'intervalle considéré. Ainsi, il est essentiel d’identifier précisément chaque segment du signal
pour remonter & la partition de I’environnement. Cette détection est réalisée grace & notre algorithme
de segmentation utilisant les maxima d’ondelettes.

Notre méthode est appliquée sur le signal issu de I’émetteur E. Nous constatons sur la figure 2.16,
que seules deux discontinuités se propagent aux échelles les plus grossiéres. Celles-ci correspondent
aux points de segmentation recherchés. Aprés chainage, nous déduisons, sur ’échelle la plus fine, les
abscisses de ces deux discontinuités. Elles sont respectivement égales & 65 m et 117 m. Si ’'on compare
ces deux abscisses, aux deux points P1 et P2 définissant les limites sur le parcours entre les zones en
visibilité de 'émetteur et la zone d’ombre du batiment liée au phénoméne de diffraction (figure 2.15),
nous retrouvons les coordonnées réelles de ces deux points. Cet exemple illustre la potentialité de
notre algorithme de segmentation, basé sur les maxima, pour la détection des différents phénoménes
électromagnétiques subis par une onde a partir d’'un signal mesuré. Ce principe est a la base de la

prédiction optimisée d’une zone de couverture d’un émetteur.
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Fic. 2.16 — Chainage des mazima et identification des points de segmentation
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Nous présentons sur la figure 2.17, un autre exemple de segmentation & partir d’un signal plus
complexe résultant d’un parcours dans une zone urbaine dense. Nous pouvons constater visuellement
que les différents éléments, correspondant chacun d’eux a une combinaison particuliére de réflexions

et diffractions, sont correctement extraits.
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Fic. 2.17 — Chainage des mazima et identification des points de segmentation

En réitérant ce processus de segmentation sur un grand nombre de signaux et en cherchant a
déterminer les phénoménes physiques liés & chaque élément, une partition de 'environnement est

obtenue

2.3.3.2 Signaux électroencéphalogramme (EEG)

2.3.3.2.1 Présentation Une des méthodes modernes pour étudier I’activité d’une zone corticale
du cerveau est d’analyser le signal électroencéphalogramme (EEG), qui indique pour certaines taches
précises, le comportement électrique des circuits neuronaux.

Les spécialistes séparent les bandes spectrales de I’'EEG selon le découpage suivant: [6-8] Hz,
[8-12] Hz et [12-14] Hz. Il a été montré que pour une tache de cognition verbale, I’énergie du
signal EEG est centrée sur la bande [8-12] Hz. En revanche, pour une tache spatiale ou visuelle,
la bande [6-8] Hz concentre plus d’énergie. Dans chaque cas, la diminution, au cours du temps,
de I’énergie spectrale du signal EEG est corrélée avec une augmentation de 'activité corticale
de la zone analysée. Cette diminution de I’énergie provient de la désynchronisation des circuits
neuronaux corticaux. Ce phénomeéne s’appelle Event Related Desynchronization (ERD). L’étude de
I’ERD trouve de nombreuses applications médicales notamment dans le suivi des patients souffrant
de la maladie de Parkinson.

L’application des méthodes numériques temps-échelle et temps-fréquence sur des signaux EEG
s’inscrit dans un projet visant a la compréhension des mécanismes neurofonctionnels impliqués
dans la cognition. Ce projet réunit des équipes de recherche du CHU de Poitiers et le laboratoire
[rcom-SIC.

Le protocole est basé sur une série de questions ( telles que ”quel est le poids d’une orange?”,
" Quelle est la longueur d’une bicyclette 7 ...) auxquelles le patient doit répondre. Normalement, ce
type de sollicitation intellectuelle est supposé activer le lobe pariétal, siege d’un traitement plurimo-
dal des informations entrantes, puis le lobe frontal pour assurer le traitement cognitif d’évaluation,
et enfin, en cas de verbalisation de la réponse, les régions motrices centrales.

Concrétement, les questions sont posées toutes les 30 secondes, la durée de chaque question ne
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dépassant pas 4 secondes. L’enregistrement de 'EEG est effectué avec 25 électrodes. La fréquence
d’acquisition est de 250 Hz ce qui est nettement supérieur au domaine fréquentiel que 'on désire
analyser. Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur deux enregistrements: la voie 9 (appelée
par les médecins F'4) et la voie 17 (appelée P3). Les positions de ces électrodes sur la téte du patient

sont indiquées sur la figure 2.18.

oic 9 oie 17

FiG. 2.18 — Position des électrodes correspondant aux deuz signauxr EEG étudiés (voie 9 et 17)
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Fic. 2.19 — Signal FEG et sa représentation TF calculée a partir de la transformée pseudo- Wigner-

Ville lissée

Nous présentons sur la figure 2.19 le signal EEG issu de la voie 17 durant une activité "question-
réponse” (que nous appellerons zone QR). Afin d’indiquer globalement ’évolution au cours du temps
de I’énergie du signal EEG dans les différentes bandes de fréquence, nous calculons une transformée
Pseudo-Wigner-Ville lissée qui est définie par [44] :

+ oo + oo
SPWi (= [ h(e) [T gls =0 (s47/2) [ (s - 7/2) dsexp (~j2n¢r) dr

avec g fonction de lissage temporel et h fonction de lissage fréquentiel.

Nous n’étudierons pas plus précisément dans ce mémoire la théorie de la transformée de Wigner-
Ville mais nous nous référons au livre de P. Flandrin [44]. Simplement, la transformée de Wigner-
Ville permet de calculer une distribution TF précise & partir d’'un signal donné, mais ce n’est pas
une représentation atomique. Le lissage selon le temps et la fréquence permet d’éliminer les termes
d’interférence. Nous pouvons voir sur la figure 2.19 que I’énergie du signal EEG fluctue d’une
fagon importante autour des périodes de questions, réflexions, et réponses. A partir des algorithmes
numeériques que nous proposons dans ce mémoire, nous mettrons en évidence ces phénoménes de

désynchronisation afin de pouvoir par la suite les classifier.
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Mais comme nous le notons sur la figure 2.19, il existe deux paramétres a connaitre précisément
pour étudier d’une facon satisfaisante le signal EEG : les coordonnées de l'intervalle temporel corres-
pondant a la question, et les coordonnées de l'intervalle temporel au cours duquel le sujet répond.

Afin de les détecter, deux signaux sont enregistrés en paralléle avec 'EEG :

— un enregistrement audio des questions qui permet de repérer les instants de début et de fin

des questions,

— un enregistrement des mouvements de lévres du patient qui permet de repérer les instants de

début et de fin de réponses.

Jusqu’a maintenant, la méthodologie appliquée pour détecter ces coordonnées caractéristiques
consistait en une "étude visuelle” sur un écran d’ordinateur de ces deux signaux par le médecin et
une mesure “manuelle”. Nous proposons d’utiliser ’algorithme de segmentation basé sur les maxima

d’ondelettes pour extraire automatiquement (et donc d’une fagon robuste) les débuts et fins de

zones QR.

2.3.3.2.2 Reésultats Les signaux correspondant & I’enregistrement des lévres du patient (nous
appellerons ce signal MDLP) et & I'enregistrement audio de la question ont des comportements
plus complexes que les signaux de radiocommunication : ils présentent d’importantes discontinuités
dans les zones que l'on cherche & extraire. C’est pourquoi, nous avons dii ajouter un traitement
supplémentaire a l'algorithme de chainage des maxima afin d’extraire les points caractéristiques

suivants :

— Début de la question (signal audio).
— Fin de la question (signal audio).
— Début de la réponse (signal MDLP).

— Fin de la réponse (signal MDLP).

Nous présentons en détail cette méthode sur le signal MDLP. L’algorithme appliqué sur le signal

audio est quasiment identique et sera étudié briévement.

2.3.3.2.2.1 Signal de mouvements des lévres (signal MDLP) Nous présentons sur la
figure 2.20a le signal MDLP lors de la verbalisation de 4 réponses. Nous remarquons tout d’abord la
présence d’un offset évoluant au cours du temps. Ce phénomeéne peut étre génant lors du calcul du
gradient multiéchelles. Afin de le supprimer, un filtrage passe-haut, avec une fréquence de coupure
proche de 0, est appliqué. Le résultat est présenté sur la figure 2.20b.

Ensuite, nous appliquons ’algorithme de chainage tel que nous I’avons défini :

— Calcul du gradient et extraction des maxima (figure 2.21a),
— Chainage des maxima (figure 2.21b),

— Seuillage et post-traitement (figure 2.21c).
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F1G. 2.20 — Enregistrement du mouvement des lévres lors de la verbalisation de 4 réponses: (a)

signal original (b) signal aprés un filtrage passe-haut (fc=0.01)
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Fia. 2.21 — Application de l'algorithme de chainage sur le signal de mouvements des lévres lors de
la verbalisation de j réponses (indiquées sur la troiséme figure): (a) représentation en mazima (b)

chainage (c) sewillage et post-traitement

Aprés le post-traitement, nous constatons qu’il n’existe pas deux lignes de maxima correspondant
au début et a la fin des réponses mais qu’une multitude de maxima sont conservés dans les zones
de verbalisation des réponses. Il nous faut alors, & partir de cet ensemble de chaines, extraire les
points correspondant au début et a la fin de la réponse.

Pour cela, nous ne gardons que les maxima encore présents sur la premiére échelle, aprés seuillage
et post-traitement (nous illustrons ceci sur la figure 2.22 pour la troisiéme réponse). Puis, nous
sélectionnons le plus grand maximum de chaque verbalisation : il correspond a la zone centrale de la
réponse (le mouvement des lévres est le plus significatif lorsque le sujet parle). Enfin, nous prenons
comme limite les deux maxima "extrémes” & droite et & gauche de notre maximum “central” et qui
sont de méme signe (comme nous I'indiquons sur la figure 2.22). Ce sont ces deux maxima extrémes
qui vont nous indiquer les coordonnées du début et de la fin de la réponse. Les autres maxima
situés en dehors de cette zone sont la conséquence du "frémissement” des lévres présent lors de la
formulation d’une réponse. Ils ne sont pas pris en compte dans la détection du début et de la fin de
la réponse.

Nous présentons sur la figure 2.23 la segmentation ainsi calculée sur le signal MDLP pour 4
verbalisations.

Nous pouvons donc extraire, a partir de notre segmentation, les coordonnées temporelles des
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F1G. 2.23 — Segmentation du signal de mouvement des levres: (a) Signal contenant j verbalisations

(b) zoom sur la premiére zone de réponse

débuts et fins de réponse. A titre de comparaison, nous avons indiqué dans le tableau 2.1 les co-
ordonnées calculées automatiquement, ainsi que celles mesurées par le médecin sur les 4 premiéres
réponses. Nous constatons que notre méthode automatique fournit des résultats sensiblement iden-
tiques & ceux du médecin. L’écart le plus important dans la localisation se situe sur la quatriéme
réponse avec une différence supérieure a 2 secondes. Mais aprés vérification visuelle sur le signal
MDLP, il s’est avéré que la mesure faite par le médecin était erronée. Ce qui met bien en évidence

I'importance d’une méthode automatique.

2.3.3.2.2.2 Signal audio Ces signaux correspondent a I’enregistrement audio de la question.
Ils présentent des caractéristiques similaires aux signaux MDLP. L’extraction des coordonnées de

début et fin de questions suit une méthodologie identique a la précédente :
— Calcul du gradient et extraction des maxima (figure 2.24a),
— Chainage des maxima (figure 2.24b),

— Seuillage et post-traitement (figure 2.24c).
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Médecin (s) 48.6880 | 49.3480 | 73.5480 | 74.5280 | 97.9680 | 98.8800 | 124.1280 | 124.6

Automatique (s) | 48.1360 | 48.8240 | 73.1920 | 73.6720 | 97.2160 | 98.3200 | 121.8320 | 122.94

TaB. 2.1 — Coordonnées temporelles (en secondes) des débuts et fins de réponses pour 4 verbalisa-

tions : mesures effectuées par le médecin et par notre algorithme
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F1G. 2.24 — Application de Ualgorithme de chainage sur le signal audio associ€ a 4 questions: (a)

représentation en mazrima (b) chainage (c) seuillage et post-traitement

Comme pour le signal MDLP, un ensemble de lignes de maxima apparait aprés post-traitement
dans les zones de questions. Il faut extraire les lignes correspondant aux débuts et fins de questions.
Pour cela, nous ne considérons plus que les maxima encore présents sur la premiére échelle (comme
nous l'illustrons sur la figure 2.25a pour la troisiéme question). A la différence du signal MDLP, le
signal audio ne présente pas de maxima "parasites” dans les zones de questions aprés post-traitement,
car le signal n’a pas d’importantes discontinuités dans ces zones. Les discontinuités parasites ne sont
que la conséquence du bruit, et donc éliminées lors de la procédure de chainage-seuillage. Les débuts
et fins de questions vont étre alors les deux maxima qui entourent le maximum ayant ’amplitude
la plus importante dans une zone de réponse (comme nous l'illustrons sur la figure 2.25a pour
la troisiéme question). Nous indiquons sur la figure 2.25b la segmentation sélectionnée a partir
de cette méthode sur le signal audio correspondant a 4 questions. Nous pouvons alors extraire, a
partir de notre segmentation, les coordonnées temporelles des débuts et fins de questions. A titre
de comparaison, nous avons indiqué dans le tableau 2.2 les coordonnées calculées automatiquement,
ainsi que celles mesurées par le médecin sur les 4 premiéres questions. Nous constatons que les deux
méthodes fournissent des résultats sensiblement identiques. L’écart le plus important est environ

d’une seconde.

Médecin (s) 42.4600 | 44.3080 | 68.0000 | 69.6680 | 93.0880 | 95.4200 | 118.4800 | 120.300

Automatique (s) | 42.6600 | 43.0240 | 68.3880 | 69.6840 | 93.2520 | 95.4280 | 119.2120 | 120.256

TaB. 2.2 — Coordonnées temporelles (en secondes) des débuts et fins de questions pour 4 formula-

tions : mesures effectuées par le médecin et par notre algorithme.

59



o . Chapitre 2
Décomposition en maxima d’ondelettes P

x 10 Cmest. 1 Quest. 2 Cuest. 3 Cuest. 4
Extremumm 2 T ” m m
7 I I I i
I I I I i
4000 Echelle1 | 13 I I I I
- I I I i
3000 Question 3 | 1t I I I I
I I
2000 1 05 ' !
1000 ol
.
-0.ar | |
-1000} I |
2000t . - : H
1 ! I I
=00 Début o 3 | I i I
400 . . o 1 1L 1 1
23 235 24 2.45 0 03 1 15 2 25 3

X104

F1G. 2.25 — Segmentation du signal audio correspondant a 4 questions: (a) Maxima sur la premiére

échelle (b) signal segmenté

2.3.3.3 Quelques commentaires

Ces deux exemples (signaux de radiocommunication et signaux annexes a ’'EEG) ont permis de
valider notre algorithme de segmentation basé sur les maxima d’ondelettes. Nous avons vu qu’il
permet d’extraire les coordonnées des principales discontinuités et donc d’isoler les ruptures du
signal. En revanche, nous avons vu qu’il faut quelquefois introduire certaines données empiriques
(par exemple la méthode de sélection proposée dans le cadre des signaux MDLP).

Sachant que la segmentation proposée s’appuie sur les coeflicients d’ondelettes de 1’échelle la
plus grossiére, les variations du signal ainsi détectées correspondent toujours a des changements de
comportement dans les basses fréquences (ou présent & toutes les fréquences). Si I'on veut diviser
le signal selon ses variations dans tout le domaine fréquentiel, il faut utiliser une autre méthode,
comme celle basée sur les ondelettes de Malvar que nous proposons dans le chapitre 3.

Nous allons maintenant étudier la potentialité des maxima d’ondelettes en dimension 2. La
caractéristique “contour” est un paramétre important dans le domaine du traitement d’images, et
son extension aux multiéchelles, dans le cadre des ondelettes, ouvre de nouvelles perspectives. En
réutilisant le principe d’étude de la propagation des maxima d’ondelettes & travers les échelles, nous

allons introduire un nouvel algorithme de débruitage pour les images.

2.4 Deébruitage d’images par maxima d’ondelettes

La proposition par Mallat [70] d’une décomposition en bords multiéchelles & partir de la théorie

des ondelettes permet la réunion de deux problématiques du traitement d’images :

— I'analyse et la segmentation d’images avec une approche contour,

— la restauration d’images.

En effet, les maxima d’ondelettes constituent une représentation en bords multiéchelles, que ’on

peut donc traiter avec les techniques "classiques” d’étude de contour, mais qui a la propriété d’étre
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inversible "empiriquement”, permettant ainsi la conception d’outils de débruitage. Depuis I'article de
Mallat, quelques algorithmes de débruitage ou d’analyse d’images sont apparus dans la littérature,
basés sur la représentation en maxima [69], [66], [11]. Toutefois ces méthodes ont un point commun :
elles privilégient I'information "norme du gradient” a I'information "angle du gradient”. Or Gregson
a montré que, dans le cadre du gradient monoéchelle, I’angle peut étre aussi un paramétre pertinent
[48]. Nous nous proposons dans cette section d’étendre les propriétés de I’angle du gradient au cas
multiéchelles, et de montrer que I'utilisation du paramétre angle associé & une décomposition en
maxima d’ondelettes permet de définir un algorithme de débruitage.

Aprés un rappel dans le cadre monoéchelle des propriétés de ’angle du gradient, nous poserons
deux postulats permettant d’utiliser I’angle comme paramétre discriminatoire entre I'information
et le bruit. Ensuite nous étendrons toutes les propriétés de "angle au cas multiéchelles. Pour cela,
nous définirons un nouveau mode de calcul de la décomposition en gradient multiéchelles. Enfin,
nous définirons et étudierons différentes versions de notre algorithme de débruitage, illustrées par
des images de test issues de la base du GDR CNRS ISIS. Finalement, une application de notre

méthode sur des images d’angiographie sera présentée.

2.4.1 Dérivée premiére discrétisée

Dans cette partie, nous étudions le comportement d’un gradient monoéchelle, tel qu’il est utilisé
depuis de nombreuses années dans le traitement d’images, appliqué sur une image dégradée par un

bruit blanc additif.

Le gradient calcule la dérivée premiére d’une fonction f (z,y) et se définit par:

of
vf(x,y) = ( 5% ) (z,y) . (2.11)

dy

Lors d’une implémentation numérique % s’approxime par simple différence,

8_f Nf[$+h17y]_f[$_h27y]
Ox ($7y)N |h1|—|—|h2| 3

(2.12)

avec hy = h et hy = 0, ou par symétrie autour du point étudié avec hy = hy = h [25].

La dérivée % se calcule de la méme facon.

La littérature propose des opérateurs plus complexes (comme le masque Sobel [25]) qui approxi-
ment le gradient par un ensemble de différences, précédé d’un pré-traitement, qui peut étre par
exemple une moyenne. Nous n’étudions par la suite que le cas du gradient approximé par différence,
tel qu’il est défini dans I’équation (2.12), car lui seul s’étend aux décompositions multiéchelles.

Les algorithmes présentés dans la suite de ce rapport s’appliquent sur des images dégradées par

un bruit additif, non-corrélé et suivant une distribution gaussienne, telles que:

f(z,y) =s(z,y) +ob(z,y), (2.13)

avec f (z,y) mesures bruitées, b (z,y) réalisation d’un bruit blanc gaussien au point (z,y) et
s (x,y) l'information que I’on cherche a estimer.

Aprés dérivation, I’équation (2.13) s’écrit :
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Z—i (20, yo) = g—; (20, yo) + % (0, Yo)

La dérivée en fonction de y suit le méme modéle.

Soit le vecteur aléatoire Zy défini comme "approximation numérique du gradient des mesures
bruitées. Puisque b(z, y) suit une distribution conjointement gaussienne, alors, a partir de I’équation
(2.12), Zy suit lui-aussi une loi de densité qui est une distribution conjointement gaussienne. Nous
pouvons en calculer les différents paramétres. Nous notons Vx et Vy les deux variables aléatoires
correspondant a la dérivée approximée discréte de f(x,y) selon respectivement z et y. Afin d’alléger
les équations nous posons dans I’équation (2.12) la contrainte que |hy| + |he| = 1.

Nous indiquons en annexe le calcul des différents paramétres de la distribution gaussienne, a
savoir E(V.), E(V,), E(VZ), E(V) et E(V,V,). A partir de ces calculs, on déduit que Zy suit

une loi de densité telle que:

. (( me. ) 2 l 2 9110} + Fpra =0 D | (2.14)
myy Ofpa=0) + 0=} 2

avec my, = sz + hy,y] — s[x — ha,y] et my, = slz,y+ h1] — s[z,y — ko] I'information déter-
ministe recherchée.

On constate que application d’un filtre défini par h; = h et ho = 0 introduit de la corrélation
entre les deux dérivées partielles (11, —g) + 1[5, =0] # 0). Pour cette raison, lors du calcul du gradient,
nous utiliserons le filtre antisymétrique défini par hy = hy = h, qui permet d’obtenir une matrice
de corrélation diagonale.

En effectuant un changement de base dans le repére polaire, nous définissons "angle et la norme

du gradient par:

p= IV 71 =\ (01/02) + (01 /oy)* (2.15)

et,

(2.16)

§ = arg (Vf) = arctan <8f/8y)

df/ox

Selon le critére de Canny [10], un bord dans une image présente une valeur de p maximale dans
la direction #. La majorité des méthodes qui utilisent le gradient comme opérateur de détection des
bords, s’appuie sur 'information norme. Toutefois cette valeur est trés sensible au bruit et entraine
I’apparition de points parasites ou la suppression de petits contours peu épais. Cette sensibilité est
explicite si ’on calcule la variance de la norme du gradient (en présence d’un bruit tel qu’il est défini

par l'équation (2.13):

B(p?) = E((0b/02)" + (9b/0y)*) (2.17)
= 40?
La variance de la norme du gradient est proportionnelle & la variance du bruit d’un facteur

supérieur a 1. En général, lors de 'extraction des bords, la norme est comparée a un seuil marquant

la frontiére entre les variations "déterministes” de la fonction s (z, y) et celles du bruit. Etant donné

62



Chapitre 2 ... .
P Décomposition en maxima d’ondelettes

la relation (2.17), il est évident que plus la variance du bruit est importante, plus le nombre d’erreurs
de classification est grand. C’est pourquoi les masques utilisés dans ’étude des bords, effectuent, en
général, une moyenne avant de calculer le gradient (le masque Sobel par exemple).

En résumé, que ce soit en approche monoéchelle ou multiéchelles, 'information prépondérante
pour la majorité des techniques de sélection de contours est la norme. Pourtant, il nous semble
que 'angle du gradient peut lui aussi discriminer le bruit, avec une robustesse supérieure et une
utilisation plus aisée lors de la généralisation a des séquences d’images ou & des décompositions
multiéchelles.

L’algorithme, que nous proposons dans la suite de ce chapitre, étudie ’évolution de "angle du
vecteur aléatoire Zy au cours de ces différentes réalisations, et discrimine 'information selon 'un

ou lautre des deux postulats suivants :

1. Les angles des variations dues au bruit sont instables.

2. Les angles des variations du signal détériorés par le bruit sont stables.

Soit § l'angle de la i*™¢ réalisation, alors nous considérons qu’un angle # est stable sur ses
différentes réalisations en un point [zg, yo] si |0i [20, y0] — 67 [0, y0]| < &, £ € ]0,%[, pour Vi,j €
[1..M], avec M nombres de réalisations. € est choisi suffisamment petit pour supprimer le bruit et
suffisamment grand pour prendre en compte ’altération du signal.

Dans la suite de cette section, nous nous proposons d’étudier le comportement de ’angle du

gradient en présence de bruit, ceci afin de discuter les deux postulats précédents.

2.4.2 Pertinence des postulats

Afin d’étudier la dispersion de 'angle du gradient monoéchelle, nous rappelons ’expression de
la densité de probabilité du vecteur aléatoire Zv dans le repére polaire. Nous ne présenterons que
briévement les calculs & titre indicatif. Une méthode de calcul de la densité de probabilité du vecteur

aléatoire Zy sensiblement identique est présentée dans ’article de Gregson [48].

2.4.2.1 Calcul de la loi de dispersion de ’angle du gradient monoéchelle

A partir de I’équation (2.14), nous savons que la densité conjointe de df/dz et df/dy suit une

loi conjointement gaussienne :

2 2
(Voomv,y) +(Yy=moy)
20’2v

1 —
€

fVX,Vy (vavy) =

2
2roy

avec 0% = F ((8f/8$)2) =r ((8f/8y)2) = 202
En effectuant le changement de variable V, = pcos () et V, = psin (),

(pcos(@)—mvm)2+(psin(9)—mvy)2

ra p - 20'2
0) = —— v
fo.r (p,0) 2770%6

Afin d’obtenir la fonction de densité de 8, il faut intégrer la fonction précédente par rapport a p
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(pcos(@)—mvm)2+(psin(9)—mvy)2

~ +oo -
Jo) = [ L % dp

2
2roy

On peut remarquer que les constantes my, et my, peuvent elles aussi s’exprimer dans le repére

polaire, nous notons

(m ] )
m@ arctan
me

et,

/a2 2
my, = mvm—l—mvy

Aprés substitution et arrangements, la densité f@ (0) s’écrit :

m2 sin2(9—m9) 2

N 1 _p . foo _(emmp 003(29—’"9))
0 — 20 / 20 d
fo (0) 2770%6 v , v P

p—m, cos(8—mg)

Nous effectuons le changement de variable suivant p’ = oo

9

2

0o _e2
- 0 1 _m% sin22(29—m9) mp Cos (0 - m@) fj—mp cos(6—mg € 2 O'Vdpl
= — Y o
—I_f mpcos(e—me) va € 2 O-Vdp
m2 sin? (6—m
_ 1 _%29) _é +oo m, 4 40 _éd ,
o ﬁe —¢ _mpCOS(Q—me) + ECOS( B m@) _mpcosie_mﬂ € P
oy v
m2 m2 sin? (Q—me)
L =t my [l LAy
= 27TO'V6 v —I_ECOS(O_me) ge v __mpcos(6—my €’ dp
EAvd
Nous notons @ (z), la fonction ERF définie par:
1 z y2
D (z) = —/ e~ 2d
W= T
La fonction de densité fe (8) s’écrit finalement [48]
~ 1 —’"—z’ m 1 —M{j_me) m,cos (60 — mg)
0) = e v+ —Lcos(§—m e Rk (I>< L ) 2.18
f@)( ) Irow + o ( 9) \/ﬂ oo ( )

2.4.2.2 Illustrations des postulats

A partir de I’équation (2.18), Gregson propose des méthodes de détection de contours, qui, selon
ses illustrations, sont plus performantes que les techniques classiques basées sur la norme. Nous
allons montrer & partir de simulations, la pertinence des deux postulats formulés précédemment
afin de prouver que 'angle peut étre utilisé pour déterminer si un maximum est da, ou non, & du
bruit.
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Soit F; I’événement { N 116" [zo, yo] — 67 [x0, yo)| < 8]}, la probabilité Ps de classer la variation
=1
au point [zg, yo] comme angle stable sur N réalisations est égale a:

Ps = P(El N Es5...N EN)

Il est difficile d’exprimer sous forme analytique la probabilité Ps & partir de ’équation (2.18).
Nous estimons la fonction de répartition de I’événement (Fy N Fs...N Ey) par une méthode numé-
rique avec le mode opératoire suivant : nous simulons un grand nombre de tirages indépendants de

la variable aléatoire O, puis nous posons, pour N et ¢ fixés:

;] 1si(Fin By Ey) vrai
TNe = 0si (BN Ez..N FEy) faux

De la loi forte des grands nombres il résulte que > "/% 'y}'\as/m vaudra approximativement P (E;... N Ey)
pour autant que m soit grand.

La figure 2.26 illustre le comportement de la probabilité de stabilité d’angle pour £ = 7 /2. Nous
voyons que plus le rapport m, /oy est grand plus la probabilité d’avoir un angle stable est grande et
proche de 1. Mais a I'inverse cette probabilité décroit lorsque le nombre N d’acquisitions augmente.

(B
10 . . .

SHR
m

Fia. 2.26 — Fvolution de la probabilité de stabilité d’angle en fonction du nombre N de réalisations
et du rapport SNR défini par m,/ov : (a) Etude en 3D (b) Projections des courbes de niveaux

Proposition 4 Les angles des variations dues au bruit sont instables.

On voit apparaitre dans ’expression de f@ (), le rapport m,/oy, qui mesure 'importance de
la variation déterministe m, au point considéré, par rapport & oy qui symbolise le niveau des
fluctuations dues au bruit. On vérifie aisément que si (m,/ov) tend vers 0, alors la densité tend
vers une loi uniforme sur [0, 27]. Cette premiére remarque est trés importante : lorsque la variation
de la fonction f[z,y] est due au bruit (donc m, est nulle ou quasiment nulle) cela implique que la

distribution de 'angle du gradient en ce point suit une loi uniforme sur [0, 27].
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La probabilité d’erreur de décision PP (pour le bruit) est égale & la probabilité de classer la va-
riation due au bruit comme angle stable, ¢’est-a-dire que PP = Pg. D’aprés la remarque précédente,
il apparait que la probabilité P. tend trés vite vers 0 quand le nombre d’acquisitions N augmente,
et ceci quelque soit g, pris, bien siir, dans un intervalle raisonnable.

Le tableau 2.3 présente les résultats de I’estimation de P, pour N variant et ¢ = /2. Méme
pour un faible nombre de réalisations, ’angle du bruit est détecté instable. On peut considérer que

la probabilité d’erreur est négligeable.

N |1 2 3 4 5 6 7 8 9110
PB 110,501 | 0,188 | 0,059 | 0,020 | 0.007 | 0.002 | 0.001 | 0 | 0

€

TaB. 2.3 — Estimation de la probabilité d’erreur de classification du brust

La figure 2.27 illustre les chiffres indiqués dans le tableau 2.3. Nous concluons que I'information

angle nous permet d’éliminer les coeflicients dus au bruit.

0.9r

0.8

0.71

0.6

0 é 4‘1 6 8 1,5) 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 20
Fia. 2.27 — Fvolution de la probabilité d’erreur de classification du bruit en fonction du nombre N

d’acquisitions N € [1,20] et e = 7/2

Proposition 5 Les angles des variations du signal détériorées par le bruit sont stables.

En présence d’information, la probabilité d’erreur de décision est égale a la probabilité d’accep-
ter, pour la variation étudiée, I’hypothése "angle instable”, c’est-a-dire que P! = 1 — Ps. Comme
précédemment, I’expression analytique de la probabilité P! en fonction de m, et de oy est complexe.
Toutefois, Gregson [48] formule quelques remarques qui nous permettent de proposer des éléments
de réponses. Si l'on étudie la fonction de densité fo (6) on remarque que lorsque le rapport (m,/ov)
augmente, le premier terme (1/270v)e™™#/2% tend vers 0, et le second terme de fg () tend lui
aussi vers 0 si (6 — my) croit, c’est-a-dire si ’angle s’éloigne de sa moyenne. On en déduit que plus
le rapport (m,/ov) est important, plus la variance de 'angle tend vers 0.

D’aprés ces remarques, il est évident que la pertinence du second postulat dépend de la valeur
du vecteur { ds/0x 0s/Jy } ou plus précisément de sa norme m, par rapport au bruit. Quand ce
rapport est important, angle du gradient va étre stable avec une probabilité proche de 1, et de ce

fait le postulat est vérifié.
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Nous étudions plus attentivement le cas ot le rapport signal sur bruit n’est pas excellent. Afin
de faire une comparaison avec un seuillage sur 'amplitude du gradient, nous approximons la pro-
blématique en considérant que toutes les réalisations sont comprises dans un cercle de rayon 3oy
(ceci est vrai avec une probabilité de 98.8%) et ayant pour centre { ds/0x 0s/Jy } Il existe deux
droites passant par l'origine et qui sont tangentes au cercle {30y} en deux points notés Ty et T.

Ces notations sont illustrées sur la figure 2.28.

. , , , | dsidx
0 1 2 3 4 5 B

Fic. 2.28 — Approzimation géométrique de la distribution de l'angle 6

On constate graphiquement que la différence maximale d’angles correspond & deux réalisations
sur les deux points 7T} et T5. Nous pouvons écrire que pour m, € sii(gT?z) +o0|, la probabilité
d’erreur de décision est négligeable, car les deux tangentes ont un angle égal, au plus, & ¢.

A titre de comparaison, nous calculons, en posant les mémes approximations, pour quelles valeurs
de m,, la probabilité d’erreur de décision, associée & un seuillage sur I'amplitude du gradient, est
nulle. Pour cela, nous devons poser une hypothése forte: oy est connu. Dans ce cas, la probabilité
d’erreur est presque nulle pour m, € [6oy, +oof.

A partir de ces deux intervalles calculés, nous déduisons que pour £ > 7 /3, le seuillage angulaire
a une probabilité d’erreur nulle pour des valeurs de m, plus faibles (donc un rapport signal sur
bruit plus faible) que dans le cadre d’un seuillage sur "amplitude. Or, nous avons vu que pour un €
grand (par exemple ¢ = 7/2), ’angle discrimine trés bien le bruit. Nous en concluons la supériorité
de la discrimination par I’angle sur la norme. Les expérimentations numériques menées par Gregson
indiquent des conclusions similaires [48].

La table 2.4 présente la probabilité d’erreur de détection P! pour N, r = m,/oy variant et
£ = 7/2. On voit bien que pour de trés faibles valeurs de m,, la probabilité d’erreur est importante.
Toutefois, P! diminue trés vite quand le rapport augmente (voir figure 2.26) : elle est quasiment
nulle pour des rapports ou le volume correspondant a l'intersection entre les deux gaussiennes
(distribution du bruit et du signal) reste important.

Nous illustrons dans la figure 2.29, pour quatre rapports m,/ov, les probabilités indiquées dans
le tableau précédent.

A partir de ces différentes constatations, nous concluons que 'angle est un parameétre discrimi-
natoire efficace dans le cas d’une dérivée d’une image bruitée.

Pourtant I'utilisation du gradient monoéchelle reste limitée. Il permet de détecter les bords mais
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N |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r=11{0| 0311 0.539 | 0.711 | 0.807 | 0.887 | 0.927 | 0.955 | 0.973 | 0.983
r=2 | 0| 0.061 | 0.146 | 0.228 | 0.294 | 0.367 | 0.453 | 0.506 | 0.569 | 0.625
r=3 | 0| 0.006 | 0.013 | 0.019 | 0.030 | 0.043 | 0.059 | 0.069 | 0.093 | 0.102
r=4 | 0 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.001 | 0.002 | 0.002 | 0.004 | 0.004
r=>5 |0 0 0 0 0 0 0 0.000 | 0.000 | 0.000

TAB. 2.4 — Estimation de la probabilité d’erreur de détection du signal utile pour un nombre N de

réalisations et de rapport SNR wvariant.

SNR=1 SNR =2
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
) o
o o
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
N N
SNR=3 SNR =4
1 0.1
0.8 0.08
0.6 0.06
) ©
o o
0.4 0.04
0.2 0.02
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
N N

Fia. 2.29 — Fvolution de la probabilité d’erreur de classification du signal en fonction du nombre N
d’acquisitions pour quatre rapport SNR
(m,/ov) différents

il ne posséde pas la caractéristique d’étre inversible, ce qui, une fois les bords parasites supprimés,
permettrait la conception d’algorithme de débruitage. De plus, les filtres définis par I’équation
(2.12) pour le calcul du gradient n’extraient qu’une certaine bande de fréquence de I'image. L.’étude
résultante n’est donc pas suffisante.

Pour ces raisons, depuis une dizaine d’années, de nouvelles décompositions multiéchelles appa-
raissent dans la littérature, permettant une étude & différentes échelles du gradient. Les premiéres
représentations ont utilisé des noyaux Gaussien plus ou moins dilatés [6]. Avec I'avénement des
ondelettes, Mallat et Hwang ont proposé un algorithme de débruitage en utilisant ’évolution de la
norme du gradient & travers les échelles [69]. Dans la section suivante, nous généralisons les résultats

sur les méthodes angulaires aux décompositions multiéchelles telles qu’elles sont définies par Mallat.
2.4.3 Utilisation de I'information angle en multiéchelles

2.4.3.1 Extension de la dispersion angulaire aux multiéchelles

Dans le paragraphe précédent, nous avons rappelé les propriétés de I’angle du gradient. Toutefois

ces caractéristiques n’ont été établies que pour le cas “classique” monoéchelle, qui représente la
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premiére échelle de la décomposition en maxima. Afin de pouvoir utiliser ’angle dans un algorithme
de débruitage basé sur les maxima d’ondelettes, il nous faut étudier le comportement de I'information
angle dans une représentation multiéchelles.

La dispersion angulaire établie par ’équation (2.18) suppose une conservation de la nature du
bruit (gaussien et indépendant) lors du calcul du gradient. Afin de généraliser les équations établies
dans le cas monoéchelle au cas multiéchelles, il nous faut préciser les propriétés de la transformée en
ondelettes d’un bruit blanc. D’aprés Mallat [69], si b(z, y) est un bruit blanc gaussien alors st(x, Y)
est lui aussi un bruit blanc gaussien. Les différentes propriétés des maxima de la décomposition
d’un bruit blanc gaussien sont étudiées par Mallat [69] et s’inspirent des travaux de Papaoulis
[78]. Puisque le gradient multiéchelles repose sur une transformée en ondelettes, les coefficients du
gradient vont suivre & chaque échelle une loi conjointement gaussiennne. On en déduit que I'angle
du gradient multiéchelles 6;, & I’échelle [, suit la méme loi que dans le cas monoéchelle (mais indicée

par ’échelle), & savoir

-l
1 e 2le _I_ mpl
2rov, ov,

Jo, (61) cos (6; — mg,) (2.19)

m?2 sin2 (Ql —mel)

PR &/ i v A2
" 1 . 2%, o (mpl cos (6 — mgl))

ov,

Alors, toutes les propriétés de discrimination de I’angle du gradient par rapport au bruit, établies
dans le cadre monoéchelle (notamment les deux postulats), peuvent s’étendre aux multiéchelles.

Toutefois, deux points liés a la discrétisation de la décomposition sont & préciser. Premiérement,
la conservation des caractéristiques du bruit lors d’une décomposition en ondelettes est établie pour
le cas continu ou discret orthogonal. Les filtres définis par I’équation (2.4) correspondent eux & une
décomposition qui n’est pas orthogonale. Nous avons vu que cette décomposition s’inscrit dans la
classe des décompositions en frames, et donc le bruit gaussien ne reste pas rigoureusement un bruit
gaussien dans les échelles. Toutefois I'idée que, méme avec une décomposition en frame, le bruit
gaussien reste un bruit gaussien ne constitue pas une approximation aberrante, et est appliquée
dans toutes les applications utilisant le gradient multiéchelles (par exemple [69]).

Le second point concerne les filtres utilisés. Les équations établies dans le cadre du gradient mo-
noéchelle supposent 'utilisation d’un filtre qui n’entraine pas de corrélation entre df/0x et df/0y.
Or le filtre G'(w) défini par Mallat (équation 2.4) ne vérifie pas cette condition. La modification
que nous avons apportée sur les filtres afin d’éviter la translation des maxima entre les échelles ne
résout pas ce probléeme. Nous devons donc modifier la définition des filtres afin de pouvoir utiliser
le modéle de I’équation (2.19).

2.4.3.2 Deéfinition de nouveaux filtres

Nous modifions le filtre dérivateur G'(w) afin d’utiliser le modéle défini par I’équation (2.12) avec
ho = h1 = h, qui lui n’entraine pas de corrélation entre les deux dérivés partielles.

Soit G'(w) le filtre dérivateur défini anti-symétrique autour du point étudié. G(w) est tel que

G'(w) = isin(w).
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Nous pouvons établir la relation entre G'(w) et G/(w), le filtre dérivateur de Mallat :

&' (w) = [(G(w)) 1 2 exp(—iw).

G'(w) correspond a 'interpolation du filtre G'(w) suivi d’un retardateur. Donc, si I’on veut obtenir
une décomposition en ondelettes a reconstruction parfaite, les autres filtres doivent eux aussi étre
modifiés suivant la méme transformation. Mais afin de limiter 'effet de translation des maxima
entre les échelles, le filtre passe-bas est simplement dilaté, mais non retardé. Nous utilisons donc les

filtres suivants:

H'(w) = cos(w)?e™

G'(w) = isin(w)

P(w) = H'(w)

ey~ L=t

Z(w) = 1+P/(Z)H/(w) (2.20)

La décomposition-reconstruction ainsi établie correspond a un gradient multiéchelles sans corré-
lation entre les plans des dérivés partielles.

Pourtant, si ’on étudie avec attention le filtre G'(w) que 1’on vient de définir, on constate que
le filtrage d’un signal f[z] par notre filtre G’(w) est équivalent a I'application simultanée de deux
filtres :

1. filtrage du signal f[z], décimé un point sur deux, par le filtre G'(w)

2. filtrage du signal f[z], translaté de un point et décimé un point sur deux, par le filtre G(w).

Si la fonction f[z] posséde des fréquences proches de la fréquence limite fixée par le théoréme
d’échantillonnage de Shannon, la décimation d’un point sur deux, sans réduire la bande de fréquence,
avant filtrage, provoque un repliement du spectre. Concrétement, ce non respect de la condition de
Shannon crée des maxima parasites a toutes les échelles, comme nous pouvons le voir sur la figure
2.30a. Nous devons donc, avant de décomposer le signal, appliquer un filtrage passe-bas, afin de
réduire la bande de fréquence. Ce préfiltrage a pour conséquence de limiter les bords parasites,
comme nous le voyons sur la figure 2.30b & 'échelle 3. Afin de rester homogéne avec le reste de la
décomposition, nous utilisons, comme filtre passe-bas, le filtre H (w), tel qu’il est défini par Mallat.

Toutefois ce préfiltrage doit étre inversible, ¢’est pourquoi nous définissons une projection, notée
Qo, de type "passe-haut”, qui crée I’espace complémentaire a celui généré par le filtrage passe-bas.
La définition de l'opérateur (g, ainsi que celle de son adjoint notée Qal, sont précisées dans le

paragraphe suivant. La décomposition multiéchelles ainsi définie est résumée sur la figure 2.31.

2.4.3.3 Définition des opérateurs de projection () et le

Nous allons étudier la projection Qg permettant de calculer la premiére échelle de décomposition

complémentaire a I’espace défini par le filtrage "antirepliement” passe-bas.
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FiG. 2.30 — Détection des maxima a Uéchelle 3 sur l'image Lena non bruitée: (a) Décomposition
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Fia. 2.31 — Implémentation de Ualgorithme de décomposition respectant la non corrélation des dé-

rivées partielles.

La premiére méthode que nous proposons consiste simplement a filtrer I'image par le passe-haut
G(w) deéfini par Mallat. Toutefois, la corrélation résultante réduit le pouvoir discriminatoire de la
phase du gradient sur le bruit. Briévement, on constate que si  (zN (0, 0)) présente une réalisation
éloignée de sa moyenne, les variables aléatoires y — z et z — z (2N(0,0), yN(0, o)) seront de méme
signe avec une probabilité importante. [’angle du gradient va avoir tendance a se disperser, non
entre [0, 27], mais dans 'intervalle [0, 7 /2] U [r, 37 /2] ce qui explique une plus faible discrimination

du bruit.

(C’est pourquoi nous proposons une seconde méthode qui consiste a extrapoler les maxima de la
premiére échelle en fonction des échelles suivantes. Cette méthode s’inspire des travaux de Chang et
Vetterli [23] [24]. Chaque singularité (qui correspond a un bord en image) produit des extrema qui
se propagent A travers les échelles selon un processus caractérisé par 'indice local de régularité de

Lipschitz. Si nous déterminons la régularité de Lipschitz d’un point particulier, alors nous pouvons
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estimer la valeur des extrema correspondant a ce point a toutes les échelles. Pour cela, nous utilisons

la relation (2.9) présentée dans le paragraphe 2.2.6 que nous rappelons,

piflel, yl] = K, (2h)o, 1 =1...L.

Dans notre décomposition, les valeurs des coefficients d’ondelettes sont connues pour chacune des
échelles supérieure a 1, nous pouvons donc estimer « et K a partir de I’équation (2.9) en chacune
des discontinuités de 'image.

Pour cela, nous devons associer, a travers les échelles, les maxima qui correspondent a la méme
singularité. Divers algorithmes de chainage 2D existent dans la littérature [23], [69], [66]. L’ algo-
rithme que nous proposons associe deux maxima présents a deux échelles successives selon trois
paramétres : les écarts en position, angle et norme. Parmi les différents candidats & 1’association,
seront sélectionnés les deux maxima qui minimisent [’écart sur ces trois paramétres. Afin de limiter
les erreurs dues a la discrétisation du signal, nous appliquons la limite proposée par Chang [23],
a savoir que si deux maxima liés ont des amplitudes qui différent d’un rapport supérieur & 22, ou
inférieur & 272 alors nous considérons que nous avons fait une erreur et la liaison est annulée.

Une fois ’arbre de diffusion des maxima construit de I’échelle 2 jusqu’a I’échelle L, nous pouvons
estimer la valeur de K, et «, pour chaque point singulier [z,,y,], selon la procédure suivante,
proposée par Chang [23] :

alV) = log, (PSf [ﬂﬁzvyg]) Lo Z log, (P3f [$§7y§])
p2f 123, y7] p2f 13, 3]

puis,

(1)

Si le maximum ne se propage pas au-dela de ’échelle 3, nous posons a,, = «y, *. Une fois 'indice
de régularité estimé, nous calculons la constante K, par:
2 2
p2f [$n7 yn]
2an
Lorsque les deux caractéristiques sont déterminées, nous pouvons extrapoler la valeur, sur la

K, =

premiére échelle, du coefficient correspondant au point singulier étudié, selon I’expression suivante :

plf |:$71’L7y}1‘1| = I(n
Pour l'estimation de ’angle, nous posons I’hypothése que la variation d’angle entre deux maxima

sur deux échelles successives, et qui correspondent au méme point singulier, est négligeable. Nous

posons donc:

01f [eh, ] = 029 |22, 42]

Enfin, chacune des valeurs ainsi estimée est confrontée a un intervalle de confiance afin de limiter
les erreurs qui peuvent apparaitre lors du chainage des maxima: si I'indice de régularité est tel que
|, | > 2 alors il est ramené dans un intervalle plus raisonnable par «,, =sign(a,,) * 2.

Cette méthode permet ainsi d’estimer les valeurs de la premiére échelle de la décomposition d’une
fagon plus esthétique, mais nécessite un algorithme plus complexe que la premiére méthode.

Pour ces deux méthodes, nous définissons 'opérateur le par un filtrage des deux plans d’on-
delettes avec les filtres G (w;)Z(w,) et G(w,)Z(w,) proposé par Mallat.
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2.4.3.4 Algorithme ANGLE ITE.

A partir de 'opérateur Qg et des filtres définis par I’équation (2.20), nous avons construit une dé-
composition en gradient multiéchelles “inversible” pour laquelle la caractéristique "angle du gradient”
permet de discriminer le bruit de I'information. A partir de cette décomposition, nous concevons
un algorithme que nous appelons ANGLFE [ITFE, qui permet de débruiter une image a partir de ses
N réalisations [19].

La premiére idée serait de conserver, dans le gradient multiéchelles, tous les coefficients qui
ont un angle stable sur leurs différentes réalisations, de supprimer les autres, puis de faire une
transformation inverse. Mais cette méthode ne va pas donner un résultat satisfaisant. A chaque
bord de I'image, correspondent des coefficients qui ont une amplitude variant de 0 & un maximum.
Seuls ceux qui ont une amplitude suffisamment grande auront un angle stable, lorsque 'image est
bruitée, et seront conservés. Si I’on fait une transformation inverse a partir des coefficients conservés,
on ne reconstruit pas correctement 'image.

Afin de remédier a ce probléme, nous allons utiliser la représentation par maxima d’ondelettes :

— la plupart des maxima ont une amplitude importante et donc un angle stable,

— ils permettent une reconstruction empirique exacte.

De plus, 'utilisation des maxima nous permet d’utiliser 'opérateur Qg défini & partir de 'esti-
mation de I'exposant de régularité de Lipschitz.

Concrétement, ’algorithme ANGLE _I'TE sélectionne sur le gradient multiéchelles d’une image
les maxima qui ont un angle stable sur ses différentes réalisations et supprime les autres qui résultent
du bruit. Nous extrapolons la premiére échelle. Enfin nous reconstruisons 'image débruitée avec
I’algorithme itératif de Mallat-Zhong.

2.4.4 Deéveloppement numérique

Nous appliquons l'algorithme ANGLE I'TE & des images bruitées par un bruit blanc gaussien
additif. Toutefois, "algorithme nécessite différentes réalisations de 'information bruitée pour effec-
tuer la discrimination (le nombre de réalisations et le nombre d’échelles de décomposition nécessaire
pour une discrimination correcte sont variables selon I'information recherchée et le niveau de bruit).
Une premiére version de ANGLE [I'TE utilise une séquence d’acquisitions comprenant plusieurs
occurrences de la méme image [14]. Il étudie le comportement de chaque maximum & chaque échelle
et supprime ceux qui ne sont pas stables sur les décompositions des différentes réalisations. Ensuite
I'image est reconstruite a partir des maxima sélectionnés. Méme pour un faible nombre de réalisa-
tions, cette premiére version de 'algorithme obtient des résultats, en terme d’amélioration d’images,
trés intéressants, et ceci pour des rapports signal sur bruit trés faibles [14]. Cette version s’inscrit
dans le méme cadre que les algorithmes itératifs présentés dans le premier chapitre.

Nous nous intéressons ici au cas ol I'on a une seule image bruitée, et non plusieurs réalisations
permettant d’effectuer la discrimination. Nous devons donc les "simuler”. Pour cela, nous proposons

deux méthodes.
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2.4.4.1 ”Simulation” sur chacune des échelles

Cette premiére méthode étudie les échelles les unes aprés les autres. Nous substituons aux dif-
férentes acquisitions, nécessaires pour la discrimination, les réalisations temporelles dans un proche
voisinage.

Pour chaque maximum, nous sélectionnons tous les points distants de ce maximum d’une distance
inférieure a D et élément de la méme échelle. Ces points vont constituer notre ensemble de décision.
Si le nombre de ces points vérifiant la condition de stabilité, par rapport au maximum étudié
(différence d’angle inférieur & €), est supérieur a N, I’hypothése "angle stable” est acceptée et le

maximum étudié est conservé; sinon il est supprimé. Formellement ce seuillage s’écrit :

l .
Ml’vy s Z[x],yJ]EQ 5|€l[x]7y]]_€l[x7y]| > N
0 sinon

T(M,,) =

avec Q ensemble des points positionnés a une distance inférieure & D du maximum M’ , le tout &

l’,y?
I’échelle 1.

Cette discrimination se justifie par le fait que le maximum de la dérivée se situe a I'instant de
plus forte pente du contour. Si ce contour vérifie certaines propriétés de régularité (i.e. s’il n’est pas
da au bruit), les points encadrant ce maximum suivent une direction de pente quasiment identique.

Les paramétres £, N et D sont laissés a appréciation de I'utilisateur et dépendent du rapport
signal sur bruit ainsi que du résultat escompté. Dans le cas d’une image avec un faible rapport
signal sur bruit, si 'on fixe les différents paramétres a un niveau trés restrictif, I'image résultat
conservera les structures principales, le bruit sera supprimé mais certains détails auront disparu.
A linverse, avec des paramétres moins restrictifs, tous les détails seront conservés mais quelques
points parasites persisteront. Enfin, il faut noter que ces différents paramétres peuvent évoluer selon
I’échelle étudiée. Dans la suite de ce chapitre nous utiliserons un réglage des paramétres pour quatre

échelles de décomposition, qui s’est avéré robuste durant nos expérimentations numériques :

¢=[r/2,7/3,7/4,7/5],N = [5,5,5,5], D = [V2,v2,V2,V2]. (2.21)

2.4.4.2 7Simulation” a travers les échelles

Cette seconde méthode s’inspire de celles appliquées dans le cadre de I’étude de la norme du gra-
dient. On substitue les différentes acquisitions par I’étude du comportement de ’angle du maximum
a travers les échelles. Comme précédemment, nous sélectionnons les points distants du maximum
étudié d’une distance inférieure a D, mais & ’échelle supérieure. Nous reprenons le méme critére de

sélection que précédemment, a la différence prés que I’étude se fait entre deux échelles :

I .
T(Ml ) — Ml’vy s Z[xj7yj]eﬂ 5|€l+1[x]7y]]_€l[x7y]| > N
w7y

0 sinon

avec § ensemble des points positionnés & une distance inférieure & D du maximum M/ , & léchelle
?

[+ 1.
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Si le maximum étudié est associé & de Iinformation, alors la dérivée calculée dans un envi-
ronnement proche, & I’échelle suivante, qui correspond a une dérivée plus "grossiére”, va avoir la
méme orientation. C’est pourquoi nous utilisons les angles de I’échelle suivante comme ensemble de
décision.

Si 'on étudie les caractéristiques propres a ces deux méthodes, nous remarquons qu’elles peuvent
étre complémentaires: les maxima considérés comme stables par les deux méthodes auront une
probabilité plus grande de correspondre & de 'information. L’utilisation simultanée de ces deux
méthodes permet d’éliminer davantage de bruit. Ainsi en appliquant une discrimination sur I’échelle
puis & travers les échelles (ou inversement, le résultat étant identique) nous pouvons utiliser des
paramétres €, N et D moins restrictifs et donc conserver plus d’information tout en éliminant autant
de bruit.

A partir de ces remarques, nous définissons la version finale de 'algorithme ANGLE ITFE de la

maniére suivante :

— Décomposition de I'image bruitée en L niveaux

Discrimination des maxima par 1’étude de ’angle sur chaque échelle
— Discrimination des maxima par ’étude de angle en inter-échelle

— Reconstruction de I'image par ’algorithme itératif de Mallat-Zhong

2.4.5 Applications

2.4.5.1 Images tests

Nous avons appliqué 'algorithme ANGLE I'TE, tel qu’il est défini ci-dessus, 4 trois images de
tests de la base du GDR CNRS ISIS que nous présentons sur la figure 2.32.

FiG. 2.32 — Image originale : (a) Visage de femme (b) Lettres (c) Lena

Nous bruitons ces images avec des rapports signal sur bruit de différents niveaux. Les images
bruitées et débruitées par ANGLE I'TE sont présentées sur les figures 2.33, 2.34 et 2.35. Pour
chacune de ces images, les paramétres ¢, N et D sont fixés aux valeurs définies par I’équation
(2.21).
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FiG. 2.33 — Visage de femme: (a) Image bruitée (SNR = 2) (b) Image débruitée

La premiére image (figure 2.33), un visage de femme, nous permet d’étudier le comportement de
I’algorithme Angle I'TF sur une image “classique” dégradée avec un niveau de bruit qui ne noie pas
complétement I'information, mais 'altére. Cette image présente des zones trés marquées, comme leg
cheveux ou le chapeau, et d’autres plus fines, comme les pupilles ou le nez qui est peu contrasté par
rapport au reste du visage. On constate que toutes les caractéristiques énoncées ci-dessus, ainsi que
les autres présentes dans I'image, sont correctement reconstruites, indiquant ainsi que les contours
associés ont été bien détectés lors de la discrimination des maxima. De plus, 'utilisation d’une
base de décomposition localisée en temps, permet un débruitage sans ’apparition d'un effet de
flou, comme cela se produit dans un certain nombre de filtrages. Globalement, nous obtenons une
image résultat qui peut étre utilisée dans un traitement comme, par exemple, la détection de zones
homogénes ou caractéristiques.

En revanche, on note la présence de taches parasites dans I'image reconstruite. Ces taches sont
consécutives & la sélection d’un maximum parasite, en général isolé dans des zones homogénes.
Afin d’éliminer ce phénoméne, une contrainte supplémentaire dans la sélection est nécessaire. On
ajoutera, par exemple, une contrainte de continuité. C’est-a-dire que si un maximum fait partie d’un
contour, il doit étre élément d’une zone continue spatialement pour laquelle les angles, a travers
les échelles, sont stables. Cette contrainte n’a pas été présentée dans ce mémoire car elle n’est pas
encore pleinement finalisée, mais ses premiers résultats semblent encourageants.

Le deuxiéme exemple (figure 2.34) illustre I’application de ’algorithme Angle_ ITFE'sur une image
ot 'information est ponctuelle et fortement dégradée par le bruit (puisque le rapport signal sur bruit
est de 1). Le résultat désiré aprés filtrage, serait une image o le bruit est en grande partie annulé et
les contours, ainsi que la forme des caractéres resteraient inchangés, ceci permettant leur détection
et leur reconnaissance. Une difficulté s’ajoute a I'image bruitée : 'illumination n’est pas constante
sur toute 'image, ce qui élimine tout traitement global.

A titre de comparaison, nous avons indiqué le résultat du débruitage effectué par seuillage des
coefficients d’ondelettes tel que nous 'avons présenté dans le premier chapitre (figure 2.34.c). Le
résultat est obtenu avec une décomposition par les ondelettes de Daubechies D4 en utilisant un

seuillage "hard”!. Nous pouvons voir sur I'image résultat que le bruit est supprimé du fond de

1. Nous utilisons un seuillage hard qui est une alternative au seuillage soft car il est non biaisé et présente de
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F1G. 2.34 — FExemple d’application : (a) Image bruitée (SNR = 1) (b) Image débruitée par Angle_ ITE

(¢) Image débruitée par seuillage de la transformée en ondelettes

I'image. En revanche, la forme des lettres n’est pas préservée. Par exemple, le nombre ”"8” devient
737 aprés débruitage. De plus, certaines lettres de la région sombre sont presque supprimées. Ceci
provient de l'utilisation d’un seuil constant & chaque échelle. Notons que les approches récentes
basées sur des décompositions non décimées présentées dans le premier chapitre, ne peuvent pas
plus extraire 'information du bruit.

On voit sur 'image résultat que 'algorithme Angle ITI respecte les conditions: le bruit est
réduit et les caractéres sont tous détectables et conservent globalement leur forme. On remarque
toutefois que les contours ont tendance & ”baver”. En effet avec un niveau de bruit important, les
maxima détectés lors de la discrimination ne sont pas forcément ceux qui correspondent aux points
d’inflexion du contour non bruité, mais aux proches voisins, ce qui provoque ce phénoméne d’auréole
autour des caractéres.

Les caractéres présents dans la zone sombre sont moins bien reconstruits car ils ont un faible
contraste avec le fond de 'image. Ils sont néanmoins extraits du bruit et reconnaissables, ce qui
prouve une fois de plus 'intérét d’utiliser une base localisée dans le temps associé & un traitement
local.

On constate que les taches parasites sont plus nombreuses que dans le premier exemple et ceci

pour deux raisons :
— le niveau de bruit est plus important,

— I'image est essentiellement constituée d’une zone & comportement stationnaire, entrecoupée

d’information.

Enfin on voit apparaitre un certain nombre de points noirs parasites sur la bordure droite de
Iimage : cette zone, dans I'image originale, est constante strictement et saturée (tous les pixels sont
égaux & 255). Ainsi lorsque 'on reconstruit I'image, certains pixels ont une valeur dépassant 255,
donc avec le codage sur 8 bits, ils prennent une valeur proche de 0.

Toutefois, on constate que 'utilisation d’une décomposition par maxima multiéchelles associée a

une discrimination sur I'information angle est bien adaptée a ce type de probléme, et 'image ainsi

meilleurs résultats en 2D.
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débruitée permet d’effectuer ensuite une reconnaissance de caractéres. Cette image est ’exemple
type d’application ou l'algorithme Angle I'T'E est bien adapté: les contours sont les information
prépondérantes, elle ne peut pas étre traitée globalement, et le niveau de bruit rend difficile le

traitement en monoéchelle ou par la norme du gradient.

()
FiG. 2.35 — Lena: (a) Image bruitée (SNR = 0.5) (b) Image débruitée

Le dernier exemple nous permet d’étudier le comportement de "algorithme Angle I'TE en pré-
sence d’un bruit trés important. Nous avons dégradé Lena avec un rapport signal sur bruit de 0.5,
I’énergie du bruit est donc deux fois plus importante que celle du signal. Nous sommes dans le cas
ol 'information est noyée dans le bruit (nous avons traité cette méme image dans le chapitre 1).

Pourtant, on constate sur "image résultat que des détails fins, comme la bouche, sont correcte-
ment extraits et reconstruits. Ils sont détectables, alors que dans I'image bruitée, ils disparaissent
dans le bruit. Ceci montre, une fois de plus, 'efficacité de l'information angle qui va faiblement
osciller au voisinage d’un point d’inflexion, méme en présence d’un fort bruit.

On remarque que 'aspect des cheveux est fort bien conservé dans l'image débruitée, ce qui
surprend car cette zone de l'image peut s’assimiler & une texture. Or, algorithme Angle ITFE
repose sur une information contour, il est donc inadapté au débruitage de textures. Cependant, les
cheveux de Lena présentent des discontinuités importantes (correspondant & des meéches), ce qui
permet & 'algorithme de débruitage de conserver son aspect & la chevelure. Il ne faut pas en conclure
que Angle I'TFE peut débruiter les textures, mais il ne faut pas, non plus, le condamner pour toutes
les textures.

Enfin, il est certain que le nombre de taches parasites est important, étant donné le niveau de
bruit. Toutefois ces taches ont, en général, peu de contraste, et donc altérent peu une détection des
éléments constitutifs de 'image.

Si 'on compare ce résultat avec ceux des méthodes itératives et non-décimées du chapitre 1

(figures 1.16 et 1.17) nous pouvons faire les remarques suivantes :

— Les algorithmes itératifs obtiennent les meilleurs résultats, mais ils nécessitent plusieurs réa-

lisations,

— Le résultat de wwt_ mean est plus lisse, mais justement un certain nombre de détails a disparu

(comme pour I'image lettres).
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La table 2.5 indique les valeurs RMS des images bruitées puis débruitées pour chacun de ces
exemples. Pour les trois exemples, nous constatons une réduction sensible de la mesure RMS, ce qui

confirme "amélioration de la qualité visuelle des images débruitées.

Bruitee | Debruitee
chapeau 34 12
lettres 70 17
lena 96 19

TaB. 2.5 — Débruitage par Angle-ITFE: Mesure RMS

Nous avons illustré notre algorithme sur des images trés bruitées et il est donc certain que les
images aprés traitement sont encore dégradées. Toutefois, pour ces niveaux de bruit trés élevés,
les méthodes de filtrage classique, ainsi que celles utilisant un seuillage de la décomposition en
ondelettes détruisent, en général, une grande quantité de 'information. Aucun résultat, pour les
techniques se basant sur l'information norme, n’a été présenté car ces méthodes sont difficiles a
appliquer sur des images trés bruitées, comme celles présentées dans ce chapitre. On trouve, dans
la littérature, trois approches de débruitage a partir de la norme du gradient multiéchelles, et qui

sont souvent utilisées d’une fagcon complémentaire dans un méme algorithme :

— Seuillage des maxima en fonction de leur norme: mais il est difficile de définir un seuil sur la
norme séparant I'information du bruit quand le SNR est faible, et, de plus, nous avons montré

que ce seuillage est peu robuste.

— Chainage des contours puis seuillage en fonction de la longueur du contour: le chainage des
contours associés a I'information n’est pas réalisable facilement pour les exemples présentés car
les contours sont discontinus et ont de nombreux embranchements parasites quand le niveau

de bruit est élevé (i.e. "explosion” de la complexité algorithmique).

— Etude a travers les échelles de I’évolution de la norme d’un maximum ou d’un contour : I’étude
& travers les échelles est quasiment impossible étant donné le nombre de maxima parasites
quand le niveau de bruit est élevé, ou nécessite un pré-seuillage, ce qui nous renvoie au premier

point.

Pour chacune de ses variantes, le débruitage par ['utilisation de la norme nécessite un traitement
peu robuste face & un SNR faible. L’algorithme Angle I'TE est plus exploitable car il utilise des
zones de stabilité d’angle et non des points isolés. Il n’emploie I'information "maximum local” que
pour la reconstruction et ’extrapolation de la premiére échelle, c’est-a-dire lorsque la sélection est
déja effectuée. De plus, 'utilisation de ’angle nécessite beaucoup moins de connaissances a priori sur
I'image, si ce n’est le réglage des paramétres e, N et D qui peuvent étre fixés aux valeurs indiquées
précédemment, pour un grand nombre d’images et de niveaux de bruit. De plus, des variations
“raisonnables” de ces paramétres ont des effets peu significatifs sur I'image résultat, prouvant ainsi
leur robustesse.

Enfin, nous avons rappelé que 'information angle est plus robuste statistiquement que la norme.
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Pour toutes ces raisons, nous concluons a la validité de 'algorithme Angle ITFE et plus particulié-

rement dans le cas d’images trés dégradées.

2.4.5.2 Images d’angiographie

L’angiographie est une technique radiographique qui permet de visualiser les vaisseaux (sténose,
dilatation, aspect irrégulier) mais aussi les tumeurs qui sont souvent hyper vascularisées.

L’information prépondérante dans une image d’angiographie correspond donc aux contours des
vaisseaux. C’est pourquoi une approche par maxima d’ondelettes nous semble tout a fait adaptée
tant pour des applications de débruitage que de segmentation.

Nous présentons sur la figure 2.36 une image d’angiographie, ainsi que le résultat du débruitage
effectué par l'algorithme Angle ITFE avec une décomposition en 4 échelles et des paramétres £, NV
et D fixés aux valeurs définies par I’équation (2.21). Nous ne pouvons pas "mesurer” la qualité du
débruitage. En revanche, nous constatons sur I'image résultat que le bruit présent sous forme de
points parasites a été supprimé, alors que la structure des vaisseaux n’a pas été modifiée, et méme

"renforcée”.

F1G. 2.36 — Image d’angiographie : (a) Image originale (b) Image débruitée par 'information angle

multiéchelles

Puisque I'information recherchée dans ce type d’image est le contour des vaisseaux, nous affichons
sur les figures 2.37 et 2.38 les contours de 'image bruitée, ainsi que ceux sélectionnés par notre
algorithme, respectivement aux échelles 2 et 3.

On constate que les contours des vaisseaux sont difficilement détectables sur I'image originale.
De nombreuses lignes parasites sont présentes un peu partout dans 'image rendant une approche
immédiate d’extraction des vaisseaux quasiment impossible. Aprés sélection des maxima & angle
stable, un grand nombre de maxima parasites a été supprimé. Il est certain que quelques contours de
vaisseaux ont été interrompus, mais globalement, on peut estimer que 'image de contours "débruitée”
constitue une base trés intéressante pour un algorithme de segmentation des vaisseaux qui utiliserait

une approche contour multiéchelles.
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F1G. 2.37 — Image d’angiographie (échelle 2): (a) Image originale (b) Image débruitée par infor-

mation angle multiéchelles

2.5 Conclusion

Nous avons étudié durant ce second chapitre les décompositions en maxima d’ondelettes qui
permettent d’analyser localement la régularité d’une fonction. En utilisant la décomposition en
ondelettes non-décimée introduite dans le premier chapitre, Mallat a proposé une représentation
discréte riche en applications.

Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme de segmentation 1D qui s’appuie sur
les propriétés de propagation de ces maxima d’ondelettes. La méthode décrite repose sur deux procé-
dures de chainage, ce qui permet d’introduire une certaine robustesse. Cet algorithme a été appliqué
avec succes sur des signaux de radiocommunication permettant ainsi de séparer différentes zones
selon le trajet que le signal a effectué. Dans ce cas, notre algorithme constitue un pré-traitement
qui permet ensuite de faire des modélisations sur des zones homogénes. Ensuite, la segmentation
par maxima a été utilisée sur les signaux annexes de 'EEG. Nous avons dii introduire des ”a priori”
propres a ces signaux afin de définir une méthodologie qui permette d’extraire les coordonnées tem-
porelles des questions et des réponses. Les données extraites par notre méthode vont étre utilisées
pour analyser les représentations TF associées au signal EEG que nous calculerons a partir des
algorithmes introduits dans les chapitres suivants.

Dans un second temps, en s’appuyant sur le postulat que I'information, méme bruitée, conserve
un angle de gradient stable, alors que angle du bruit fluctue, nous avons défini une technique
de discrimination dans I'image gradient plus robuste que 'utilisation de la norme. L’extension au
gradient multiéchelles nous a permis de concevoir un algorithme de débruitage qui étudie plusieurs
bandes de fréquence a travers 'information contour. L’application de cet algorithme sur des images
trés bruitées a montré 'efficacité de notre méthode (par exemple sur les images d’angiographie).

Ce chapitre ne constitue qu’une infime partie des méthodes que I'on peut créer & partir de la

représentation en maxima d’ondelettes. Par exemple, nous pensons étendre différents algorithmes
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F1G. 2.38 — Image d’angiographie (échelle 3): (a) Image originale (b) Image débruitée par ['infor-

mation angle multiéchelles

de segmentation basés sur le gradient monoéchelle, que "on trouve dans la littérature, & la décom-
position multiéchelles et les généraliser pour des images couleurs.

Toutefois, comme nous ’avons déja précisé, un algorithme de segmentation 1D basé sur les
maxima d’ondelettes ne va étudier que les ruptures basses fréquences. Nous allons donc quitter le
domaine de ’analyse des courbes par représentation temps-échelles pour utiliser les décompositions
en ondelettes de Malvar qui correspondent & une transformée de Fourier a fenétres adaptatives.
Cette nouvelle représentation va nous permettre de définir des méthodes de partition qui étudient
les fluctuations d’un signal sur toute sa bande de fréquence, comme nous allons le voir dans le

chapitre suivant.
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Chapitre 3

Quelques algorithmes sur les ondelettes

de Malvar

3.1 Introduction

Nous allons étudier dans ce chapitre une famille particuliere d’ondelettes appelée ondelettes de
Malvar ou transformée trigonométrigue locale. Cette transformée, introduite par Coifman et Meyer
[31] & partir des textes de Malvar [71], consiste & appliquer une partition temporelle adaptée du
signal, grace a des fenétres réguliéres, puis a effectuer une analyse de Fourier sur chacun des segments.
On remarque que ce processus est inverse de celui utilisé lors d’une décomposition "classique” en
ondelettes qui effectue tout d’abord un filtrage adapté du signal, puis une analyse temporelle.

Les ondelettes de Malvar s’inscrivent dans le cadre général de ’analyse de Fourier a court terme,
donc des techniques temps-fréquence, et non temps-échelle. Grace aux ondelettes de Malvar, une
collection de décompositions trigonométriques locales est construite et la meilleure d’entre elles,
au sens d’un critére, peut étre sélectionnée a ’aide de l'algorithme Best-Basis proposé par Coif-
man et Wickerhauser [32]. Nous obtenons ainsi une analyse de Fourier a court terme orthogonale,
reconstructible, avec des fenétres de tailles et de régularités variables.

Durant ces derniéres années, les principaux champs d’applications de cette décomposition ont
été la compression! [97] [89] [55], la segmentation [95], [2], [3] [97] et plus récemment I’estimation
de la covariance de processus localement stationnaires [41],[40].

Nous proposons dans ce chapitre plusieurs évolutions tant sur le plan de ’algorithme de décom-
position que sur le choix de la meilleure base. Le but recherché est de définir, pour la classe des
signaux stationnaires par partie, une analyse trigonométrique locale pour laquelle les fenétres ont
une taille et une position adaptées au signal.

Dans un premier temps, nous faisons un rappel sur la décomposition en ondelettes de Malvar
telle qu’elle est définie dans [31], [5] et [96]. Puis nous proposons une variante de ’algorithme de
décomposition monodimensionnel, qui a la propriété d’étre non uniforme et optimale relativement
a une fonction de coiit. Cette décomposition s’appuie sur un algorithme de partition d’un axe qui

permet d’obtenir une segmentation non-uniforme avec une complexité minimale. Nous la proposons

1. On notera que le principe de segmentation temporelle puis d’analyse par base trigonométrique locale est présent

dans la méthode de compression JPEG.
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dans un cadre général afin de I"appliquer pour construire différentes bases non uniformes (ceci fera
I’objet du chapitre 5). Nous apportons quelques précisions sur son extension a la dimension 2. Enfin,
nous proposons une nouvelle méthode de sélection de la meilleure partition temporelle du signal.
Cette approche, similaire dans le principe a celle de Adak [1], adapte la partition du signal en
fonction des changements locaux du spectre. Une version 2D anisotropique est étudiée.

Dans ce chapitre et les suivants, nous proposons différentes méthodes tentant de représenter au
mieux l'information contenue dans un signal. Or ces différentes décompositions s’inscrivent dans
le cadre des représentations temps-fréquence, c’est-a-dire qu’elles permettent une représentation de
I’évolution de I'information a la fois en fonction du temps mais aussi des fréquences. Donc, pour
valider ou illustrer les méthodes appliquées sur des exemples, nous devons présenter 'image TF
associée a notre décomposition discréte. Pour construire cette image TF, nous allons utiliser les
boites d’Heisenberg. Nous rappelons en annexe le principe des boites d’Heisenberg.

Pour chaque nouvelle décomposition introduite dans notre mémoire, nous indiquerons les boites
d’Heisenberg associées aux éléments de base, ce qui nous permettra de calculer les différentes repré-
sentations TF, comme nous ’expliquons en annexe, et ainsi d’analyser et de comparer les résultats

obtenus.

3.2 Rappel sur les ondelettes de Malvar

3.2.1 Fenétrage

Nous présentons dans ce paragraphe la version discréte de la décomposition en ondelettes de
Malvar, nous nous plagons dans I’espace [%(Z). On se propose d’analyser un signal échantillonné
sur Z. L’analyse que nous effectuerons est du type temps-fréquence. Elle consiste a effectuer tout
d’abord une segmentation appropriée, puis une analyse de Fourier locale.

Soit la partition arbitraire de Z en intervalles adjacents vérifiant

Ulj:Zet I;N1; =0 pourVj#j', (3.1)
j

avec I; = [aj,a;41 — 1], j € Z, et a; — Foo quand j — Foo. On note lg; = a;41 — a; la taille
de l'intervalle I;.

Le signal n’est pas segmenté brutalement par des fonctions indicatrices définies sur [a;, a;41 — 1].
On préfere, pour éviter les effets de bord, utiliser des fenétres de segmentation w; qui soient régu-
lieres. Autour de chaque point de coupure a;, nous définissons une zone de recouvrement, nécessaire
pour construire des fenétres régulieres. Cette zone de recouvrement, notée «;, correspond a une
suite vérifiant a; > 0 et [; > a; + a;41. Afin de construire la fenétre w;, nous introduisons une

fonction de coupure, ou rampe, r(t) vérifiant les conditions suivantes [5]:

r(t):{OSitg—l

1sit>1

et,

P2(t) + ri(—t) = 1, Vt € Z. (3.2)

Nous représentons sur la figure 3.1 un exemple de fonction r(¢) vérifiant ces conditions.
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L L
- Qa

FiG. 3.1 — Une fonction "rampe” r(t/«)

A partir de la fonction de coupure r(t), les fenétres w; [t], de support [a; — o, a;41 + 0j41],

sont définies par [96]

r(t o ) site€la; —aj,a;+ a;]
Lsit€laj+aj,aj11 — aji]
(aJJrl ) sit € [aj41 — g1, @41 + @]

0sit€]-00,a; —a;]Ulajt1 + ajpr, +00]

w; [t] =

Nous présentons sur la figure 3.2 un exemple de fenétre w; [t]. On remarque que la fonction de
coupure r (t) et le paramétre o; vont régler la surface de recouvrement entre deux fenétres succes-
sives, et donc controler la régularité de la fenétre. On va pouvoir ainsi construire une multitude de
fenétres plus ou moins réguliéres. On peut trouver dans la littérature un certain nombre d’exemples

de fonctions de coupure r(t) (par exemple dans le livre de Wickerhauser [96]).

a; ata, a0, Ty G,
FiG. 3.2 — Une fonction de fenétrage w;

Le fenétrage par w; [t] de la fonction f sur Uintervalle /; va s’exprimer directement en terme
de la fonction de la coupure. Soit une fonction rampe r(t) et une fonction f € [*(7), alors la
projection de f sur un intervalle I; = [a; — o, a;11 + «] est définie par [5] (dans le cas d’une fenétre

a recouvrement constant a; = a = cst)

(T1,f) =r? (é) fltlEr (t _aaj) r (aja_ t) fl2a; —t]£r (t _Zﬂl) , (“H;_ t) f2aj —1].
(3.3)

On constate que quatre projections sont décrites dans I’équation (3.3) selon le signe "4 choisi.

Ces choix de signes dépendent de la polarité de la fonction analysante utilisée dans chaque intervalle
(par exemple, paire au début de Iintervalle, et impaire & la fin). lls se nomment "polarité de la

projection T7,”, ou "polarité de I;” et se notent (&, £) [5]. La polarité de la projection est importante
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lorsque 'on désire combiner les projections de deux intervalles adjacents. En particulier, si les

intervalles I; et I,y sont de polarités opposées en a;4; alors (de ’équation (3.2) ) [5]
TIJ + TIJ+1 = TIJUIJ+1 et TIJTIJ+1 = TIJ+1TIJ =0.

Nous reviendrons ultérieurement sur ce principe de polarité et de décomposition orthogonale.

3.2.2 Bases trigonométriques locales

Soit Trig, une fonction trigonométrique qui forme une base orthonormée de /> {0, lg; —1}. Trig
correspond a 'une des fonctions sinus/cosinus répertoriées par Rao et Yip comme, par exemple,
la transformée en cosinus discréte de type I (notée DCT-I) (nous indiquons entre parenthéses les

polarités aux deux extrémités de l'intervalle) [5]:

(DST = I) (—,—) = Trig,[t] = Esin lk%t] (3.4)

2
(DST —1V) (—,4) = Trigk[t]:dgsin
J

(DCT 1) (+,+) = Trig,[t] = %;: cos [klgit]

2
(DCT —1V) (+,—-) = Trigg[t] =, /ECOS
J

Nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 3 La famille {Trigk}0<k<lg est une famille orthonormée de 1> {O,Igj —1}
> J

Les transformées en cosinus et sinus discrétes se calculent & partir de ’algorithme FFT et possé-
dent donc une complexité algorithmique de 6 (N log, V). Ce sont ces transformées trigonométriques
qui vont constituer les éléments de base de la décomposition en ondelettes de Malvar. Les ondelettes
de Malvar sont construites a partir de la fenétre w; [t] et de 'une des quatre bases de sinus ou de

cosinus, introduites ci-dessus, par

b 1] = {w; [t] Trigy [t — a;]}, 0 < k <lg; —1.

3.2.3 Opérateur de repliement

En pratique, la décomposition d’une fonction f dans une des bases définies par les équations (3.4)
ne se calcule pas par ’évaluation de la corrélation entre la fonction étudiée et les éléments de base.
La fonction f, bornée sur [a; — o, a;41 + o, est transformée en une fonction réguliére, restreinte a
lintervalle [a;, a;4+1 — 1], puis projetée dans une base formée de fonctions cosinus ou sinus. Afin de
calculer la restriction de f a [a;,a;41 — 1], la zone de la fenétre correspondant au recouvrement est
repliée sur l'intervalle, autour des points de coupure, grace a un opérateur de repliement noté U.

Les opérateurs de repliement U, et adjoint U;J sont définis par [96]

r(aJT_t)f[t]_r(%)f[Qa]‘—t],siaj—oe<t<aj
Ua; F 1] = r(ﬂ)f[t]‘|‘7‘(aja_t)f[Qa]‘—t], sta; <t<a;+a (3.5)

O

f[t] sinon
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et,

P (i flel+r tmay f2a; —t],sia; —a<t<a;
UZ fi =< r(Z2) fi)—r (20) f[20; — 1], siaj <t <aj+a - (3.6)
f[t] sinon

On observe que Uz Uy, f [t] = Uy, Uz, f[t] = [ [t] pour tout ¢. Nous illustrons sur la figure 3.3 les
résultats des opérateurs Uy, et U;J dans le cas simple d’une fonction constante f = 1. Notons que les
définitions des opérateurs de repliement présentées dans les équations (3.5) et (3.6) correspondent
& des polarités particuliéres, mais que d’autres opérateurs peuvent étre définis en effectuant le

changement (4 <— —) dans les deux équations.

15

Fic. 3.3 — Applications des opérateurs de repliement U et adjoint U* sur une fonction constante

Soit 17, Popérateur de restriction défini par

e { [l sit€laj,ajyq — 1]

0 sinon

Alors, des définitions précédentes, on construit une transformée orthogonale qui restreint une
fonction f sur un intervalle tout en préservant la régularité. L’opérateur de restriction réguliere 77,

est défini par

TI]f = 11] Ua] Ua]+1 f7 (37)
et son adjoint
Ty f=U5U5 .10, 1. (3.8)

La projection est orthogonale si "opérateur de restriction a des polarités opposées aux deux
points extrémes a; et a;y1, ce qui est le cas si U, est défini, par exemple, par I’équation (3.5). On

peut visualiser sur la figure 3.4 les résultats des opérateurs Ty, et TI*J sur une fonction constante.

3.2.4 Base orthonormeée fenétrée

Une base fenétrée orthonormée de [* (Z) est définie dans le cas général & partir d’une base
périodique orthonormée {1} o n de I2[0, N = 1]. {@r} <oy €st étendu sur Z avec une symétrie

autour de —% et une antisymétrie autour de N — % par [6§]

87



Chapitre 3
Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar aprre

15 15

*

T

a_/ >a_/+l

| |
—t a a ajJraJ A~y A

o

J+1

FiG. 3.4 — Applications des opérateurs de restriction Ty, et adjoint TI*J sur une fonction constante

ek [1] site[0,N —1]

- ok [—1—1] site[-N,—1]
oKt = . (3.9)

—pr[2a — 1 —1] sit€fa,2N — 1]

— ok [2a + 1] sit€e[-2N,—N —1]
Nous avons alors le théoréme suivant :
Théoréme 4 La famille {Qﬁ]"k [t] = T7 @p [t — aj]} est une base orthogonale fenétrée de
! 0<k<lg; , jEZ

12(7) [68].

Ceci provient du fait que les fonctions {$y } <, respectent les polarités de I'opérateur de restric-
tion 77, : (+,).

Nous avons vu que les ondelettes de Malvar sont construites & partir de la fenétre w; [t] et de I'une
des quatre bases de sinus ou de cosinus introduites dans (3.4). Puisque la fonction cos {é(k + %)t}
a une extension naturelle symétrique autour de —% et antisymétrique autour de N — % alors d’aprés
le théoréme précédent nous pouvons construire une base d’ondelettes de Malvar a partir de la
transformée DCT-IV qui soit telle que?:

Théoréme 5 La suite {%}k [t] = TI*]\/%COS {é(l@ + )t - aj)} }O<k<lg ez’ est une base or-
> x5y ’

thonormée de 1*(7) [31].

Une seconde forme d’ondelettes de Malvar correspond a I’application alternée de sinus et de
cosinus par l'intermédiaire des transformées DST-1 et DCT-I, suivant que j est pair ou impair.
Les coefficients d’ondelette d; . dans la base de Malvar s’obtiennent alors par I'expression de T, f

dans la base formée par les fonctions cosinus ou sinus [96] :
dik = (f, 500 = (F, T7 Trigy [t = a]) = (T, f, Trig, [t — a]). (3.10)
En résumé, la décomposition en ondelettes de Malvar se calcule de la facon suivante :

L. calcul de T}, f en utilisant I'opérateur de repliement U, ,

2. Remarque : la polarité de 'opérateur TI*j dépend du choix de la fonction @. Dans 1’équation (3.9), nous avons
3
pouvons utiliser une fonction ayant une polarité inverse, comme la transformée DST IV, et dans ce cas on peut

présenté une définition de la fonction @ symétrique autour de —% et antisymétrique autour de N — mais nous

définir une base orthonormale en utilisant ’opérateur TIj & la place de TI*j dans le théoréme 4.
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2. projection de T7, f dans une des bases trigonométriques Trigj a l’aide d’un algorithme basé
sur la FFT.

A Dinverse, la reconstruction de f a partir de d; ;= (f, 9, 1) est effectuée par:

L. calcul de T}, f & partir des coefficients d;; par transformée trigonométrique inverse,
2. calcul de la projection TI*J Ty, f en utilisant I'opérateur de repliement adjoint U;J,

3. addition des différents TI*J 17, f afin de reconstruire le signal par f =3, TI*J T f

Dans le cadre des ondelettes de Malvar, la région TF correspondant & la concentration maximale

d’énergie de I’atome 1), est approximée par le bloc d’Heisenberg suivant

0.5 0.5 05 0.5
— o (k4 0.5) — 4 ——

a;,aiir — 1] X | (k+0.5)— —

Comme nous P"avons indiqué dans l'introduction de ce chapitre, cette définition nous permet
d’illustrer chaque décomposition discréte en ondelettes de Malvar d’un signal par une image TF.
Notons que cette définition est générale (intervalle [a;, a;41 — 1]) et peut donc étre utilisée pour une

décomposition dyadique ou non-uniforme.

3.2.5 Divisions successives et mellleure base

I1 est possible de calculer plusieurs transformées trigonométriques locales par divisions successives
des intervalles. On suppose que I’on commence par une partition du signal en un seul segment noté
I3 tel que 1§ = [0, N — 1]. Notons que nous ajoutons un indice au symbole I afin de faire apparaitre
I’échelle. Nous pouvons raffiner la partition en coupant le ou les segments par leur milieu. A I’échelle

[, les intervalles ont alors une taille égale & N2~! et sont définis par

I}:N{Q_lj, "G4+1) - } avec UII N —1] et]lﬂll/—@pouer;zéj

Nous notons S la partition de f avec des intervalles de taille 27 telle que
Sl: {Tllf7TIlf7"'7TIl f}7
0 1 ol_q

avec T f la restriction de la fonction f & l'intervalle I]l.
J
La généalogie du raffinement de la partition s’exprime dans I’équation I]l = Ié;'l U Ié;"_ll_l Aprés
séparation de l'intervalle I]l en deux fils IH'1 et Ié;"_ll_l, nous appliquons 'opérateur de repliement au
point médian (2_1 (] + %)) N. Nous effectuons cette opération pour [ = 1..L et j = 0.2 — 1. L
symbolise le nombre d’échelles de décomposition.

Deux types de repliement sont possibles durant le calcul récursif des échelles :

— le premier consiste & utiliser une zone d’influence constante pour toutes les échelles, c’est-a-dire

fixer oy = est,

— le second va faire varier la zone d’influence en fonction de I’échelle, ou plus précisément de la

taille des intervalles.
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Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de Wickerhauser [96].
De proche en proche, nous construisons une collection de partitions du signal que 'on peut
organiser en arbre (figure 3.5). Nous résumons la procédure permettant de calculer une échelle [ &

partir de I’échelle [ — 1 par

Sl = (UNQ—Z o Us_Nl o ...UN21—1+1) 51_1,
2~ ol

(3.11)
avec U,—; repliement de la fonction autour du point 27,

Par la suite, afin de simplifier les équations, nous remplacerons (UNz—l oUys o ...UN21_1+1)
21 -

par (=D, Léquation (3.11) s’écrit alors

S ==Y Us,_,. (3.12)

Fic. 3.5 — Arbre des dinisions temporelles successives

De la méme facon, on peut exprimer la partition a ’échelle [ — 1 & partir de la partition a ’échelle

[ par

S = (UJ*\fz—l oUgz 0..U” 21—1+1) Si
2! N ol
= (I_I)U*S[.

Si I’on applique sur chacun des intervalles construits & partir de I’équation (3.12),’une des décom-
positions trigonométriques introduites dans I’équation (3.4) et correspondant aux polarités choisies
pour TIJl , nous obtenons une collection de bases trigonométriques locales {¢§7k}0§l<L,0§j<2l,0§k<N2—l
définie par

[0 = Trig, [t — 271N

D’aprés le théoréme 4, puisque les restrictions et les fonctions analysantes sont de mémes polari-
tés, les bases ainsi construites sont orthogonales. Plus précisément, si on note W]l le sous-espace fermé
de [2[0, N — 1] généré par la base orthonormée {¢lvk}0<k<N2—l7
I’ensemble des sous-arbres pour lesquels chaque noeud a 0 ou 2 fils et soit A ’ensemble des indices
{j~: 15, }, correspondant a un arbre admissible alors du théoréme 4 Plo,N-1]=WwW = @(j’l)eAW;.

si on appelle arbre binaire admissible

Puisque nous avons une collection de bases, il faut sélectionner la base qui est optimale pour la
représentation du signal. Pour cela, on définit une fonction de coiit € qui évalue la qualité d’une
décomposition. £ associe au vecteur des coefficients d’ondelettes, une valeur réelle quantifiant le cotit

d’information. On pose généralement que ¢ vérifie la condition d’additivité suivante :

Définition 2 Une fonction de coit € d’une séquence {xp} vers R est appelée fonction de codt

additive s £(0) = 0 et e({zx}) = X e(zr) [32].
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Si nous notons Ba la collection de bases, nous sélectionnons alors une base B € Ba qui est

minimale au sens de la fonction de cott <.

Deéfinition 3 La meilleure base relative a £ pour un vecteur f dans une collection de bases Ba est
telle que e(B* f) est minimum, avec B* € Ba [32].

La méthode la plus intuitive pour déterminer la meilleure base serait de mesurer le cott de
toutes les bases, puis de sélectionner celle qui correspond au minimum. Toutefois, la complexité
algorithme de cette procédure va croitre d’une maniére importante, lorsque le nombre d’échelles
augmente. Dans le cadre des ondelettes de Malvar, comme pour les paquets d’ondelettes, nous
déterminons la meilleure base avec un algorithme de complexité n en utilisant la généalogie du
raffinement (I]l = Ié;'l U Ié;"_ll_l) [32]. Nous évaluons tout d’abord le cotit de chaque projection de f
sur les différents intervalles. Puis le cott de chaque couple d’intervalles adjacents, formant un bloc
dyadique, est comparé au cott de I'intervalle résultant de leur union (le noeud pére dans I’arbre
binaire). Nous sélectionnons alors le ou les noeuds correspondant au minimum. De proche en proche,
cette méthode permet de choisir la meilleure base relative a la fonction de cott.

Concrétement, I’algorithme de recherche de meilleure base introduit par Coifman et Wickerhauser

se définit de la facon suivante [32]:

Soit B; la base au noeud d’indice (I, j) de la dcomposition et correspondant I'intervalle I]l ;
soit A; la base choisie ce mme noeud et E]l le cot associ.

Aprs une initialisation par
L L L L . L
A7 = By et B = ¢(By), pour j = 0.2" — 1,

on applique rcursivement le processus suivant :
Pour [ variant de L 1
Pour j variant de 0 2! — 1
[ -1 _ pl-1 [— 1 _ -1
Si E2]‘|‘E2]+1 >€(B ) alorsA B tE (B )
-1 l [— 1 [
sulonA A2]UA2]+1 et E E2]+E2]+1

Cet algorithme permet de sélectionner la meilleure base au sens de la fonction de cout ¢ [32].

3.2.6 Extension a la dimension 2 des ondelettes de Malvar
Un élément de la base de Fourier 2D est le produit tensoriel de 2 éléments de dimension 1:

ezmiz — 2mitién o 2mitaéa

Done, la transformée de Fourier discréte, et toutes les transformées trigonométriques comme la
DCT-I peuvent étre calculées pour la dimension 2, séparément dans chaque direction.

On peut effectuer une transformée trigonométrique locale 2D sur 4 plus petits sous blocs en
coupant d’abord 'image originale en 4 éléments, et en appliquant une transformée trigonométrique
sur chacun des éléments. Cette procédure peut étre appliquée récursivement afin d’obtenir une

décomposition en des blocs de plus en plus petits.
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BlD Bll BZD le B24 st
BY B* | B% | B% | B
—> —> -
. . By |B% [BY] B
BY Bl
B |BY, B | BYs
Echelle 0 Echelle 1 Echelle 2

Fic. 3.6 — Notations des sous-blocs utilisées dans le cadre de la décomposition en ondelettes de

Malvar

Afin de calculer la transformée en ondelettes de Malvar 2D, nous devons tout d’abord restreindre
le signal selon la direction x, puis selon la direction y, grace a opérateur T f défini dans le cas 1D.
Nous présentons sur la figure 3.6 les notations couramment utilisées dans le cadre de la décomposition
en ondelettes de Malvar. Chaque sous bloc est noté Bé avec [ indice d’échelle et j le numéro de la
projection. A chaque itération, les blocs se divisent en quatre, chacun des sous blocs ainsi construits

est numéroté dans le sens des aiguilles d’une montre :

{+1 {+1
Bl = B4] B4j-|—1
J Bl-l—l Bl-l—l
45+2 45+3

Nous notons S; la partition de f [z, ] avec des carrés de taille N27! x N2~ telle que

Formellement, le calcul de la partition a I’échelle [ & partir de ’échelle [ — 1 se résume par

S

(U;’_l o U%_l o "'Ugl_1+1) o (Ug_l o U:g_l o ---Uél—1+1)) 0851
2 {

2l 2

= =Ygy -YVygrsg .

L’opération inverse s’écrit

Sl—l :(1—1) [y O(l—l) U*xSl

Si I’on applique I'une des transformées trigonométriques locales définie par I’équation (3.4), selon
x et selon y, sur chaque bloc Bé, nous obtenons alors une collection de bases trigonométriques locales
2D. Nous illustrons sur la figure 3.7, I’arbre correspondant a une décomposition en ondelettes de

Malvar 2D sur 3 échelles.

AN
/7 \
78

T 1]

/
Fia. 3.7 — Décomposition en ondelettes de Malvar 2D sur 3 échelles
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L’algorithme de recherche de meilleure base 2D suit le méme principe que celui défini dans le cas
1D, avec pour seule différence, que ’on remarque sur la figure 3.7, que le nombre de fils pour chaque
noeud n’est plus de 2 mais égal a 4. Lors de la recherche de la meilleure projection, nous comparons
donc le cotit des 4 sous blocs adjacents, formant un bloc dyadique, au cott du carré résultant de

leurs unions (le noeud pére dans I’arbre binaire).

3.3 Une décomposition optimale et non-uniforme

La décomposition en ondelettes de Malvar présentée ci-dessus a le défaut de ne pas étre invariante

par translation, c’est-a-dire qu’elle ne vérifie pas I’équation suivante
f) = (1t = B) = djk(t) = djr(t = 5).

De plus, ’arbre binaire associé aux ondelettes de Malvar correspond & une partition dyadique
uniforme du signal, c’est-a-dire que chaque intervalle vérifie I]l =N {Q_Ij, 2_l(j +1) - %} Il ne
permet donc pas d’examiner toutes les segmentations possibles avec des intervalles de taille égale a
2= N, pour [ variant de 0 & L.

Nous présentons dans cette section un nouvel algorithme de décomposition en ondelettes de Mal-
var qui ne recherche pas uniquement la meilleure partition du signal dans la collection dyadique.
La décomposition que nous proposons n’est pas invariante par translation dans un sens strict, mais
invariante par translation de s277N points [15]. I. Cohen et al. ont exposé récemment un algo-
rithme permettant de calculer une décomposition en ondelette de Malvar invariante par translation
de 527N points [28]. Toutefois, cet algorithme n’est pas optimal relativement a la fonction de
colt car il sélectionne & chaque échelle la meilleure translation avant le calcul de I’échelle suivante
(afin de limiter la complexité de ’algorithme), et donc n’étudie qu’un certain nombre de transla-
tions possibles et donc de partitions. L’algorithme que nous proposons est optimal (sous certaines
contraintes) tout en conservant une complexité algorithmique "raisonnable”. Récemment, nous avons
pris connaissance d’un algorithme proposé par Xiong [98] dans le cadre d’une décomposition double
tree (nous reviendrons dans le dernier chapitre sur la définition de ’algorithme double tree) qui
permet d’obtenir une division de ’axe temporel non-uniforme optimale. La méthodologie est diffé-
rente mais la complexité est identique a notre méthode. Toutefois, elle ne propose pas de formalisme
récursif. Nous préciserons cette méthode a la fin de ce paragraphe.

La définition d’une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme nous oblige & introduire
un algorithme de partition permettant d’étudier toutes les divisions possibles d’un axe [0, N — 1],
avec des fenétres de tailles égales 4 27N avec 0 < [ < L, mais sous la contrainte que les intervalles
non adjacents sur ’axe ne fusionnent pas. En utilisant cet algorithme de partition avec des fonctions
¢ constituant une base de [2[0, N — 1], nous introduisons un cadre général de décomposition en
fonction ¢ non-uniforme. Cette généralisation sera utilisée dans le chapitre 5 pour définir de nouvelles

représentations

3.3.1 Partition non-uniforme d’un axe [0, N — 1]

Contrairement a la décomposition “classique” dyadique, nous commencons & I’échelle L la plus

fine, qui correspond au signal divisé en 2 segments, chacun de taille égale & 2=“N. Notons que
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I’algorithme de Cohen utilise cette méme initialisation. La partition du signal est alors définie par

1
— lis -1 /-
St,s=0 = {TIOL,5=of,T11L,5=of7...,TIZ)LL,Sjof} avec I" = N 2777+ 5,27 (j + 1) + s — N

Nous avons introduit un indice supplémentaire s dans les notations de S et I nous permettant
de prendre en considération une possible translation. Afin de simplifier le propos, les coordonnées,
comme par exemple 27'j + s, seront toujours exprimées, dans la suite du paragraphe, par rap-
port au référentiel original, et ne prendront pas en compte les changements de référentiel dus aux
translations.

Si nous appliquons l'opérateur de fusion "dyadique” U= * permettant de calculer Péchelle L —1

a partir de I’échelle L, nous obtenons la partition Sp_; o

SL—I,O —(L-1) U*SL,O = {TIL—l,of} ,
J 0<j<2k—1
qui correspond & la partition du signal en 2~1 intervalles de taille 271V,
Une autre division du signal, avec des intervalles de taille égale & 272N et 27F N | est possible
si le signal est translaté (rotation circulaire) de 27N points avant 'opération de fusion. Cette

segmentation est définie par

{T[N—Nz—L,N—1||0,N2—L—1]f} U {TIL—1,2—L f} .
J JO<j<2k-1-1
Toutefois, si 'on étudie le terme {T[N_NQ—L7N_1||O7N2—L_1]f}7 on constate qu’il correspond a
I'union de deux intervalles disjoints dans le signal original. Afin d’analyser le signal, nous appli-
quons, aprés fusion, une rotation de — N2~ points permettant de restaurer les positions temporelles

originales du signal. Cette rotation va nous contraindre a diviser I’ensemble
N-N2L N1 0,N27E —1

Pour cette raison, nous définissons un nouveau protocole de fusion pour lequel 'union entre le
premier et le deuxiéme intervalle n’est pas effectuée dans le cas d’une partition translatée. Nous
notons cet opérateur U*,;, avec bN le point de fusion non traité. En appliquant cette fusion parti-
culiére sur I'ensemble Sy o translaté de 27V points, nous obtenons la partition Sr_12-r définie

par
SL—1,2—L = (L_I)Uiz—L [Try-1 (S£.0)]s
= {TN[1—2—L71—%]]£7 TN[O,Q—L_%]][} U {TI]L—1,2—L f}jzo,,zL—l—z :

Dans I’expression précédente, 1rs (.) est un opérateur de rotation circulaire de sN points. Nous
indiquons sur la figure 3.8 les deux partitions Sz,_1,0 et S;_; 5-z ainsi calculées. On constate que les
ensembles 57,1 et Sp_; 5—1 correspondent aux noeuds péres? permettant de construire la totalité

des partitions constituées de segments de taille égale a 27VN et 27 L+ N,

3. Dans la suite du mémoire, nous utiliserons, par abus de langage, 'expression "I’ensemble S correspond aux
noeuds péres permettant de construire la totalité des partitions ....”. Cela signifie que les intervalles constituant
Pensemble S sont associés aux noeuds d’un arbre (pas forcément binaire) permettant de construire, comme Parbre

dyadique "classique”, une collection de partitions.
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2-L

-

fa/b/c/d/ e f/g/h\

-L+1
42—>

(a,byic,dy (e fy(g,h

SL—l,O SLfl,Z’L Tr o

/a ib,cp(d,ef (f,g? h}

1 Py (SLA,Q*L)

FiG. 3.8 — Fusion de Sy selon U™ et Ufz_L

Afin de pouvoir exprimer les partitions S; ; & toutes les échelles, nous construisons récursivement
un ensemble noté R; s qui correspond aux intervalles qui n’ont pas fusionné du fait des différentes

translations :

A
Rio = {0}
Rl 9—i-1 é TIl+1,of U TIl+1,o f
’ 0

2l+1 g

A (3.13)
Rl,s = Rl-l—l,s ) T[é‘l'lvsf

A
Rl75_|_2—l—1 = RH‘LSf U TIZ-H’S f

2+l fg=p—L g-l-1_o-L

et sil< L -1

On remarque que card(R; ;) = N2~ pour Vs € {Q_L, 2=t _ 2_L}. Nous illustrons ces différents
cas sur la figure 3.9. A partir de cette figure, nous apportons quelques précisions a la définition de

Rps:

1. Nous sommes dans le cas sans translation (s = 0 et Rj41 9 = {0}), tous les intervalles présents
& ’échelle [ 4+ 1 peuvent alors fusionner lors du calcul de ’échelle I, on en déduit donc que
Rio = {0}. Sur la figure, nous voyons que dans ce cas les intervalles a et b fusionnent ainsi

que c et d. Donc I'ensemble R, reste vide.

2. L’échelle [ + 1 correspond a une partition sans translation (s = 0 et Rjy10 = {0}) et nous

appliquons une translation de 27'=' N points avant le calcul de I’échelle I, alors la fusion entre

I(l)-H’O et I;l;ll’o_l (le premier et le dernier intervalle de la partition Sj1q o) est refusée, nous en

déduisons que Ry -1 = Tp41,0 f U Tpg10 f. Sur la figure, nous voyons que intervalle d est
! 0 ol+1_q
déplacé. Donc la fusion entre b et ¢ est effectuée, alors que a et d restent inchangés.

3. L’échelle [ 41 correspond & une partition avec translation, donc R4 s n’est pas vide et est de

taille 27'=1N. Si nous appliquons Iopérateur de fusion afin de calculer I’échelle I, nous avons
IH_LS
j

que la fusion entre c et d peut étre calculée. Mais, puisque la fusion entre a et e est interdite,

un nombre impair d’intervalles (précisément 271 — 1). Sur la figure 3.9, nous voyons
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il est évident que cette condition doit se transmettre & travers les échelles. Donc, 'intervalle
b ne peut pas fusionner avec (a e). Dans ce cas, 'ensemble R; ; est égal & 'ensemble Ry s,
plus la restriction du signal sur le premier intervalle de ’échelle précédente (intervalle b dans

Iexemple). Ceci implique que R;s = Rjyq1,sU TI(1)+1,S.

4. Enfin Péchelle [ + 1 correspond a une partition avec translation, et nous appliquons une
translation de 27" N points avant de calculer 1’échelle . Les deux premiers ensembles de

2-=1 N points ne devant pas fusionner sont Rit1,5f et Uintervalle déplacé Tpiq1s f (sur la

2l+1 -2
figure, cela correspond a l'intervalle d), donc Ry o-1-1 = Rip1,sf U T f.
2l+1 2
Eﬂ,s -‘,t{@}
U U, oTr

*********************************

Rf,O = {@} RI,TH = {Tféu,uf@ T1+1[| f} J?l.s‘ {&Hs (‘B IMS } RI)HZ’H = {TIM’S f(—BRHl,s‘}

21+1 1

FiG. 3.9 — Construction récursive des ensembles Ry s (symbolisés en grisé)

De I'équation (3.13), nous pouvons alors définir, a toutes les échelles [, les partitions S; ; par

5175 = Rl,s U {T l,sf}
I 7=0..21-1-8[,q] (3.14)

avec 0, = 1 si @ vrai.

2L=1 ensembles S) 5, avec s = 0..(2L=0 — 1)27L | définis par Uéquation (3.14)

correspondent a 'ensemble des noeuds péres permettant de construire toutes les combinaisons pos-

Proposition 6 Les

sibles de partition non-uniforme disjointe de [0, N — 1] avec des intervalles de taille variant de 27'N
a2"tN.

Une partition non-uniforme disjointe de [0, N — 1] signifie que si I'on note A® I’ensemble des
indices {j~,l,, }w correspondant & une des partition non-uniformes construite & partir des noeuds
associés & S alors U(N)GAS I]l«’s =[0,N —1], ﬂ(ﬂ)eAs I;’S = (. La preuve de cette proposition est
donnée en annexe.

Comme nous ’avons suggéré précédemment, il est évident que la condition de “non fusion”,
définie par I'opérateur U_;, doit se diffuser dans ’arbre aux échelles inférieures (quand [ décroit).
Par exemple, si la fusion entre Il et [h? ;41 est interdite a Iéchelle [, alors la fusion

11 l,s l,s l,s l,s —1,s —1,s
U{I Uz U, I]+3}:>I I

doit étre, elle-aussi, rejetée a I’échelle [ — 1.
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R, s se trouve toujours au début de I’ensemble S; ,;, donc l'interdiction de fusion s’applique soit

avec le premier intervalle 7' Le /, 87il n’y pas de translation, soit avec le dernier intervalle 7415 f,

2041 _2
si une translation est apphquee. Nous en déduisons la propriété suivante :
Oz, (RisUTpef) = Ris U Ty, o
(D77 pour Vb. (3.15)
U b ( AL fUR; 5) AL fURLS
2l+1_2 2l+1 2

De ces différentes propriétés et définitions, nous introduisons une seconde proposition qui permet

de construire de proche en proche la totalité des partitions non-uniformes du signal.

Proposition 7 Soit les 28——1

ensembles Siy1 s correspondant aux noeuds péres, a l'échelle | + 1,
avec s = 0..(2]:_1_1 — 1)2_L, permettant de construire toutes les combinaisons possibles de partitions
non-uniformes disjointes de [0, N — 1] avec des intervalles de taille variant de 27'"'N a 27N,

St on applique sur chacun des ensembles Sy, les deuxr projections suivantes

{ Sl,s =) U*Sl—l—l,s

! (3.16)
Sl,s-|—2—l+1 =0 Ui2—1+1 [Tr2—1+1 (Sl+1,s)]

0<s<2—i=19~-L
alors les 2= ensembles St sont les noeuds péres permettant de construire toutes les combi-

naisons possibles de partitions non-uniformes disjointes de [0, N — 1] avec des intervalles de taille
variant de 27'N a 27N,

La preuve de cette proposition est donnée en annexe.

Si 'on poursuit 'algorithme proposé dans la relation (3.16) jusqu’a I’échelle 1 (’échelle 0 cor-
respondant au signal original) nous déduisons de la proposition 7 que la totalité des partitions
comprenant des intervalles avec des tailles variant de 27N a N est calculée. Nous illustrons sur la

figure 3.10 I’arbre des partitions ainsi construit.

N /N

N X0

Fic. 3.10 — Arbre correspondant a | ‘ensemble des partitions du signal en intervalles de taille variant
de27F a1l

Notons que si nous considérons le cas ou 'intervalle I;’S est de polarités opposées a ses deux
extrémités pour 0 < [ < L, 0< s <2V —1,et0<j < 2Ht — 1 — ds>0] alors nous avons une
propriété supplémentaire a la proposition 7 concernant les ensembles 5; , :

Si on note A® I'ensemble des indices {j,, [, }w correspondant a une des partitions non-uniformes

construites a partir des noeuds associés & 5, alors f = @UJ)EASTI*Z’STIZVS]‘.
J J
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Ceci provient du fait que les intervalles I;’S sont de polarités opposées & leurs deux extrémités
et donc que deux intervalles adjacents dans la partition sont toujours orthogonaux. Cette condition
est respectée si en chaque nouveau point de coupure de 'algorithme, les polarités des repliements
sont opposées & droite et a gauche de ce nouveau point. Cette condition est importante car elle nous

permet de définir un fenétrage orthogonal et un algorithme de reconstruction.

3.3.2 Base ¢ fenétrée non-uniforme

Si on posséde une fonction ¢ telle que {¢y }; 7 soit une base de [2[0, N — 1] (nous ne posons pour
I'instant aucune autre contrainte sur ¢) alors, & partir de ’algorithme de partition non-uniforme
présenté dans le paragraphe précédent, on peut définir un algorithme de décomposition en fonction
o fenétrée non-uniforme.

En effet, si 'on applique la transformée en fonction ¢ sur chacun des intervalles I]l«’s € Sis
résultant de I’équation (3.16), nous obtenons alors une décomposition en fonction ¢ fenétrée non-
uniforme (les différents intervalles ne sont pas définis par I; = [jl;, ( + 1){; — 1]). De plus, on peut
constater que cette décomposition est invariante par translation de s2~N points. En effet, les 21
sous-arbres construits & partir de la relation (3.16) correspondent aux décompositions de toutes les
translations du signal de 527" NV points ( & I’exception de celles comprenant des intervalles disjoints).

Formellement, nous définissons une collection de bases de fonction ¢ fenétrée invariante par

translation de s2~% N points et non-uniforme par récurrence selon :

l,s A * 7. .
%‘,k [t] = {lez,s@k {t - (2 i+ S) N}} pour j =0..2' — 2,
(T*[ e [t = (1-27") ND sis=0
1

I+1,s I+1,s . -1 3.17
[(%Hl_m 1) g O (P05 1) QW] si0<s<2 | (3.17)

I+1,0 I+1,0 R
[( 0,k [t])si k< 2l+l ou (¢21+1—1,k_21+1 [t])si k22l+1:| sis=2

I+1,5—27t1 ) ( I+1,5—27t1 ) . -1
[(¢21+1_1,k [t] sl k<ol+! ou Qb21+1—2,k—2l [t] si k>2041 sis>2

>

l7
Wl LI

. P !
Nous faisons deux remarques sur la définition de ij’z :
?

— Puisque {¢x},c, est une base de [*[0, N — 1] alors {cpk {t — (Q_Ij + s) N}}k s est une base
€
de 1210,

— L’indice k varie selon le nombre de coefficients que ’on calcule lors de la transformation dans
la base ¢ de la fonction f restreinte a I'intervalle I;’S. Si, lors de cette transformée, il n’y a
pas de redondance, ni de perte, alors pour un intervalle I;’S k est tel que 0 < k < 2. Dans

le cas des partitions translatées le dernier intervalle est la réunion de deux sous-intervalles

(121 = I]l—l—ls UII—I—IS

de 0a2t —1 (nous avons bien toujours 2! coefficients). Ceci explique la notation

[(¢éj‘+115 I ])si k<2ttl (zb(l)—l—kl 521‘*1 [t ])si k221+1]

) chacun de taille 2"*'. Donc, dans ce cas, I'indice k varie deux fois”
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Les coeflicients dans la décomposition en fonction ¢ fenétrée non-uniforme vont alors étre calculés,

a I’échelle I, par:

l,s . l,s
dy = (FU). b 1)
271 (j4+1)N+sN—1
= Z (T[lysf [t]) Pk {t - (Q_Ij + 8) N} pour j = 0.20 9
t=N2-1j+Ns ’
SN Tpo [0} [t—(1-27)N] sis=0
t=N(1-27) \ "L}’ Pk
{+1,s I+1,s . i1
dl,s . |:(d21+1_17k)si k< 2i41 ou (d07k_21+1)si k221+1:| s1 0 < s <K 2
21,k

[+1,0 [+1,0 . -1
d.n ) ) ou (d ! ) ) sis=2
|:( 0,k 81 k<2t 21+1—1,k—21+1 sl k221+1

I+1,5—2—t-1 I+1,5—2—t-1 . —l-1
d..] ou (d,.;] sis>2
[( 20+1 -1 k 8i k<ol+l 2012 f—2i+1 J i k>2t+1 >

Si I’on pose la condition que ¢ posséde une base adjointe ¢* sur ([0, N — 1] telle que
k

alors on peut définir simplement un algorithme de reconstruction. Les termes T'1s f peuvent étre
J

calculés a partir des coefficients dé’z par application de la transformée adjointe avec la fonction

©*. Ensuite on calcule les termes TI*l,sTﬂvSf (correspondant & un déploiement de la fonction autour
g J
des points de coupure) grace a l'opérateur de repliement adjoint U*. Puisque les intervalles sont

compatibles nous pouvons reconstruire f a partir de la relation suivante: f = @(j’l)eASTI*LSTIz,Sf.
7 J
Enfin, si (¢k)gcpcn_y st une base périodique orthonormée de (* [0, N — 1] on étend cette base

a4 Z avec une symétrie autour de —1 et une antisymétrie autour de N — 1 suivant la relation (3.9).

Nous définissons alors une nouvelle collection de fonction QZ;:Z en substituant dans I’équation (3.17)

la fonction ¢y, par la fonction ¢. Si Th,. est un opérateur de restriction avec des polarités respectant
J

les propriétés de symétrie et antisymétrie de g, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 6 La suite 1%’2, 0<k<N2'—1,5=0.2"—1 est une base orthonormée de 1[20 N-1]

Plus généralement, nous avons le théoréme suivant
Théoréme 7 Si ' est une partition non-uniforme disjointe de [0, N — 1], alors
{{E;Z 1 eT,0< k< N2"}
forme une base de 1[207]\,_1].

Preuve

La preuve de ces théorémes est immédiate si I'on considére que, pour s fixé, la collection
{¢;:Z}j:0..21_1 définie par I’équation (3.17), correspond a I'une des collections de bases construite
lors de la décomposition dyadique en fonction ¢ fenétrée du signal f translaté de s points. Or,
nous savons que la décomposition selon la fonction ¢ fenétrée permet de définir une collection de

bases orthonormées de 1[20 N-1] Done si 'on applique cette décomposition sur le signal translaté de
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s points, puis que ’on sélectionne la base correspondant a T'r; {%’2} oy’ et que finalement on
) 7=0..2!—
applique une translation inverse de —s points, nous obtenons bien une base orthonormée de 1[20 N-1]
Nous avons ainsi défini un cadre général permettant de construire une multitude de bases ortho-
normeées de 1[207]\,_1] qui sont non-uniformes. Nous utiliserons dans le chapitre 5 les principes exposés
dans ce paragraphe pour définir des décompositions en paquets d’ondelettes non-uniformes. Mais
nous pouvons aussi définir simplement une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme :
De la méme facon que dans le cas dyadique, puisque la fonction cos {é(l@ + %)t} a une extension
naturelle symétrique autour de —% et antisymétrique autour de NV — % alors d’aprés le théoréme pré-
cédent nous pouvons construire une base d’ondelettes orthonormée de Malvar qui soit non-uniforme
en appliquant la transformée DCT-1V sur chaque intervalle I;’S. Ces fonctions d’ondelettes sont
définies en substituant dans ’équation (3.17) la fonction ¢y par cos {é(l@ + %)t} Notons que nous
pouvons construire d’autres bases d’ondelettes de Malvar non-uniformes en utilisant une transfor-
mée trigonométrique différente. La seule condition requise est que la polarité des opérateurs de

restriction soit adaptée au type de symétrie de la fonction trigonométrique.

3.3.3 Meilleure base et meilleure translation

Comme pour le cas dyadique uniforme, ’arbre construit a partir de la relation (3.16) correspond &
une collection de bases orthogonales (plus importante que pour une décomposition dyadique). Nous
devons sélectionner la base qui est minimale pour une fonction de cotit €. Le choix de cette base
va s’effectuer grace a algorithme Best-Basis de Coifman et Wickerhauser. Dans un premier temps,
nous allons sélectionner la meilleure projection pour chacune des translations. Nous appliquons
alors ’algorithme Best-Basis sur chacun des sous-arbres, et ensuite nous sélectionnons la meilleure

translation correspondant & 'arbre qui a le coat d’information le plus faible :

Soit Bé’s la base au noeud d’indice (I, j, s) de la dcomposition et correspondant I'intervalle
I]l ; soit A;’S la base choisie ce mme noeud et E;’S le cot associ.

Aprs une initialisation par

. 1 .
Af’s = B]L’S et E]L’S = aS(B]L’S)7 Pour s variant de 0 & 3 271 par pas de 27, pour j = 0..2" — 1,
on applique rcursivement le processus suivant :

Pour s variant de 0 % —2~k par pas de 2-L

Pour [ variant de L 1
Pour j variant de 0 2! — 1

. pal,s l,s —1,s I-1,s _ pl-1,s —1,5 —1,s
M —L1,s __ S S —L,s _ S S

Soit A* la meilleure base sur toutes les translations: A* = (Ag’s* tel que €(A8’S*) = minoss< N {s(Ag’s) })

Toutefois de nombreuses modifications sont & apporter a ’algorithme de recherche de meilleure
base afin de prendre en considération toutes les conditions et propriétés exposées précédemment.
Notons, tout d’abord, que les noeuds péres présents & une échelle [ ont un certain nombre de fils

communs (le nombre de noeuds est divisé par 2 lorsque [ — [ 4 1). Alors, afin de limiter le nombre
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de tests et d’évaluations de coiit, effectués lors de la recherche des meilleures projections, nous
modifions Palgorithme Best-Basis. A ’échelle [, seuls les noeuds éléments des translations comprises
dans P’intervalle {0, (2=~ 1)2_L} vont étre traités. En effet, tous les noeuds péres de I’échelle
[ — 1 et faisant partie des translations supérieures a 2=/2=L vont avoir des fils identiques & ceux
éléments des translations {0, (28—t - 1)2_L}. Ceci est une conséquence de la relation .S; ;511 =
Uiz—z—l [Try—1-1 (Si41,5)]-

Nous devons aussi modifier ’algorithme Best-Basis afin d’interdire la fusion entre le premier et
le second intervalle dyadique dans le cas des signaux translatés. Nous introduisons de la contrainte
de "non fusion” des deux intervalles dyadiques (opérateur U*;) un marqueur M ;’5 indiquant si une
fusion peut intervenir sur le 7€ noeud a I’échelle [ de la décomposition du signal translaté de s
points. On en déduit que:

l,s . i .
{Mz =1sis>2""1etj=0,1 (3.18)

j
! .
M = 0, sinon

Nous avons vu que cette condition de "non fusion” doit se diffuser dans D’arbre aux échelles
inférieures. Nous en déduisons alors la condition suivante sur ’arbre :
Ls _ 1 .o g gltl, I+1,
Mjs_lsl My} S—I—M2j+15>0. (3.19)
A partir des équations (3.18) et (3.19), nous déduisons alors I'algorithme Best-basis modifié

permettant de sélectionner, pour chacune des translations, la meilleure projection, tout en respectant

la structure temporelle du signal, et qui soit de complexité la plus faible possible :

Del variant de L — 1 1,
de s variant de 0 (QL_Z_l — 1)2_L par pas de 270,
de j variant de 0 2' — 1,

M =1
si (MQI;H’S + le;li’ls > 1) alors A;’S = AIQ—;I’S U Ag_}_’f
B} = By} + By
Al =Bl

8]
J

I 4l4+1,s {+1,s
sinon { AZM - A12-|];1 . Azli——lil
75 PR 75 75
By =Ey 7+ By

De s variant de 2L—1-12-L (QL_I — 1)2_L par pas de 271

de j variant de 0 2! — 1,

sinon si (Eé-;l’s + Eé}l__ll_’ls > €(Bl S)) alors { b 5(Bl’5)
i J

M =1
. . l I4+1,s—271—1 I4+1,5—2711
si 3 = 0,1 alors Aj’s =Try 1 {AO-I_ * S, Az—ll__l_l’s_l } ,

l,s _ pil+l,s—271-1 I4+1,5—2—1=1t
Ej = Iy + E21+1_1

lis _ pls
B = ¢(BY)

_9—l—-1 _o—i—1
sinon si (EH_I’S 2 + pltls—2 > €(B{’5)) alors {
J J

2j+1 2542 J
ls I+1,s—2—t-1 I+1,s—2—t-1

ls _ gsl41,5—2741 I+1,s—2—t-1
B = Eyih + Fajth

sinon
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Aprés I'application de 'algorithme de recherche de meilleure base ainsi définie, nous sélectionnons

la meilleure translation A* correspondant & ’arbre qui a le cotit d’information le plus faible :

A" = [ AS* tel que £(AY*") = min {e(Ag’s)}
0<s<

La projection sélectionnée est alors non uniforme et minimale* pour une fonction de cott «.

3.3.4 Complexité et extension 2D

La complexité algorithmique est 'un des problémes majeurs lorsque ’on construit des décom-
positions invariantes par translation. En effet, 'invariance nous oblige, en général, & calculer un
certain nombre de combinaisons qui peuvent vite faire “exploser” I"algorithme. Nous allons étudier
le cas de la décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme, mais un raisonnement analogue
peut étre effectué pour toutes bases ¢ fenétrées non-uniformes.

L’algorithme classique de décomposition en ondelettes de Malvar va requérir, pour le calcul de
I’échelle [, 2!=1 applications de I'opérateur U, et 2! transformées trigonométriques locales, chacune
sur un intervalle de % points (si N est la longueur du signal traité). La réalisation numérique
de l'opérateur U est d’une complexité négligeable. Seules les transformées trigonométriques sont
prises en compte dans le calcul de la complexité de l'algorithme. Le calcul d’une échelle a donc
une complexité égale a 6(2' (%log2 %), que 'on approxime généralement par #(N log, N). Une

décomposition en ondelettes de Malvar sur L échelles a donc une complexité vérifiant
OMaanr = O(LN 10g2 N)

Maintenant, si ’on désire calculer une transformée en ondelettes de Malvar sur L échelles qui
étudie toutes les partitions possibles sans aucune restriction (ni astuce) et qui soit minimale, nous
devons tout d’abord décomposer le signal original, puis décomposer son translaté de QKL points, etc,
jusqu’a décomposer son translaté de N — QKL points. 28 décompositions sont calculées, entrainant

alors une complexité 0;,,, telle que
Binva = 0(2FLN log, N).

Cette complexité va croitre d’une facon alarmante lorsque N et L augmentent, ce qui élimine
cette méthode. La solution proposée par Cohen est invariante par translation, et sélectionne a chaque
échelle la meilleure translation. En utilisant un algorithme qui débute par I’échelle L, comme il le

propose, cela permet de ne multiplier que par 2 la complexité par rapport a 'algorithme classique
Ocohen, = 0(2LN log, N).

Toutefois, comme nous ’avons dit, cet algorithme peut ne pas étre pleinement satisfaisant car il
n’est pas optimal et n’étudie pas ’ensemble des segmentations possibles.
L’algorithme que nous proposons permet d’étudier toutes les combinaisons de partitions. D’aprés

2L—l

la proposition (6), chaque échelle [ est constituée de ensembles. Si, dans un premier temps,

on ne se limite pas aux partitions respectant la structure temporelle du signal, le calcul de chaque

4. Elle est minimale pour I’ensemble des partitions qui respecte la structure temporelle du signal
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échelle requiert 27! N log, N opérations. Nous avons done une complexité Oy (MNU pour

Malvar Non Uniforme) définie par:

L
Orines = 0 (Z 21N log, N + Nlog, N) :
=1

La version finale de notre algorithme ne prend en compte que les intervalles qui sont adjacents
dans le signal. Donc, & chaque échelle, un certain nombre d’intervalles, symbolisés par R; ,, ne sont
plus modifiés et peuvent étre retirés des ensembles S; 5. Or nous avons vu que card(R; ;) = % pour
Vs € {2%7 % — QKL} Le calcul de chaque échelle requiert donc N log, N opérations pour S;g plus
(2L 1) (N - %) logy (N — %) opérations pour les 21! — 1 ensembles S, ,, avec s > 0. La complexité

totale de notre algorithme est alors égale a

L

N N

L1

Ovinuz =0 (Z ((2 —1)(N - ?) logy (N — ?)) + LN log, N) .
=1

Nous pouvons voir que le fait de se limiter aux partitions respectant la structure temporelle du

signal réduit d’une facon significative la complexité algorithmique. Nous illustrons ces différentes

complexités sur la figure 3.11.

14 . . ——
12}

10F

Complexité

Nombre déchelles de décomposition
Fia. 3.11 — Fvolution en fonction du nombre d’échelles de la complexité des différents algorithmes

avec un signal de 2048 pownts: Opraiper Complexité de la décomposition en ondelettes de Malvar,
Oinve Complexité de la décomposition en ondelettes de Malvar invariante par translation calculée par
décompositions successives du signal translaté, Opynyy Complexité de la décomposition en ondelettes
de Malvar non uniforme calculée a partir de la derniére échelle sans contrainte, Oprny2 Complexité
de la décomposition en ondelettes de Malvar non uniforme avec la contrainte de non fusion sur les

intervalles non adjacents

On constate sur cette figure que le calcul d’une décomposition en ondelettes de Malvar non
uniforme sans restriction temporelle sur les intervalles (6a7n171) présente une complexité qui évo-
lue d’une fagon sensiblement identique a celle de algorithme basé sur le calcul de la totalité des
translations (6;,.,). Alors que si 'on se limite & I’étude des partitions respectant la structure du si-
gnal original, 'accroissement de la complexité est beaucoup plus "raisonnable”, permettant d’utiliser

I’algorithme sur des grands signaux.
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Comme nous 'avons indiqué, Xiong [98] a proposé récemment un algorithme permettant d’ef-
fectuer une segmentation flexible de ’axe temporel. La méthodologie est différente et est basée sur

la programmation dynamique. Nous illustrons le principe de cet algorithme sur la figure 3.12.

0 2-1'.+I
. . ............. |::> Gagﬂaﬂt
>y —
0 2-Z Z-LH 0 Z-I.'H 2-1. +2-Z+I
L 4 g > %
.................... —— Gagnant
i PYAES Mm N -

Se 2

>
2-!. +2-I.+I

Fic. 3.12 — Principe de Ualgorithme de segmentation flexible de Xiong

L’algorithme débute en se focalisant sur les deux premiers petits intervalles de {0, No~b+1 1}
du signal. Il y a deux segmentations possibles dans ce cas, et celle qui présente le cotit le plus faible est
choisie. Ensuite 'algorithme étudie les trois premiers petits intervalles de {0, N2-L+t 4 N2~ 1} .
En utilisant le gagnant de la premiére comparaison, cet algorithme basé sur la programmation
dynamique n’a besoin de faire que trois comparaisons pour trouver les meilleurs intervalles sur

0, N2=L+1 1 N2~k _ 1|, Et lalgorithme se poursuit ainsi jusqu’a avoir étudié la totalité du signal.
On constate que le nombre de coupures & calculer, ainsi que le nombre de transformations & effectuer
sont identiques a notre algorithme: c’est-a-dire qu’un intervalle n’est jamais calculé deux fois ou
plus. Donc la complexité algorithmique est identique pour la méthode de Xiong et la nodtre. Une
premiére différence pourrait apparaitre si I’on mesure le cotit de stockage. En effet, dans I’algorithme
de Xiong, la comparaison "fils-pére” est effectuée au fur et & mesure de la décomposition, ce qui
évite de conserver en mémoire toutes les segmentations. Mais, puisque notre méthode débute a
I’échelle la plus fine, on peut aussi appliquer simultanément la division et "algorithme de recherche
de meilleure base modifié, ce qui nous permet ainsi d’avoir un cotit de stockage identique. La seule
différence entre ces deux algorithmes est dans leur définition. Cette différence de conception a

plusieurs conséquences, dont les deux principales sont :

— Nous présentons notre méthode non-uniforme avec des cotits additifs , mais puisque la totalité
des arbres est construite, on peut envisager d’autres cotits plus adaptés. L’algorithme de Xiong

nécessite forcément un cott additif.

— Notre méthode permet une formalisation générale récursive. Ceci se traduit notamment par

un "colit de programmation” trés réduit. Ce n’est pas le cas avec ’algorithme de Xiong.

L’adaptation des algorithmes non-uniformes a la dimension 2 est difficile car la complexité va
“exploser” . En effet le nombre de combinaisons va vite devenir incontrélable lorsque le nombre
d’échelles augmente. Nous avons représenté sur la figure 3.13 toutes les translations qu’il faudrait
effectuer pour calculer I’échelle 2 & partir de I’échelle 3, en considérant que L = 3. On constate
que méme ce premier calcul, qui dans le cas 1D présente une complexité de 2N log, N, entraine un
nombre de combinaisons trés et trop important. Donc, lorsque I augmente ’algorithme ne peut plus
étre utilisé dans des temps raisonnables, méme en n’étudiant que les partitions qui respectent la
structure spatiale de I'image d’origine. Pour ces raisons, nous n’avons pas généralisé I’algorithme aux

dimensions supérieures a un. Cependant, une généralisation & la dimension 2 des décompositions
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non-uniformes est possible si on relache la contrainte de recherche de base minimale absolue, en
ne cherchant plus qu’une base qui correspond & un minimum local de la fonction de cott. Nous

reviendrons sur cette solution dans le dernier chapitre consacré aux décompositions non-uniformes.

Tr Tr Tt TrTr Tr Tr Tr
¥ S 554 EES
Tr W

Tr
Tr W
Tr B
Tr W
Tr B
Tr W
Tr =

Fia. 3.13 — Translations a calculer pour exprimer Uéchelle 2 a partir de Uéchelle 3 dans une décom-

position 2D en ondelettes de Malvar non uniforme

3.3.5 Exemples et discussion

Afin d’illustrer les avantages de I’algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar non
uniforme, nous prenons comme premier exemple un signal qui met en échec 'algorithme classique

de décomposition. Ce signal est constitué de 3 atomes gaussiens temps-fréquence (TF) tel que

Al site 0,5 —1]

S(t)y=< BJt] site {%, % - } avec A, B,C' 3 atomes gaussiens TF.
CHsite | N-1]

Si I'on décompose ce signal avec algorithme dyadique, puis que I’on recherche la meilleure base
avec un cott entropique, la partition sélectionnée est le signal dans sa totalité car les points de
rupture délimitant les intervalles ne sont jamais étudiés avec 'algorithme dyadique. La décomposi-
tion non-uniforme proposée étudie des intervalles approchant mieux la structure du signal, et une
partition plus adaptée est sélectionnée lors de la recherche de la meilleure base. Nous indiquons
sur la figure 3.14a le signal original ainsi que sa représentation temps-fréquence théorique. La seg-
mentation sélectionnée par ’algorithme non-uniforme est présentée sur la figure 3.14b. On constate
que les 3 atomes sont détectés et mis en évidence. Nous pouvons alors, par exemple, calculer une
représentation temps-fréquence qui est presque optimale (figure 3.14b).

Nous construisons un second exemple a partir de six atomes TF d’enveloppe et de fréquence
variables. Ce signal se rapproche des données que I’on peut trouver en traitement de la parole. Nous
appellerons ce signal de test ”coif2”. La position des points de coupure est aléatoire. Nous indiquons
sur la figure 3.15a le signal original ainsi que sa représentation TF théorique (nous avions déja
introduit ce signal dans le premier chapitre). Nous appliquons ’algorithme dyadique et [’algorithme
non-uniforme avec une fonction de cotit entropique. La base sélectionnée par 'algorithme dyadique
correspond & une segmentation peu précise sur certains atomes (figure 3.15b). Ceci est di a la
position des deux derniers points de coupure (600 et 890) qui sont éloignés de positions dyadiques
et g’illustre parfaitement sur la représentation TF associée. Par exemple, une fenétre est a la fois

sur les 4°™€ et 5°M€éléments ce qui entraine dans la représentation TF la présence de fréquences
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F1G. 3.14 — 3 atomes gaussien : (a) Le signal original et sa représentation temps-fréquence théorique
(b) Au dessus, le signal segmenté par notre algorithme au dessous, la représentation temps-fréquence

calculée a partir du signal segmenté

aux mémes instants temporels, ce qui n’est pas le cas dans le signal. De plus, les découpages en de
nombreuses fenétres des 4°¢ et 57“éléments (400-800) dégradent la résolution fréquentielle.

La base sélectionnée par l'algorithme non-uniforme présente une segmentation plus proche de
la composition du signal (figure 3.15¢). Il en résulte une représentation TF presque optimale pour
la résolution en temps et en fréquence. On remarque une segmentation intempestive du premier
composant, due a la faible énergie de 'atome. Ceci dégrade quelque peu, pour cette zone, la résolu-
tion fréquentielle de la représentation TF. De plus, la fenétre correspondant a 'intervalle [400, 600]
empiéte sur le composant précédent ce qui fait apparaitre une ligne de faible énergie & la fréquence
0.3 sur U'intervalle [400, 600]. Toutefois, les composants principaux sont beaucoup mieux séparés et
donc analysés : la résolution fréquentielle est nettement supérieure a la décomposition dyadique. On
peut conclure alors sur la supériorité de I"algorithme non-uniforme.

Cet algorithme est concu pour minimiser une fonction de cotit. Nous présentons dans le tableau
3.1 le cotit entropique de la meilleure base sélectionnée par ’algorithme non-uniforme ainsi que le
cott de la décomposition classique de différents signaux audio (ces signaux sont fournis avec la
toolbox wavelab [90]). On constate que dans chaque cas la décomposition non-uniforme obtient un

cott inférieur & la décomposition classique. Ceci peut étre important dans un cadre de compression.

signal cout dyadique | cout non uniforme
"greasy" -14892540693 -15032644050
"Nation wide" -8494175 -8525861
"caruso" -11830980 -11889826
chant d’oiseau | -1466397729838 | -1466497485390

TaB. 3.1 — Codt des meilleures bases de réprésentation sélectionnées par la décomposition dyadique

et non uniforme pour des signauzr audios

Nous avons proposé un algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar non uniforme, qui

permet d’étudier toutes les partitions possibles d’un signal avec des tailles de fenétres minimales

106



Chapitre 3
aprre Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar

20 20 20
10 10 10
-1 -1 -1
2 2 L : 2 : ; i
200 4000 00 BDD 100D 0 2000 400 &0p o B00 1000 ] 200 4000 £0D 0 BOD 1000
Temps (5) Temps (5)
0 T 0. 0
0.4 ,;40.4- é{j_:{
. &) G i
g : g
s L ome ©
0 o il . A,

Iy - - : ;
200 400 600 8OO 1000 0 2000 400 e00  BOO 1000 ] 200400 &00 200 1000
Temps Temps (5) Temps (s)

(a) (b) (c)

F1G. 3.15 — Signal de test coif2 formé a partir de différents atomes temps-fréquence: (a) le signal
original et la représentation théorique TF, (b) le signal segmenté par l'algorithme dyadique et la
représentation T associée, (c) le signal segmenté par Ualgorithme non uniforme et la représentation

TF associée

fixées. Plus généralement, la méthode proposée permet de définir une procédure calculant les par-
titions non uniformes d’un axe. Nous utiliserons les principes exposés ci-dessus dans le cadre de la

décomposition en ondelettes de Meyer.
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Fic. 3.16 — Le signal “greasy” segmenté par Ualgorithme non-uniforme et la représentation TF

associée

Néanmoins, nous ne nous sommes intéressés qu’a un seul aspect du probléme: 'algorithme de
décomposition. Mais lorsque 'on calcule cette décomposition non-uniforme avec un coat entropique
sur des signaux réels, nous sommes en général confrontés & des phénomeénes de sur-segmentation.
En effet, la mesure entropique va étre trés sensible aux faibles variations du signal et si le signal
est bruité (méme légérement) le phénoméne est amplifié. La décomposition du signal audio "greasy”
prononcé par une femme (ce signal est fourni avec la Toolbox Wavelab de Standford) (figure 3.16)
illustre ce phénoméne : la meilleure base sélectionnée correspond & un découpage trés et trop fin du

signal, alors que nous voudrions obtenir une partition mettant en évidence les zones principales de
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stationnarité.

Il faut donc nous pencher maintenant sur le second aspect qui est la recherche de la meilleure
base, ou plus précisément la définition de la fonction de cotit €. Nous avons utilisé dans les exemples
précédents le critére entropique. D’autres mesures sont proposées dans la littérature, mais avec toutes
un point commun : elles étudient individuellement chaque intervalle en mesurant la concentration
de I’énergie ou la dispersion des coeflicients. Il nous a semblé intéressant, pour un algorithme de
recherche de partition optimale, d’essayer de mesurer plutot le degré de ressemblance entre deux
intervalles adjacents pour décider si 'on conserve ou non la coupure entre ces deux intervalles. Ceci

fait 'objet de la section suivante.

3.4 Recherche de partitions stationnaires par une mesure de dis-

tance spectrale

Adak a proposé récemment dans un rapport de 'université de Standford [1] un algorithme qui
sélectionne les partitions en fonction des changements dans le spectre. Nous proposons d’utiliser
un principe similaire mais avec une estimation plus robuste du spectre, ainsi qu’un post-traitement
recombinant les intervalles, permettant ainsi de définir une partition non uniforme [16]. Dans un
premier temps, nous devons construire une collection de partitions du signal avec un algorithme
de complexité limitée. Pour cela, nous utilisons la méthode de division récursive proposée dans le
cadre de la décomposition en ondelettes de Malvar et présentée précédemment. Aprés 'application
de l'algorithme de partition, nous avons & chaque échelle [, un ensemble .5; = (TIJZ f)jzo..zl—{ Nous
allons construire un arbre binaire des distances spectrales, permettant de mettre en évidence les

changements dans le spectre.

3.4.1 Arbre binaire des distances spectrales
3.4.1.1 Estimation du spectre

Afin de détecter les changements dans le spectre du processus, nous devons estimer, au préalable,
le spectre sur chacun des intervalles I ]l Notons que les distances spectrales sont toujours évaluées
entre les deux moitiés d’un bloc dyadique, c’est-a-dire, que pour chaque échelle [, nous calculons les
différences spectrales entre les intervalles I ; et I i+1- En conséquence, les deux intervalles comparés
ont le méme nombre de points. L’estimation du spectre peut donc s’effectuer sans concaténation de
zéros, qui introduit des oscillations parasites dans le spectre estimé.

De plus, afin de limiter les effets de bords, dus a la fenétre carrée de partition, nous divisons
le signal a laide de fenétres dont la transformée de Fourier a de faibles lobes secondaires. De
nombreuses fenétres réguliéres sont introduites dans la décomposition en ondelettes de Malvar (ces
fenétres permettent, de plus, d’obtenir une décomposition orthogonale). Le fenétrage du signal avec
des fenétres régulieres est calculé grace a l'opérateur T défini par I’équation (3.7).

Le spectre local FIJZ peut étre estimé sur chaque i]ntervalle I]l par le module au carré de la

transformée de Fourier )

1 _i27‘rf(t—laj)
P [€] = WZTIJlfe N/

l
teIJ
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Toutefois, cette estimation n’est pas robuste car le spectre est dégradé par des oscillations pa-
rasites dues a la variance du périodogramme. Nous proposons alors d’appliquer le post-traitement
proposé par Moulin pour 'estimation d’un spectre de puissance de processus aléatoire stationnaire
[75]. Moulin utilise le principe du seuillage de la transformée en ondelettes (étudié par Donoho
[36]) pour lisser le log-périodogramme. En effet, les oscillations parasites présentes dans le périodo-
gramme peuvent étre approximées par un processus gaussien lorsque 'on applique une transformée
logarithmique. Nous retrouvons le cas classique de mesures corrompues par un bruit blanc gaussien
additif tel que nous 'avons étudié dans le premier chapitre. La décomposition en ondelettes avec,
par exemple, des ondelettes de Daubechies, constitue une méthode trés efficace pour réduire ces
oscillations [36]. Aprés un calcul des coefficients d’ondelettes du log-périodogramme, un seuillage
est appliqué puis le spectre lissé est obtenu par transformée inverse en ondelettes. Formellement, le

lissage du spectre de puissance proposé par Moulin est défini par:

i27'rf(t—aj) 2
W>_1 . W) -
log FIJZ [g] = @) I(/\ O log ﬁ g tEIJl TIJl fe N2t

avec T la transformée en ondelettes discréte, W la transformée inverse et K, une fonction de seuillage

La difficulté est de définir la fonction de seuillage K, ou plus précisément le seuil A. On trouve
différentes propositions de seuils dans la littérature. Par exemple, Moulin [75] considére que I'ap-
proximation "bruit blanc gaussien” suffit et donc utilise 'estimation du seuil proposé par Donoho
que nous avons présenté au premier chapitre (équation 1.15). En revanche, Gao [46] propose un seuil
dépendant de ’échelle. Aprés des expérimentations numériques, I’approche consistant & utiliser une
simple estimation du seuil, telle que I’a définie Donoho, nous a semblé plus robuste.

Nous proposons d’étendre cette méthode de lissage du log-périodogramme en utilisant une trans-
formée en ondelettes non-décimée. Comme nous ’avons vu dans le premier chapitre, cette transfor-
mée redondante posséde de meilleures qualités de reconstruction pour des problémes de débruitage.
Le seuillage d’une décomposition orthogonale décimée fait apparaitre de nombreuses oscillations
parasites appelées par Coifman et al. "phénoméne pseudo-gibbs”. La redondance d’information pré-
sente dans une décomposition non décimée fait disparaitre ce phénoméne. Finalement, 'estimation

du log-périodogramme local, que nous proposons, est telle que:

i27'rf(t—aj) 2

—1 . -
log 7 [(] = W, o Ky oW, | log | |5 Siep Trfe 7 (3.20)

avec Wu la transformée en ondelettes discréte non décimée

Notons que nous pouvons utiliser une transformée trigonométrique a la place de la transformée
de Fourier, plus adaptée aux signaux fenétrés [73].
Bien que nous utilisons une décomposition non-décimée, nous avons choisi d’utiliser un seuillage

"soft” [36] dont nous rappelons la définition
K(z) = sgn(z) (|z| — A), avec oy = sup(a,0).

En effet, le log-périodogramme présente des pics trés importants, et le seuillage "hard” fait ap-

paraitre des discontinuités malgré la redondance d’information. Le niveau de bruit et le seuil sont
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estimés tels que nous ’avons proposé dans notre algorithme uwt mean dans le premier chapitre :

A = oy/2logy(N/2Y) avec 0 = MAD(wy)/0.6745

Nous illustrons sur la figure 3.17 le lissage d’un log-périodogramme d’un signal autorégressif

(AR) défini par:

(1 - 0.8ei”r0'62_1) (1 - O.Qeimo'?’z_l) Y, = b; avec by — %dO, 1)

[t} o1 02 03 04 0z
Frequency

[iK] FpQ ‘ 03 ba | 05 [t} o1 02 03 04 0z
requency Frequency

(a) (b) (c)

F1G. 3.17 - Log-périodogramme d’un AR : (a) théorique (b) Estimé par la méthode du périodogramme

(¢) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettes non-décimée

Nous pouvons voir sur la figure 3.17 que le débruitage par décomposition en ondelettes non-
décimée permet de lisser le log-périodogramme tout en conservant les informations principales.
Nous avons aussi concu une estimation du spectre & partir de la théorie des paquets d’ondelettes.
Mais n’étant pas encore complétement finalisée, cette méthode n’a pas permis d’obtenir des résultats
satisfaisants en terme de qualité de spectre estimé, nous ne développerons donc pas cette approche

dans ce mémoire.

3.4.1.2 Calcul de ’arbre des distances

Le calcul de ’arbre binaire des distances spectrales requiert une mesure de la distance entre
les spectres estimés des intervalles adjacents. On peut trouver dans la littérature de nombreuses
mesures de distance spectrale, notamment dans [7]. Aprés plusieurs expérimentations, nous avons
choisi deux distances spectrales qui nous ont semblé robustes et simples. La distance en norme L,
définie par:

D (Fg]  Fy

2541

) = |log iy, —log £y )

et la distance symétrisée de Kullback (modifiée pour n’avoir que des valeurs positives) définie

par:
Ly Ly = 5.
12] I2J+1 2 ) i=0 Fléj-l-l (5) FI%] (5)

De plus, nous pouvons utiliser les versions optimisées pour le gain définies par:

D (F F ):minD(F oF )
« Ié]’ Ié]+1 a>0 Ié]’ Ié]+1
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Les versions optimisées pour le gain permettent d’avoir une mesure qui n’est pas sensible a une
légére modification d’enveloppe mais "uniquement” a une modification des fréquences présentes dans
le signal.

Pour construire ’arbre des distances spectrales, nous calculons la différence spectrale entre les
deux moitiés d’un bloc dyadique. Puis chacune des mesures de distances va étre stockée dans les
noeuds d’un arbre binaire. L’arbre de distance est binaire car nous utilisons la décomposition dya-
dique, chaque distance aura donc deux distances "fils”.

Si Dé correspond au cott du noeud d’indice (7,1), il est alors défini par:
Di=D(Fu, F
=0 (P Py

Nous représentons sur la figure 3.18 arbre binaire des distances spectrales construit a partir

d’une partition récursive sur 3 échelles.

3
f
A
Y
k
i

Fic. 3.18 — Arbre des distances spectrales pour 3 échelles de décomposition

3.4.2 Choix de la meilleure partition
3.4.2.1 Algorithme d’élagage

Aprés le calcul de ’arbre des distances spectrales, nous utilisons un algorithme d’élagage afin de
fusionner les segments dyadiques pour lesquels le spectre est similaire. Afin de définir la partition
qui est optimale, nous recherchons, comme Adak [1], la base qui minimise la somme des distances

spectrales définie par:

C =Y D(F, F)
avec I'; le spectre local gauche d’un intervalle dyadique divisé et Fy le spectre local droit
(3.21)
A partir de la définition précédente, nous recherchons les intervalles qui ont une distance "intra-
intervalle”® minimale. Si cette distance "intra-intervalle” est minimale, on peut considérer que le
signal est stationnaire sur I'intervalle. La minimisation du cott défini par I’équation (3.21) permet
de sélectionner la partition qui correspond aux zones de stationnarité du signal.
On peut constater que cette fonction de coiit n’est pas additive car elle ne vérifie pas la condition
e({zr}) = Xpe(ar). Toutefois, si nous utilisons un algorithme similaire & celui proposé par Coifman

et Wickerhauser pour extraire la base optimale, défini de la facon suivante:

5. Nous appelons distance “intra-intervalle” la distance mesurée entre la partie droite et la partie gauche de I'in-

tervalle étudié
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Soit A; un booleen indiquant si la coupure correspondant au noeud d’indice (j,[) est slec-
tionne; soit E]l le cot associ, alors on applique rcursivement le processus suivant :
Pour [ variant de L — 2 0,
Pour j variant de 0 2 — 1,

I+1
27+1

Al =1
Si Dé > (Eé-]l'l + Eé}'—_ll_l) alors la partition entre ]é;'l et ]é;’_ll_l est accepte donc Bl El]-l-l B
i \Pey T
. . . AL =0
sinon nous rejetons la partition donc l] /

Nous pouvons facilement montrer que cet algorithme permet d’obtenir la partition minimale au
sens du cott défini dans I’équation (3.21) bien qu’il ne soit pas additif [1] [32]. Aprés application de
cet algorithme d’élagage, nous obtenons la segmentation la mieux adaptée au signal (sous I’hypothése
que le signal est "quasiment” stationnaire sur chaque intervalle de I’échelle la plus fine). Nous devons

ensuite appliquer un algorithme éliminant les points de coupure n’ayant pas de pére sélectionné :

Pour ! variant de 0 L — 1
Pour j variant de 0 2/ — 1

Si Aé = 0 alors Aé‘;l =0 et Alz-;_}_l =

Cependant, il faut s’interroger sur les problémes de sur-segmentation, c’est-a-dire une sélection
de fenétres trop petites par rapport aux zones de stationnarité du signal. En effet, si le signal est
stationnaire sur intervalle [0, N — 1], nous ne savons pas quelle peut étre ’évolution du cotit entre

la distance spectrale estimée sur ({07 % — 1} & {%, N — 1D et ses deux distances "fils” estimées

sur ({07 % — 1} & {%, % — 1D et ({%, % — } & {%, N — 1D Ces trois distances devraient étre
théoriquement nulles, mais nous sommes dans le cadre d’une estimation numérique, donc les dis-
tances vont étre proches de 0 sans I’égaliser du fait des erreurs d’estimation.

Nous avons constaté concrétement que notre algorithme ne sélectionne pas des segments trop
petits, car le biais du spectre estimé augmente quand la taille de ’intervalle décroit. Si, a ’échelle
[, Pintervalle I]l correspond & une zone stationnaire, alors les distances, du fait de I’accroissement
du biais, vérifient :

D < Dyt + Dlzﬁrl} < {DEJQ + Dt + Dyl + Ditla) -

Le point de coupure divisant l'intervalle I]l est donc rejeté. Nous illustrons sur la figure 3.19

I’accroissement de la distance spectrale pour un signal stationnaire lorsque la taille des intervalles

décroit.

3.4.2.2 Cas symétrique

Un cas particulier va mettre en échec ’algorithme de recherche de meilleure partition proposé:
le cas "symétrique”. Lorsque le signal a un comportement symétrique par rapport & un point de
coupure, alors la division en ce point n’est jamais sélectionnée par I’algorithme de recherche de

meilleure base, méme si le signal n’est pas stationnaire sur les parties droite et gauche de 'intervalle.
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Fic. 3.19 — Influence de la taille des intervalles sur la distance spectrale
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En effet, dans ce cas, les deux spectres estimés autour de ce point de symétrie sont identiques et la
distance est presque nulle. Nous illustrons notre propos par un exemple simple.

Nous considérons le modéle AR défini par:

A[z]Y; = by, pourt € {0,%—1}U {%,N—l}

Bz]Y; = by, pour t € {%,%— }

Ce signal est représenté sur la figure 3.20, ainsi que 'arbre des distances associé pour 3 échelles

de décompositions.

bR B s

S 1 e 180

CA@T YT BER)T T aw”

AR AR
‘)0.069‘ [0.056] [0.030] \0.057{\A
¥ ¥ 3 ¥ N 'Y

10,039 0039 | 0.042 | 0.037] 0,042 [0.018 | 0.030 | 0.028]

FiG. 3.20 — Exemple de signal AR symétrique par rapport a % et arbre des distances associ€ (Dis-

tance RMS). Nous indiquons en grisé les noeuds sélectionnés

Si nous analysons cet arbre des distances, nous notons que:

— La distance DJ est faible alors que le signal n’est pas stationnaire sur I3, mais il est symétrique

par rapport au point %

— Les distances (D]l)

sont grandes car le signal n’est pas stationnaire sur (1]1) S
7=0,1 7=0,1

— Les distances (D]Q) sont faibles car le signal est stationnaire sur (1]2) , mais la

J=0,1,2,3

j=0,1,2,3
somme Z?:o D? est supérieure & Df & cause de I'accroissement du biais.

, mais leurs

7=0..8

7=0..8

— Les distances (D;’) sont faibles car le signal est stationnaire sur (1]3)

sommes deux & deux sont supérieures a (D?) 4 & cause du biais.
5=0,1,2,3
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Done si 'on applique 'algorithme de recherche de meilleure base :

1. D]z < (D;’j + Dg’j_l_l) pour tout j, donc tous les points de partition a I’échelle 2 sont rejetés
et E]2 = D]Z7

2. D]l > (E%] + E22j+1) pour tout j, donc tous les points de partition a ’échelle 1 sont sélection-
nés et E]1 = (E%] + E22j-|-1)7

3. Comme le nombre de points de I} est supérieur a (1]3) alors DY < (E}+ E}) =

§=1,2,3,4
Z?:o D]Z et donc lalgorithme rejette la partition au point %

Aprés élimination des points de coupure qui n’ont pas de pére, I'algorithme de recherche de
meilleure base va donc sélectionner l'intervalle [0, N — 1] comme meilleure partition, pourtant le
signal n’est pas stationnaire sur cet intervalle.

Afin de pouvoir tenir compte de ce cas particulier, nous devons étudier précisément I’évolution
des mesures de distances selon trois cas de figures: le signal est stationnaire, non stationnaire ou
symétrique.

Si 'on étudie I’arbre présenté sur la figure 3.20, on remarque que "augmentation des distances
spectrales est faible quand elle est due au biais (augmentation d’environ 10%), alors qu’elle est trés
importante dans le cas "symétrique” (augmentation d’environ 1000%). Ceci se généralise & toutes
les expérimentations numériques que nous avons menées. Donc, pour traiter le cas "symétrique”,
nous allons étudier 'accroissement des distances spectrales entre deux échelles successives.

Si Dé > (Dé‘;l + Dé‘]"_}_l) alors nous déduisons que le signal n’est pas stationnaire sur I]l7 sinon

il existe deux possibilités:

— L’accroissement Dé = (Dé‘;l + Dlz—]l—jq) n’est pas trés important. Dans ce cas, on en déduit

que cet accroissement est dii au biais et donc que le signal est stationnaire sur I]l.

— L’accroissement Dé = (Dé‘;l + Déﬂq) est trés important. Dans ce cas, on en déduit que la

distance spectrale Dé est trés inférieure a (Dé‘;l + Dé—ﬁq) parce que le signal est symétrique

par rapport au point de coupure, mais il n’est pas stationnaire sur I]l. Il faut donc sélectionner

la coupure au point associé a Dé«.

A partir de ces constatations "empiriques”, nous en déduisons une nouvelle condition pour la

sélection des noeuds:

2541
alors le point de coupure entre Ié;'l et Ié;'f_ll_l est accepté et Aé« =1

. ! 141 141
Si oeDj < (DQj + D ) , avec a > 2 (3.22)

Cette condition est appliquée a tout ’arbre et permet la sélection des points de coupure quand
les deux intervalles sont symétriques mais non stationnaires. Pourtant, cette nouvelle condition ne
va pas entrainer la division d’intervalle stationnaire car a est choisi suffisamment grand (> 2).

Si nous reprenons 'exemple de la figure 3.20 avec aw = 2.5, nous avons 2.5x0.152 < [1.076 + 1.048],

le point de coupure % est donc sélectionné. La partition choisie, & savoir {0, % — 1} U {%, % — 1} U
{%, % — } U {%, N — 1} , est alors plus adaptée a la structure du signal. Pourtant cette partition
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n’est pas entiérement satisfaisante car 'utilisation d’un arbre dyadique nous oblige & sélectionner

3N .
et =

tionnées sont obligatoirement dyadiques. Pour supprimer cette contrainte, nous devons définir un

le point de coupure % pour retenir les noeuds correspondant a % les partitions sélec-

post-traitement recombinant certains intervalles.

3.4.2.3 Post-traitement

Avec la méthodologie présentée ci-dessus, le choix d’une segmentation correspondant aux zones
les plus stationnaires peut étre accompli avec une complexité (LN log, N), grace a 'utilisation d’un
arbre binaire. Toutefois le principe de 'arbre binaire et ’algorithme de recherche de la meilleure
partition, nous obligent, pour accepter un point de coupure & sélectionner tous ses noeuds péres.
Or ces derniers ne correspondent pas forcément & un changement local du spectre (nous ’avons
vu avec 'exemple du paragraphe précédent pour le point %) et ils doivent étre réétudiés afin de
déterminer g’ils correspondent & un changement local du spectre. Pour cela, nous proposons la
procédure suivante :

Nous collectons tout d’abord I’ensemble des points de coupure détectés par ’algorithme de re-

cherche de meilleure base. Ces points sont enregistrés dans un ensemble P = (p,), ., tel que:

P < Pp+1 et p, est la coordonnée d’un point de coupure sélectionné
avec po = 0 et prina = N
Nous appelons noeud "non terminal sélectionné” (NTS), un noeud d’indice (I, j) tel que:
L _ +1 +1
Aj=Tet Ayl + A0, >0
Si p, correspond a un noeud NTS | nous devons décider si le signal est stationnaire sur le support
[Pr—1, Pnt1 — 1], qui constitue la réunion des deux sous intervalles encadrant le point de coupure
pn. Toutefois, il faut construire un ensemble qui ait le méme nombre de points a droite et & gauche

de p, (pour que l'estimation des deux spectres se fasse sur un nombre de points identique). Pour

cela, un intervalle [, est défini par:

Ipn = [pn - min(|pn - pn—1| 9 |pn - pn—|—1|)7pn ‘|' min(|pn - pn—1| 9 |pn - pn+1|)[

De sa définition, I, a une taille qui correspond & une puissance de 2, et I’algorithme d’extraction
de zones stationnaires, que nous venons de proposer, peut donc étre appliqué sur le signal restreint
a Ip,. Ensuite, si le noeud pére de I’arbre ainsi calculé est sélectionné, nous acceptons le point de
coupure p,,, sinon nous le rejetons.

Afin d’illustrer ce post-traitement, nous reprenons ’exemple introduit dans le paragraphe précé-
dent (figure 3.20). Aprés I'application de I’algorithme de recherche de partition, prenant en compte
les cas symétriques, nous obtenions un ensemble P tel que:

T

N N 3N
P[0 YN ]

La coupure de coordonnées & correspond a un noeud NTS. Nous appliquons alors I"algorithme de

2
recherche de partition sur le signal restreint a {%, % — } . Nous illustrons sur la figure 3.21 le post-

traitement appliqué a cet exemple, ainsi que ’arbre des distances spectrales calculé. Nous constatons
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que le noeud pére correspondant au point de coordonnées % n’est pas sélectionné. La coupure en ce

point est alors rejetée, et la partition finale est définie par {0, % — 1} U {%, % — } U {%, N — 1},

correspondant ainsi a la structure du signal.

A € B(Z) > A

Partition dyadique

bRk

post-traitement

Fia. 3.21 — Hlustration du post-traitement sur un exemple AR

Le post-traitement va étre appliqué a tous les points de coupure associés & un noeud NTS.
Cela permet de construire une partition non uniforme adaptée au signal, mais toujours avec une

décomposition rattachée & un arbre binaire, afin de limiter la complexité de 'algorithme.

3.4.3 Applications 1D
3.4.3.1 Signaux de tests

Nous avons tout d’abord appliqué 'algorithme présenté ci-dessus sur le signal synthétique "coif2”
introduit dans la section précédente (figure 3.15a). La partition sélectionnée avec une décomposition
en 5 échelles, ainsi que la représentation TF correspondante, sont indiquées sur la figure 3.22. On
constate que le résultat respecte globalement les structures du signal. Si 'on compare ce résultat,
avec celui obtenu par 'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme (figure
3.15¢), nous voyons que 'algorithme basé sur I'arbre des distances obtient un résultat globalement
équivalent, avec simplement la disparition du phénomeéne de sur-segmentation présent sur le premier
atome. Mais cet exemple ne constitue pas l'illustration la plus flagrante de I'intérét de ’arbre des
distances. Ce sont les signaux réels qui vont mettre en évidence les différences avec le cotit entropique,
qui, nous le rappelons, provoque dans ce cas des phénoménes de sur-segmentation

Le second exemple est ’enregistrement du mot "Greasy”. Nous indiquons sur la figure 3.23a le
signal segmenté par notre algorithme, avec une décomposition en 5 échelles. La représentation TF
calculée avec la transformée pseudo Wigner-Ville lissée (SPWV) est présentée sur la figure 3.23b.
Comme nous ’avons déja mentionné, la transformée SPWYV nous fournit une représentation TF
précise et possédant de nombreuses qualités [44], nous permettant de considérer la représentation TF
de la figure 3.23b comme référence. Nous pouvons observer les différentes composantes fréquentielles
de <ea>, <s> et <y> (la composante <gr> est moins visible car son énergie est faible). La
représentation TF estimée & partir de notre algorithme est indiquée sur la figure 3.23c. Elle montre

les mémes composantes fréquentielles que la décomposition SPWV, avec une trés bonne résolution
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fréquentielle®. En prenant comme référence la représentation TF obtenue par transformée SPWV,
nous concluons que notre algorithme détecte correctement tous les points de rupture du spectre,
sans sur-segmentation, alors que l'algorithme de décomposition non-uniforme associé a un cott
entropique ne parvenait pas a extraire de larges zones stationnaires (figure 3.16). Enfin, il faut
noter que la transformée SWPV a une complexité algorithmique trés importante, alors que notre

algorithme permet d’obtenir la représentation TF rapidement.

3.4.3.2 Phonétique anglaise

Dans le cadre d'une collaboration avec le laboratoire de linguistique anglaise de la maison des
sciences humaines et sociales de Poitiers (UMS CNRS), nous avons étudié la potentialité d’algo-
rithmes basés sur la théorie des ondelettes pour un traitement automatique de certains problémes
de la phonétique anglaise. Dans ce mémoire nous avons choisi, pour illustrer notre propos, la problé-
matique de "’accent de mot” et plus particulierement ’accentuation des mots composés. En effet,
I’accentuation dans le cadre des mots composés permet de détecter le degré d’intégration entre les
composantes. Par exemple, si nous traduisons "black bird” par "corbeau” alors I’expression est consi-
dérée comme un seul mot et 'accent est placé sur le début de "black”. En revanche, si 'on traduit

cette expression par “oiseau noir” alors deux accents primaires sont placés sur le début des deux

6. La transformée de Fourier a fenétres a en principe la meilleure résolution si la taille des fenétres respecte

entiérement les zones de stationnarité d’un signal stationnaire par partie
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mots. Dans d’autres cas, comme "feather bed” (lit de plumes), I’expression a un seul sens, mais selon
le degré d’intégration, soit un seul accent primaire est placé au début de 'expression, soit ’accent
primaire est placé sur le second mot et un accent secondaire (accentuation plus faible) apparait sur
le premier mot. Une méthode automatique de détection de ’accentuation permettrait de classifier
les différentes expressions sur un important volume de données (les "linguistes” travaillent sur des
ensembles de données, dans ce cas de nature audio, appelés "corpus” qui peuvent contenir un nombre
trés important d’enregistrements) mais aussi d’étudier I’évolution de certaines expressions au cours
du temps.

L’objectif de notre méthode est de pouvoir étre utilisé avec des moyens matériels d’acquisition
raisonnables. Nous utilisons une chaine d’acquisition standard composée d’un micro de faible cout,
d’une carte son et d’un PC. 1l en résulte un signal audio dégradé. Nous proposons dans un premier
temps une méthode de débruitage utilisant a la fois "algorithme de partition et le seuillage de la

décomposition en ondelettes non-décimée présenté dans le premier chapitre.

3.4.3.2.1 Débruitage Le signal audio est dégradé par différents bruits (électriques, parasites
dus au micro ...) considérés comme stationnaires sur la totalité de I’enregistrement (il existe ensuite
des bruits dus & la prononciation mais nous n’abordons pas ici cet aspect du probléme). Afin de
restaurer les données, nous allons appliquer notre algorithme wwt mean, présenté dans le premier
chapitre, basé sur un seuillage d’'une décomposition en ondelettes non-décimée. Toutefois, nous
modifions ’algorithme tel qu’il est formulé dans le cadre général des bruits blancs ou corrélés pour
le spécialiser pour les enregistrements audio. Sachant que 'enregistrement comprend toujours a son
début une zone ot aucun son n’est enregistré (il se déroule quelques secondes entre le déclenchement
de l'acquisition et 'instant ot l'utilisateur parle), et puisque nous considérons que le bruit est
stationnaire, nous allons étudier I’évolution des coefficients d’ondelettes de ce segment particulier
qui ne contient pas d’information. Ceci permet d’établir un seuil pour la décomposition totale du
signal.

Afin d’extraire ce segment ne comprenant que du bruit, nous appliquons I'algorithme de par-
tition mais avec des paramétres imprécis (faible nombre d’échelle de décomposition, pas de post-
traitement). En effet, le bruit peut étre un obstacle a une partition "fine”, et nous ne cherchons a
extraire qu’un seul segment caractérisé pas une absence d’information.

Une fois la segmentation "grossiére” du signal sélectionnée, le premier intervalle de cette partition
est décomposé a laide de "algorithme non-décimé, et pour chacune des échelles, 'amplitude maxi-
male atteinte par les coeflicients dus au bruit est estimée. Ce sont ces valeurs qui vont constituer
les seuils de notre algorithme de débruitage.

Ensuite, nous décomposons 'enregistrement dans sa totalité par 'algorithme en ondelettes non-
décimé, nous appliquons un seuillage de type "soft” avec les seuils estimés a partir du premier
segment et nous reconstruisons.

Nous présentons sur la figure 3.24 un exemple de débruitage de 'enregistrement de 'expression
"feather bed” (signifiant ”lit de plumes”). Nous constatons sur la figure 3.24a que notre partition
“grossiére” permet d’extraire un segment ne contenant pas d’information. Les seuils sont estimés sur
cet intervalle. Le signal reconstruit & partir de la décomposition non-décimée seuillée est présenté

sur la figure 3.24b. On constate que la totalité du bruit présent sur la ligne de base, ainsi qu’autour
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des composantes, est supprimée. En revanche chacune des composantes du mot est conservée a

I'identique.

Nous présentons sur la figure 3.25 le débruitage de I’expression "nation wide”. Nous constatons sur
la figure 3.25a que le premier segment sélectionné ne contient pas d’information. Le signal reconstruit
a partir de la décomposition non-décimée seuillée est présenté sur la figure 3.25b. Nous constatons
que les différentes composantes de ’expression se dissocient plus facilement aprés débruitage: les
frontiéres entre la composante <tion> et ses deux voisines sont plus "marquées”. Cette qualité
apparait plus précisément si nous étudions avec une vue en zoom le second signal "nation wide”
débruité (figure 3.26).

Une fois ’enregistrement restauré, nous allons maintenant appliquer ’algorithme de partition

avec des parameétres plus précis afin d’étudier les différentes accentuations.
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3.4.3.2.2 Extraction de ou des accents de mots Dans cette partie, nous étudions trois

expressions :

— "black bird” qui signifie soit "oiseau noir” soit "corbeau”,

i

— "nation wide” qui signifie 7 & ’échelle nationale” et posséde plusieurs accentuations,

— "feather bed” qui signifie ”lit de plumes” et posséde plusieurs accentuations.

Pour chacune de ces expressions, nous avons enregistré a une fréquence de 22.5 Khz une version
“mots composés” et une version “deux mots”. Chaque enregistrement est décomposé sur 8 échelles
(une fenétre a l’échelle la plus fine a donc une durée de 5.8 ms). L’arbre des cotts est calculé &
partir d’une distance RMS optimisée pour le gain.

Une fois la partition optimale sélectionnée, nous établissons la représentation TF associée. Elle
permet d’étudier I’évolution des différentes fréquences présentes dans le signal audio. Enfin, pour
établir les différentes accentuations, nous calculons I’énergie associée & chacun des intervalles tem-
porels sélectionnés.

L’évolution de I’énergie dans le cas d’une représentation TF peut étre calculée en fonction du
temps ou des fréquences. Ces courbes correspondent aux densités marginales. Nous rappelons que
deux densités marginales peuvent étre calculées a partir d’une représentation TF. La premiére

correspond & I’évolution temporelle de I’énergie et se définit par:

Fr(t) = Z S¢(€,t) avec Sy la représentation TF du signal f.
3

La seconde correspond a I’évolution fréquentielle de I’énergie et se définit par:
Fe(€) =) S¢(&, 1)
i

Dans le cas présent, puisque la segmentation est temporelle, nous allons utiliser la marginale
Fr(t). L’étude de I’évolution de I’énergie au cours du temps nous permet de mettre en évidence les

différentes accentuations.
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L’expression "black bird” constitue notre premier exemple. L’expression a été enregistrée sous
ses deux formes ("corbeau” et "oiseau noir”). La figure 3.27 présente les partitions obtenues. 1l
apparait que les fréquences fondamentales sont quasiment identiques pour les deux versions, seule
la répartition de I’énergie évolue différemment.

La figure 3.28 illustre ’évolution de I’énergie au cours de enregistrement, calculée a partir
de la partition sélectionnée. Nous voyons apparaitre des différences importantes entre les deux
formulations, avec la présence de deux accents primaires dans "corbeau” et d’un seul dans "oiseau
noir”.

Le second exemple est 'expression “nation wide”. L’expression a été enregistrée sous ses deux
formes ("non intégrée” et "intégrée”). La figure 3.29 présente les partitions obtenues. On note des
différences sur la durée d’apparition de certaines fréquences. De plus, pour la premiére version
(correspondant a un accent primaire sur le second mot), certaines fréquences sont présentes pour
le mot "wide”, alors qu’elles sont invisibles dans la seconde version. En fait, ces fréquences existent

aussi pour la seconde version, mais sont associées a une énergie trés faible. [’accentuation a une
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influence trés importante pour ces fréquences ( fréquences telles que £ > 1000 Hz).

Nous indiquons sur la figure 3.30 I’évolution de I’énergie au cours de 'enregistrement calculée
& partir de la partition sélectionnée. Nous voyons la différence d’emplacement de ’accent primaire
selon le degré d’intégration. Nous voyons aussi apparaitre 'accent secondaire.

Le dernier exemple, I’expression “feather bed”, pose les limites d’une interprétation & partir sim-
plement d’une segmentation temporelle. En effet, certaines voyelles ou consonnes vont correspondre
de facon intrinséque & une énergie plus importante que d’autres, et ceci quelle que soit ’accentua-
tion. L’expression a été enregistrée sous ses deux formes ("non intégrée” et "intégrée”). La figure
3.31 présente les partitions obtenues. On constate que les différences sur le mot "feather” sont assez
minimes quelle que soit ’accentuation. La différence d’accentuation sur le mot "bed” n’apparait
essentiellement qu’au tout début du mot.

Nous indiquons sur la figure 3.32 I’évolution de I’énergie au cours de ’enregistrement calculée &
partir de la partition sélectionnée. Si les deux enregistrements sont traités en paralléle puis comparés,

la détection des différences d’intégration, et donc d’accentuation, peut se faire simplement car dans
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la version "intégrée”, le mot "bed” ne représente que trés peu d’énergie par rapport a la premiére.
En revanche, si le premier enregistrement est traité d’une fagon indépendante, il faut avoir recours
a des régles phonétiques pour détecter que ’accent primaire est placé sur le second mot et non sur
le premier. Nous proposons dans le chapitre suivant une décomposition reposant sur les paquets
d’ondelettes de Meyer. Cette technique nous permettra de mettre en évidence d’une facon plus
significative les différences existant entre les deux formulations de "feather bed”.

Ces quelques exemples ont montré la potentialité de ’algorithme de segmentation dans une étude
automatique de ’accentuation des mots en langue anglaise. Ils montrent aussi que ’on ne peut pas

se détacher d’hypothéses liées & la phonétique, sinon certaines conclusions peuvent étre erronées.

3.4.3.3 Application a 'EEG

Nous avons appliqué notre algorithme de partition sur les enregistrements EEG présentés dans
le chapitre 2. A partir de la partition sélectionnée, nous calculons la représentation TF associée

permettant ainsi d’étudier ’évolution des fréquences durant les différentes phases de 'expérimen-
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tation décrites dans le paragraphe 2.3.3.2 du chapitre 2 (repos, question, reflexion, réponse). Le
signal EEG ne se modélise pas forcément par des zones stationnaires. En effet, 'activité n’est a
aucun moment strictement stationnaire et subit en continu des fluctuations. Nous avons pu le vé-
rifier avec ’algorithme de partition qui a été mis en échec sur certaines zones “question-réponse”
étudiées, car quel que soit le nombre d’échelles de décomposition choisi aucune zone stationnaire
n’est sélectionnée. Dans ce cas, une approche avec 'algorithme de décomposition en ondelettes de
Malvar invariant proposé dans la premiére partie de ce chapitre est plus adaptée, mais au prix d’un
important découpage de I’axe temporel. Dans d’autres cas, des zones "globalement” stationnaires
peuvent étre extraites. Nous présentons ci-dessous quelques exemples.

Nous avons étudié localement le signal autour des phases de réflexion, & partir des repéres fournis
par les maxima d’ondelettes, méthode introduite au chapitre 2.

Nous présentons sur la figure 3.33 la segmentation du signal EEG enregistré sur la voie 17
autour d’une zone "question-réponse” (nous appellerons par la suite ce signal "EEG1”). L’étude
réalisée sur ’EEG se concentre sur I’analyse de I'information présente dans les bandes [4, 6]U[6, 8]U
[8,10] U [10, 12] et plus particuliérement sur le signal o qui a une fréquence moyenne d’environ 9
Hz. Nous voyons sur la représentation TF estimée que de I’énergie est présente dans ces bandes
jusqu’au début de la réflexion, puis elle disparait. Ces fréquences commencent a réapparaitre au
moment de la réponse pour ensuite se renforcer une fois le cycle terminé. Cet exemple illustre
parfaitement le phénoméne de désynchronisation des circuits neuronaux corticaux lors de la réflexion,
qui s’accompagne d’une baisse de I’énergie du signal notamment pour les bandes citées ci-dessus. Si
’on étudie plus particuliérement le signal o (autour de 9 Hz), on constate qu’il disparait au début

de la question pour réapparaitre aprés la réponse.
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F1G. 3.33 — Segmentation du signal FEG (voie 17,zone 2) dans une zone "question-réponse” et

représentation TF associée

Nous présentons sur les figures 3.34 et 3.35 la segmentation du signal EEG enregistré sur la
voie 9 autour de deux zones "question-réponse” (nous appellerons par la suite ces signaux "EEG2”
et "EEG3”). Tout d’abord, on remarque que le signal enregistré sur cette voie présente une énergie
beaucoup plus faible dans les zones de réflexion que celui de la voie 17. De plus, I’énergie se concentre
essentiellement autour du signal « dans la bande [8 — 12]. Sur ces deux figures, le comportement du
signal EEG est sensiblement identique : disparition du signal a & la fin de la question, zone instable

durant la réponse (ot I’énergie du signal se répartit sur un grand nombre de fréquences), puis reprise
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représentation TF associée

Les exemples présentés ci-dessus ont montré que 'algorithme de partition permet d’étudier I’évo-
lution du signal EEG dans les zones questions-réponses, et notamment le phénoméne de désynchro-
nisation. Toutefois, comme nous ’avons dit, il peut étre mis en échec dans certains cas, lorsqu’aucune
zone globalement stationnaire ne peut étre extraite du signal. A ce propos, nous avons remarqué
que les signaux issus de la voie 9 avaient un comportement globalement plus stationnaire que ceux
de la voie 17. Ceci s’est illustré dans les représentations TF, ot nous avons constaté que le signal de
la voie 9 peut se résumer a quelques fréquences principales qui apparaissent et disparaissent. Nous
en déduisons que ’étude simple du signal « peut se faire & partir de algorithme de partition basé
sur I’arbre des distances appliqué au signal issu de la voie 9. Mais, comme nous le verrons dans
le chapitre 4, une approche reposant sur un découpage de 'axe fréquentiel permet d’obtenir des
résultats équivalents, mais en étant moins sensible aux fluctuations du signal EEG.

Pour résumer, notre algorithme, basé sur la décomposition en ondelettes de Malvar, permet
une recherche rapide des partitions stationnaires d’un signal. La taille des fenétres est adaptée a

la proportion de changement dans le spectre du signal. Nous avons proposé un post-traitement
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permettant la construction de partition non uniforme. La représentation TF obtenue posséde une
haute résolution fréquentielle, puisque la taille des fenétres n’est pas constante mais adaptée aux
zones de stationnarité du signal.

Nous allons maintenant étendre ce principe d’arbre des distances & la dimension 2.

3.4.4 Extension a la dimension 2 de ’arbre des distances

Comme nous I"avons vu lors du rappel sur les ondelettes de Malvar, la généralisation a la di-
mension 2 des fonctions trigonométriques locales s’effectue par 'intermédiaire du produit tensoriel.
Cette décomposition se caractérise par la création de quatre noeuds fils & chaque étape de division.
Pourtant, cette représentation n’est pas adaptée pour une extension de ’arbre des distances spec-
trales & la dimension 2. En effet, il faut qu’a chaque étape de division, seulement deux nouveaux
blocs soient créés. Ainsi, nous pouvons évaluer, par l'intermédiaire d’une distance, la pertinence
de cette nouvelle coupure. La décomposition en ondelettes de Malvar 2D construit deux nouvelles
coupures par bloc & chaque projection sur une échelle plus fine. Nous devons modifier la métho-
dologie de décomposition afin de ne faire apparaitre qu’une seule coupure a chaque itération de
I’algorithme de décomposition. Pour cela, nous allons proposer un algorithme de décomposition

rapide anisotropique 2D en ondelettes de Malvar.

3.4.4.1 Deécomposition anisotropique en ondelettes de Malvar 2D

Nous pouvons trouver dans le livre de Wickerhauser Iillustration d’une décomposition en paquets
d’ondelettes anisotropique 2D [96]. Lors de cette décomposition, les projections correspondent cha-
cune & des directions différentes (horizontale ou verticale). Dans ce cas, les coefficients d’ondelettes
ne peuvent plus étre stockés dans un arbre binaire. Wickerhauser suggére d’organiser les coefficients
avec un arbre non-homogéne qui inclut différentes copies des mémes coefficients. Nous proposons
dans ce paragraphe un algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D ayant
une complexité minimum (notamment en évitant le calcul multiple de coefficients identiques). Nous
indiquons ensuite comment les différentes coupures peuvent étre "rangées” dans un arbre ot chaque

noeud posséde deux couples de deux fils.

3.4.4.1.1 Algorithme de décomposition La décomposition anisotropique va consister a di-
viser chaque bloc selon deux directions différentes : I’horizontale et la verticale. Nous illustrons sur
la figure 3.36 la division d’un bloc. Nous notons division H la division selon un axe horizontal et

division_V la division selon un axe vertical.

DivisiONsion_H
F

Fia. 3.36 — Diwvision d’un bloc dans la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D selon

deur directions

126



Chapitre 3
aprre Quelques algorithmes sur les ondelettes de Malvar

L’algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D va donc consister a
appliquer ces deux divisions sur chacun des sous-blocs & chacune des échelles. La principale différence
avec la décomposition classique est qu'’il existe plusieurs découpages pour une méme échelle (dans la
décomposition dyadique, ’échelle [ est caractérisée par un pavage de 'image avec des blocs de taille
{M M

2ty 9l
partitions vont étre calculées deux fois. Par exemple, en étudiant en détail les divisions permettant

}) Si ’on applique cette méthode de division sans aucune restriction, un certain nombre de

de passer de la premiére échelle a la seconde, nous constatons que deux des partitions obtenues sont

identiques (comme nous pouvons le voir sur la figure 3.37).

P10 P11
Divi si:m_/ an_ﬁ Division V w don H
A
P20 P2l 4+—» F21 P22

Fic. 3.37 — Décomposition de Uéchelle 1 vers léchelle 2

Afin de simplifier nos propos, nous introduisons une notation pour les différentes projections:
nous notons P s les différentes partitions. / correspond a 1’échelle étudiée, s I'indice de la projection
avec la contrainte suivante: P s correspond a une partition comprenant des rectangles de taille
{%, 2M} avec [N, M] taille de I'image de départ et s variant de 0 & [.

Nous remarquons sur la figure 3.37 que les opérations division_H (P o) et division_V (P 1) ob-
tiennent la méme partition. D’une fagon générale, nous pouvons dire que les opérations division_ H (P 5)
et division_V (P s41) vont donner la méme partition pour chaque échelle [ et indice s.

A chaque échelle [, nous avons [+1 partitions différentes. Puisque division_H (P, ) = division_V (P s41)
nous allons uniquement calculer, pour chaque partition, la division selon la direction verticale. Une
seule exception pour la partition d’indice 0 qui ne posséde pas de frére a sa gauche et qui doit donc
étre divisée selon une direction horizontale.

L’algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D se décline alors suivant :

Pour [ variant de 0 L — 1,
Pri1 0 = division H (P o),
Pour s variant de 0 L + 1 par pas de 2,
Pri1 2541 = divisionV (P 4),
pour s variant de 0 L + 2,

Appliquer une transforme trigonomtrique sur chaque rectangle Iment de P4 .

Nous illustrons ’algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D sur la
figure 3.38.

3.4.4.1.2 Organisation des distances [l nous faut maintenant préciser la généralisation a la

dimension 2 de ’arbre des distances introduit dans le cas du signal. Entre deux rectangles éléments
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Division_V Division H

Division_V V‘ivision_ﬁ wi‘vision_H

Division_V Dividion H Division H Dividon H

Fia. 3.38 — Algorithme de partition amisotropique 2D

d’une méme partition, nous pouvons calculer une distance spectrale mesurant leur similarité dans
Iespace fréquentiel. Nous introduirons dans le paragraphe suivant cette mesure. Au préalable, nous
devons proposer un formalisme pour chacun des sous-blocs afin de pouvoir expliciter 'organisation
de notre arbre des distances spectrales.

Nous avons présenté sur la figure 3.6 les notations couramment utilisées dans le cadre de la
décomposition en ondelettes de Malvar. Nous rappelons que chaque sous-bloc est noté Bé« avec [
indice d’échelle et j le numéro du bloc.

Dans le cas de la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique 2D, le probléme est plus
complexe car il existe plusieurs partitions par échelle, et chaque bloc n’est pas décomposé selon les
mémes directions. Nous devons donc introduire un indice supplémentaire s symbolisant le numéro
de la partition dont fait partie le bloc, et deux indices ¢, j indiquant la position du bloc dans le
pavage. Lorsque 'on découpe le pavage selon la direction verticale, le nombre de lignes dans le

pavage reste constant, donc l'indice ¢ des blocs ne change pas. Concrétement,

1.s Dwision V
, _

B | B B (3.23)

5,25 5,25 4+1
A Dinverse, lors d’une division selon I’horizontale c’est le nombre de colonne du pavage qui ne se

modifie pas, donc

B

1.s Diwvision H BH_LS-I_1
S =T [ ] (3.24)

2,] {+1,54+1
Baiti,

Nous indiquons sur la figure 3.39 l’illustration de ces notations. Si nous reprenons le principe
exposé dans le cas 1D, nous définissons un spectre 2D FZ{’; sur chacun des blocs Bi’; Puisque
nous avons des coupures horizontales et verticales, nous introduisons deux symboles: DH pour les
distances correspondant a des coupures horizontales, et DV pour des coupures verticales. Dans ce
cas, si nous avons une fonction D(.) mesurant ’écart entre deux spectres 2D, nous notons

l,s {+1,s {+1,s l,s {+1,s {+1,s
DHM‘ =D (in,j 7F22'_|_17]') et DVZ}] =D (Fz',2j 7Fi,2j-|—1) (3.25)

La figure 3.39 présente des exemples de notations de distances spectrales.
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By
B P -
0.0 01 _‘. DHon,bl -
Dy
T i
Division_V Division H Division V¥ Division H
F
32,05 g 200 o 21 A 21 : 21 B DE
a0r S01 | By B By 0l By ppi B [ N i 00 mne
: : 1DH 11 l DM - By
b D73 % o
. . . - DH
- - 1 g2l 0.l - I L0 mus
: : By i N " By 1

Fic. 3.39 — Notations des sous-blocs et des distances spectrales utilisées dans le cadre de la décom-

position en ondelettes de Malvar anisotropique

A partir des relations (3.23), (3.24) et (3.25), nous en déduisons que chaque distance spectrale
posséde deux fils correspondant a deux couples de distances. Dans chacun de ces couples, les deux
distances sont en concurrence. La figure 3.40 présente une illustration des relations existant entre

les distances spectrales de deux échelles successives. Sur cette figure nous avons pris comme exemple

un noeud pére associé a une division verticale entre deux blocs BZI»’; BZI»’; | La distance as-
2, 2,
., . . l
sociée & cette coupure se note DV /2 Lors de I’itération suivante, les deux blocs BZ; et BZ i1

, . . . . I
se décomposent suivant des dlrectlons horizontales et verticales. Pour le bloc Bi’;, nous avons les
2,

coupures suivantes

Division _V I+1,s I+1,s N 1 Ls
l = B Bt | a laquelle correspond la distance DV}
] Division H
= - %—’]1 1 | alaquelle correspond la distance DHI s+
Byt
2i+1,5

Les deux distances DVl ¥ et DHI +1 gont associées a 'un des deux noeuds fils de DV /2 , mais
elles sont en concurrence car redondantes. Il faudra définir une procédure de choix entre les deux.

N I .
De la méme facon, le bloc Bi’;_l_l se divise selon

Division 'V

_ {+1,s {+1,s
l = Bi5ihs Bighs | @ laquelle correspond la distance DV i
8 Lo [+1,5+1
7,5+1 Diviston  H B2i J+1 I,s+1

= Bttt a laquelle correspond la distance DH; "}

2041,5+1
. l,s l,s+1 . ., N
Les deux distances DV; 7, | et DH, ]Sj__l sont, elles aussi, associées a I'un des deux noeuds fils de

DV, i ¥ mais en concurrence. Toutes ces remarques sont illustrées sur la figure 3.40.

Il nous faut maintenant préciser ’estimation du spectre 2D ainsi que le calcul des distances.

3.4.4.2 Mesure de distances spectrales

Afin de détecter les Changements dans le spectre du processus, nous devons estimer, au préalable,

le spectre sur chacun des blocs BY. Comme pour la dimension 1, les distances spectrales sont

YR
évaluées entre deux blocs qui ont le méme nombre de points. L’estimation du spectre peut donc
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1.5 1]
BLJ' B

i.}'+1

/ ! \
Choix Choix

BE+L5+1 I4l,54]
[ ‘Bzcnu 7

I D Ls+l ‘D“Vif;-ll I fat) .1'5+1

Is
DV;‘.}'
s i i+l

241, 21, 241, I+ I
B:'.; i‘j B iil Béfl.]ffl B;-,EJH; Bi,;(;ﬂ:ﬂ-l Bé?l.sﬁll _
1+l I I I I 11 |+ :i

Fia. 3.40 — Construction de Uarbre des distances spectrales dans la décomposition en ondelettes de

Malvar anisotropique 2D

s’effectuer sans concaténation de zéros, qui introduirait des oscillations parasites dans le spectre

estimé.

De plus, les fenétres utilisées sont celles introduites dans la transformée de Malvar qui ont de

faibles lobes secondaires dans le domaine de Fourier.

Le spectre local FZI’]S peut étre estimé sur chaque bloc BZI»’; par le module au carré de la transformée
de Fourier 2D

» | | Lamen(rel) e (om) [
Fi,}‘ €, &) = W Z W Z TB;,Sfe N/2l=7 e M /2]

l,s l,s
tmeBi:J tyeBi:J

avec (wi:j, yf:j) coordonnées en haut a gauche du bloc Bi’; de taille {N/Ql_j7 M/QJ}

Toutefois, comme dans le cadre monodimensionnel, cette estimation n’est pas robuste car le
spectre est dégradé par des oscillations parasites dues a la variance du périodogramme. Nous propo-
sons de généraliser a la dimension 2 le post-traitement introduit par Moulin pour I’estimation d’un
spectre de puissance 1D [75]. En effet, puisque la transformée de Fourier 2D est séparable, nous ap-
proximons les oscillations parasites présentes dans le périodogramme 2D par un processus gaussien
2D lorsque 'on applique une transformée logarithmique. Nous retrouvons alors le cas classique de
mesures corrompues par un bruit blanc gaussien additif. La décomposition en ondelettes en deux
dimensions avec, par exemple, des ondelettes de Daubechies, constitue une méthode trés efficace

pour réduire ces oscillations [36].

Pour les mémes raisons que celles exprimées pour le signal (meilleures qualités de reconstruction)
nous proposons d’utiliser une transformée en ondelettes non-décimée (comme nous 1’avons présentée

dans le premier chapitre). L’estimation du log-périodogramme local 2D, que nous proposons, est
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telle que:

2
Z l,s T l,sf
I (2D)-1 . (2D) tyEB; T B
log F;¥ [€2, &) = e oKy ol log W > e Bl W omta (amal®)" i2mey (1y-00?)

%7 J
e Nj2t=) e M/[2)

(2D) . s e . .
avec Wu la transformée en ondelette discréte non-décimée en dimension 2

(3.26)

La méthode de débruitage utilisée est celle proposée dans le cadre de notre algorithme wwt mean.
K, correspond a un seuillage "soft” avec une estimation du niveau de bruit sur la premiére échelle
sur chacun des plans de la projection. Le seuil est alors I’extension aux décompositions non-décimées

de celui proposé par Donoho dans le cas 2D comme nous "avons introduit dans le premier chapitre :

@ _a N/2070 M2
AI/IO' \IQIOgQ( TT)

a=1,2,3
Afin de présenter quelques résultats de débruitage de spectre 2D, nous rappelons trés briévement

quelques notions sur les modéles autorégressifs en dimension 2 (AR2D). Nous avons choisi le modéle

quart de plan, c’est-a-dire que le signal se modélise par [100]

flesyl = Y almn] fle —m,y—n]+b[z,y]

(m,n)€S
avec S = {0<m<M,0<n<N,(m,n)#(0,0)} et a[m,n] les coefficients du modéle

Nous illustrons sur la figure 3.41 le modéle AR2D utilisé. Les coefficients du modéle, permettant

de calculer la valeur du pixel courant, vont ’appliquer sur la zone grisée symbolisant le passé.

Passé |~ . |

Pixel
courant

Fic. 3.41 — Modéle AR 2D quart de plan
D’une facon générale, les systémes AR2D vont s’écrire :

Aflz,y]=blz,y]

) ) 0 1 0
avec A = a11—|-a122’;1—|-61212’y_1—|-61222’;12’y_1...—|—a2']‘2’£,_12’1]/_1 et bz, y] — NP (( 0 ) ; [ 01 ])

Nous présentons sur la figure 3.42 le lissage d’un log-périodogramme d’un signal AR 2D défini

par:
1 0 0
0 12728 0 | flz,y]=0b[z,y].
0 0 081
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(a) (b) (c)

F1G. 3.42 — Log-périodogramme d’un AR 2D: (a) théorique (b) Estimé par la méthode du pério-
dogramme (c) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettes

non-décimée

Nous pouvons constater sur la figure 3.42 que le débruitage par décomposition en ondelettes non-
décimée 2D permet de lisser le log-périodogramme de 'image tout en conservant les informations
principales. Nous présentons sur la figure 3.43 le lissage d’un log-périodogramme d’un signal AR

2D plus complexe défini par:

[ 1 0 1.3106 0 0.6561
0.2557 0 0.3351 0 0.1677
—0.8729 0 —1.1441 0 —0.5727 | s[z,y]=b[z,y].
0.2071 0 0.2714 0 0.1359
0.6561 0 0.8599 0 0.4305
5] 4
4 2
i 0
u] -2
-2 -4
-4 -6
6 -8
0s 05

F1G. 3.43 — Log-périodogramme d’un AR 2D: (a) théorique (b) Estimé par la méthode du pério-
dogramme (c) Estimé par la méthode du périodogramme et débruité par la méthode en ondelettes
non-décimée

Comme pour ’exemple précédent, nous constatons que chacune des fréquences fondamentales

du signal 2D est conservée et que tous les pics parasites ont disparu.
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Ensuite, le calcul des différentes distances spectrales DHZ»Z’; et DVil’f s’effectue & partir du log-
périodogramme débruité et de I'extension a la dimension 2 des distances présentées dans le para-

graphe 3.4.1.2. Par exemple, si I'on choisit la distance en norme L, :

DHZ»I”; — log FBH'l’S — log FB1+1,S

21,3 2i+1,3

log FBHLS — log FB1+1,S

1,27 1,25+1

‘7175 —
7D 27] —
q

L’arbre des distances spectrales associé a une image comprenant deux AR 2D, 'un étant limité
par un carré au centre de l'image, est indiqué sur la figure 3.44. Nous avons entouré sur ’arbre les
distances qui possédent des noeuds fils de plus faibles valeurs. Nous constatons que ces distances

correspondent bien aux frontiéres limitant les différentes zones.

4 PO o PO
A \A \m
: : 'H I S P T
- s R T
:"E-“ QE.E- B e sa .
: H A I (SN e

&

- U o, Th--

B HE e 0
ol & s s wEkel Fmmeees
H B :,l--.;tl:ﬂ ) N CXCETE [
L e | e Hikeanaves

................

Fic. 3.44 — Arbre des distances spectrales as30Ci€ @ la décomposition d’une tmage composée de 2 AR

2D

Nous pouvons maintenant proposer un algorithme de recherche de meilleure partition a partir

de I'arbre des distances spectrales 2D.

3.4.4.3 Choix de la meilleure partition

L’algorithme de recherche de meilleure base 2D va utiliser les mémes principes que ceux exposés
dans le cas du signal. Cependant, un certain nombre de différences apparait étant donné la présence

de deux fils en concurrence a chaque noeud.

3.4.4.3.1 Cas symétrique Le cas particulier symétrique va aussi, dans le cas 2D, mettre en
échec lalgorithme de recherche de meilleure partition. Toutefois, comme pour le signal, on postule

que "augmentation des distances spectrales entre deux échelles successives est faible quand elle est
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due au biais, alors qu’elle est trés importante dans le cas "symétrique”. Nous allons donc étudier
I’accroissement des distances spectrales entre deux échelles successives.

Seulement un noeud a pour fils deux couples de distances et non simplement deux distances.
Pour remédier a cela, nous sélectionnons dans chaque couple "ils” la distance spectrale maximale :
en effet si I’accroissement est trés important dans 'une des deux directions cela veut dire que nous
sommes en présence d’un cas symétrique. En reprenant le modéle de I’équation (3.22), nous en

déduisons la condition suivante:

. l,s {+1,s {,s+1 {+1,s {+1,54+1
SiaDV;7 < (max (DVMJ‘ s DH;; ) + max (DVi,szvDHi,sz )) , avec o > 2

{+1,s ot BH—LS

alors la coupure verticale entre B;5; ioj41 est acceptée.

De la méme facon,

. l,s {+1,s {+1,54+1 {+1,s {+1,54+1
Si aDH;" < (max (DVQW s DH,/ ) + max (DV2i+1,jv DHy )) , avec o > 2
alors la coupure horizontale entre Bé‘;;’s et Béﬂ’ﬁj est acceptée.

Cette condition est appliquée a tout 'arbre. Elle permet la sélection des points de coupure, quand
les deux sous-blocs sont symétriques mais pas stationnaires et sans phénoméne de sur-segmentation

car « est choisi suffisamment grand (> 2).

3.4.4.3.2 Algorithme d’élagage Aprés le calcul de 'arbre des distances, nous utilisons un
algorithme d’élagage afin de fusionner les blocs pour lesquels le spectre est similaire. Comme dans

le cas 1D, la partition optimale est celle qui minimise la somme des distances spectrales définie par :

C: ZD(Fth)

avec I le spectre local gauche ou haut et Fy le spectre local droit ou bas

(3.27)

Suivant la définition précédente, nous recherchons les blocs qui ont une distance “intra-bloc”
minimale. Nous avons vu que 'on peut définir deux axes de partition: horizontal et vertical. La

distance "intra-bloc” est alors construite afin de ne pas privilégier une direction :

(D (Fhaut7 Fbas) +D (Fgauch67 Fdroit)) (328)

N | —

Dintra_B =

Si cette distance "intra-bloc” est minimale, on peut considérer que le signal 2D est presque
stationnaire sur le bloc.

Nous avons constaté que ’arbre n’est pas binaire, et que deux distances "fils” sont en concurrence
pour un méme noeud : il faut rejeter 'un des deux. Puisque nous recherchons la minimisation du
cott défini par I’équation (3.27), nous allons sélectionner la coupure "fils” qui posséde la distance
“intra__bloc” la plus faible et autre est rejetée.

Nous utilisons un algorithme similaire a celui proposé par Coifman et Wickerhauser pour extraire

la base optimale:

Soit Ahi»’; un booleen indiquant si la coupure horizontale correspondant au noeud d’indice
.o . . l .
(1,7, 5,1) est slectionne, soit Ehi’; Ie cot associ.

Soit AUZI»’; un booleen indiquant si la coupure verticale correspondant au noeud d’indice

(1,7, 5,1) est slectionne, soit Evi? le cot associ, on applique alors le processus suivant :
2,
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Pour [ variant de L — 2 0,
Pour s variant de 0 1,
Pour ¢ variant de 0 2° — 1,
Pour j variant de 0 27175 — 1,

) 1, I+1, 41,541 I+1, 41,541 .. )
Si DVMS > %(Evi,—;j - Ehi:;j s+ + Evi,—;j-lfl —I-Ehi:;j_i-ll_ ) alors la partition verticale

distance intra-bloc
Avt® =1

27

141,k 141,k .. 151, I+1,541
entre Bi,—;j et Bz’,—;j+1 est choisie donc Bl 1 ( Evi,—;]‘ s Ehi:;j s+ )

i T2 [+1,s I+1,5+1
+Evi,2j-|—1 + Ehi,2j-|—1
S

Sinon nous rejetons la partition donc AUZI»’] =0 et EUZI»’; = DUZZ»’;
Si (EUI»H’S > Eth’SH) alors Av/th* = 0 sinon AR/TL*T =

42 42 b2 42 choix entre les deux
. {+1,s {+1,54+1 +1,s . +1,s+1
Si (Evi,2j+1 > Ehi72j+1 ) alors Avi72j+1 = ( sinon Ahi,2j+1 =0

fils
Pour s variant de 1 [+ 1,
Pour i variant de 0 2°71 — 1,
Pour j variant de 0 2/7% — 1,
Si DHZ»I”; > % (Evl+1’s + FpltLstl + Evéji’li + Ehl+1’5+1) alors la partition verticale

24,5 24,5 J 2i+1,5
l,s
Ah” =1
[+1,s {+1,s .. 2,7
entre B! . et B, " . est choisie donc ’
24,7 241,75 ls _ 1 I+1,s 41,541 {+1,s {+1,54+1
Bhys =4 (Bop 1+ EREST + poltle 4+ BRiT

Sinon nous rejetons la partition donc Ahi»’; =0 et Ehi»’; = DUZZ»’;
Si (EUH'LS > Ehlﬂ’sﬂ) alors Avéj;’s = 0 sinon ARLTLSTL =9

26,g 26,7 26,y choix entre les deux
. {+1,s {+1,54+1 +1,s . +1,s+1
Si (EUQH_Lj > Eh2i+1,j ) alors AUQH_M = ( sinon Ah2i+1,j =0

fils

L’algorithme présenté ci-dessus permet d’obtenir la partition minimale au sens du cotit défini
dans I’équation (3.27) avec un cott "intra-bloc” défini par I’équation (3.28). Nous appliquons ensuite

un algorithme éliminant les points de coupure n’ayant pas de pére.

3.4.4.3.3 Post-traitement Comme pour le cas monodimensionnel, I'utilisation d’un arbre, qui
aprés sélection des fils devient binaire, et 'algorithme de recherche de meilleure partition nous
obligent, pour accepter un axe de coupure, & sélectionner tous les noeuds péres. Or ceux-ci ne
correspondent pas forcément a un changement local du spectre. Un post-traitement 2D doit donc
déterminer si toutes les coupures sélectionnées correspondent & un changement local du spectre.

La procédure 2D est différente de celle proposée dans le cadre du signal. En effet, certains axes
sélectionnés peuvent étre discontinus dans la partition finale car divisés en plusieurs petits segments
par des axes perpendiculaires. Donc, ce n’est plus 'axe de coupure complet qui doit étre étudié
localement pour déterminer s’il correspond & un changement dans le spectre mais chacun des petits
segments le constituant.

Pour cela, un maillage ne comprenant que des axes non interrompus (c’est-a-dire n’ayant sur leur
totalité aucun segment de division perpendiculaire) est construit a partir de la partition sélectionnée.

Nous décrivons rapidement la procédure permettant de construire ce maillage :

1. Nous initialisons le maillage avec les points terminaux des axes de coupure présents dans la
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partition.

2. Puis nous parcourons chacun de ces axes, et un noeud est ajouté au maillage pour chaque

intersection entre ’axe étudié et un segment perpendiculaire.

Nous illustrons sur la figure 3.45 la transformation d’une partition résultant de I’algorithme de

meilleure partition, constituée de 5 axes de divisions, en un maillage constitué de 9 segments.

® @ . .

FiG. 3.45 — Transformation de la partition sélectionnée en un maillage: (a) 5 aves de division

sélectionnés (b) maillage constitué de 9 segments

Le maillage est formalisé par un ensemble P = (p,),c, ol chaque élément p, correspond & un
noeud du maillage. Pour chaque élément p, nous stockons les coordonnées du point ainsi que les
quatre noeuds directement reliés & lui (ces noeuds voisins peuvent correspondre & I’élément vide).

Différentes opérations sont définies sur ces noeuds :

— (pn)” et (pn)¥ permettent d’obtenir les coordonnées (z,y) de 1’élément p,,,

— droite(p,) permet d’obtenir le noeud qui est a droite du noeud p,, et en suivant le méme

principe nous définissons les opérations gauche(p,,), haut(p,) et bas(p,).

A partir de ce formalisme, la procédure d’étude locale de chaque segment peut étre définie. Nous
construisons deux sous-blocs encadrant le segment étudié. Nous décidons ensuite si le signal 2D est
stationnaire sur la fenétre correspondant a la réunion des deux sous-blocs.

Toutefois, cette fenétre B,, doit avoir le méme nombre de points d’un coté et de l'autre du

segment. Elle est donc définie pour un axe horizontal par

By, = [(pn)", (droite(ps))”]

l (pn)¥ —min(|(ps,)¥ — (haut(p,))’|,|(pa)’ — (bas(pa))’|, ]
(pn)Y 4+ min([(p,)” — (haut(p,))’],[(p)" — (bas(pa))’|

,et pour un axe vertical par

B _ l (Pn)® — min(|(p,)" — (gauche(p, )", [(pn)” — (droite(p,))”|, ]
" (pn)” + min(|(p,)” — (gauche(p,))”|,|(pn)” — (droite(p,))”|
x [(pn)?, (bas(pn))’]

L’algorithme d’extraction de zones stationnaires est alors appliqué sur le signal 2D restreint

a B,,. Si le noeud pére de I’arbre ainsi calculé est sélectionné, nous acceptons 'axe de coupure
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. droite(p,,)| dans le cas horizontal, ou [p,, bas(p,,)] dans le cas vertical, associé & p,,, sinon nous
[P P : , bas(p : Puy

le rejetons.

3.4.4.4 Résultats 2D

F1G. 3.46 — Découpage d’une image constituée de deux AR2D: (a) Sélection par un cotit entropique
(b) sélection minimisant la distance "intra-bloc” sur une décomposition anisotropique (c) découpage

apreés post-traitement

F1G. 3.47 — Découpage d’une image constituée de modéles AR2D et d’atomes TF 2D : (a) Sélec-

tion par un cout entropique (b) sélection minimisant la distance "intra-bloc” sur une décomposition

anisotropique (c) découpage aprés post-traitement

Nous présentons sur les figures 3.46, 3.47 et 3.48, les partitions sélectionnées suivant un cofit
entropique, par la minimisation des distances "intra-bloc”, et aprés post-traitement. Ces trois images
sont constituées soit d’atomes TF et de modéles AR, soit de textures réelles.

Nous constatons tout d’abord sur les deux premiéres images que |’utilisation d’un cotit entro-
pique a pour conséquence un phénomeéne de sur-segmentation. En revanche, sur la troisiéme image
composée de textures réelles, certains objets sont trop découpés, d’autres ne sont pas détectés.

L’utilisation d’une mesure de distance spectrale permet d’obtenir une séparation plus globale
des différentes composantes de I'image, mais aussi une sélection de la base optimale plus robuste,

c’est-a-dire que, quel que soit le type d’information présent dans 'image, les différents résultats
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0
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F1G. 3.48 — Découpage de limage "texture5”: (a) Sélection par un codt entropique (b) sélection
minimusant la distance "intra-bloc” sur une décomposition anisotropique (c) découpage aprés post-

trattement

sont similaires. Le post-traitement proposé permet “d’affiner”” les résultats: aprés la suppression
des coupures qui ne sont pas classifiées comme correspondant a un changement local de spectre,
nous avons un découpage de I'image avec des blocs de tailles importantes (ceci est primordial si ’on
veut ensuite appliquer un second traitement) qui contiennent au maximum deux classes différentes
d’objets.

Il est certain que l'algorithme de décomposition en ondelettes de Malvar est limitatif lorsqu’il
est étendu & la dimension 2 car un découpage d’une image avec des rectangles est trop rigide et
ne permet pas de séparer parfaitement des objets de formes complexes. Toutefois, sa modification
par 'intermédiaire d’une décomposition anisotropique et d’une sélection par la minimisation des
distances fréquentielles "intra-bloc” apporte une amélioration sensible par rapport a la décomposition
originale et des différents cotits additifs proposés dans la littérature. Il faut envisager le découpage
sélectionné par ’arbre des distances comme une premiére étape, permettant de diviser une image
en blocs, chacun d’eux ne contenant plus que deux composantes différentes. Ensuite un second
traitement peut étre appliqué sur chacun de ces blocs permettant de séparer les deux composantes
(un simple test d’hypothése binaire : on peut utiliser un algorithme de segmentation classique sans
étre confronté au difficile probléme du nombre de classes).

Enfin, la méthodologie présentée dans ce paragraphe définit un cadre général d’algorithme de
prédécoupage d’une image. Il faut simplement posséder :

l,s

e I s
— Une caractéristique FZ’; associée a chaque bloc B;’;,
2, 2,

— Une distance D mesurant les différences entre les caractéristiques. D doit tendre vers 0 lorsque
deux sous-blocs sont presque identiques en terme d’information et doit étre croissante lorsque

le nombre de points diminue dans les deux blocs comparés.

Alors a partir de Palgorithme proposé, nous pouvons sélectionner le découpage correspondant

. . s e l,s
aux zones les plus "stationnaires” au sens de la caractéristique £}’
2,

7. Nous mettons le terme affiner entre guillemet car il est évident qu’un découpage d’une image avec des droites

horizontales et verticales ne peut pas étre trés fin.
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3.5 Conclusion

Nous avons étudié durant ce troisieme chapitre les décompositions en ondelettes de Malvar qui
permettent de définir une transformation de Fourier a court terme adaptative. Durant les deux
premiers chapitres, nous avions abordé la décomposition en ondelettes comme une base orthogo-
nale possédant des propriétés particuliéres ou permettant d’analyser un signal avec une approche
multirésolution. Avec la décomposition en ondelettes de Malvar, nous nous intéressons plus parti-
culiérement a sélectionner la meilleure représentation TF du signal, nous nous rapprochons ainsi
des méthodes TF classiques telles que le spectrogramme ou la transformée de Wigner-Ville. Les
chapitres suivants vont poursuivre dans cette méme voie.

Dans un premier temps, nous avons proposé un algorithme de découpage 1D non-uniforme nous
permettant de définir une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme. La méthode pro-
posée nous permet de fixer un cadre général de décomposition en fonction ¢p-non-uniforme, car,
comme nous allons le voir dans les deux derniers chapitres, I’axe temporel n’est pas le seul a pou-
voir étre découpé selon le formalisme présenté dans ce chapitre. Ce qui va nous amener vers une
décomposition entiérement non-uniforme conjointement dans le domaine temporel et fréquentiel.

Dans un second temps, nous avons remis en cause les différentes fonctions de cotit proposées
dans la littérature qui ne mesurent pas, selon nous, la pertinence d’une coupure. Afin de pouvoir
déterminer si une coupure permet de séparer deux composantes, nous avons introduit un arbre de
distances spectrales. Les applications sur des signaux EEG ou audio donnent des résultats pertinents
en terme d’information. L’extension a la dimension 2 de la méthodologie permet d’envisager diffé-
remment la décomposition en ondelettes de Malvar 2D. En effet, le découpage résultant correspond
a une partition globale de "image en blocs ne contenant au maximum que deux composantes. Ceci
nous permet d’imaginer une chaine de traitement robuste qui serait constituée de ce découpage,
puis d’un raffinement basé simplement sur un test d’hypothése binaire.

Ce chapitre, tout en ouvrant certaines pistes pour des recherches futures, illustre les limites de
la décomposition en ondelettes de Malvar 2D. Mais, comme nous "avons dit, I’axe temporel n’est
pas le seul & pouvoir étre découpé par des fenétres réguliéres. L’axe fréquentiel peut lui aussi étre
transformé suivant la méme méthodologie. Ceci nous conduit tout naturellement & la décomposi-
tion en paquets d’ondelettes, mais avec des ondelettes particuliéres : les ondelettes de Meyer. Nous

étudions cette nouvelle décomposition dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Construction d’une décomposition en

paquets d’ondelettes de Meyer

4.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre une méthode de calcul pour une décomposition en paquets
d’ondelettes de Meyer. Le point de départ de notre travail est ’étude de Kolaczyk menée dans
le cadre de la décomposition simple en ondelettes de Meyer [57]. Le principe général, suggéré par
Meyer [74], puis par Auscher et al. [5], consiste & utiliser un systéme de division tel qu’il est congu
pour les ondelettes de Malvar, mais dans le plan fréquentiel. Ceci a pour avantage, par rapport
aux méthodes “classiques” de décomposition en ondelettes, de définir des filtres a support compact
dans le domaine fréquentiel. La généralisation de cette méthode numérique aux paquets d’ondelettes
nous permet de proposer une nouvelle représentation numérique plus adaptée pour des problémes
d’analyse ou de séparation des différents éléments d’un signal.

A partir de cette nouvelle représentation, une méthode 1D permettant d’extraire les différentes
composantes d’un signal est établie. Cet algorithme est illustré sur des signaux synthétiques, mais
aussi sur les signaux EEG et audio. Avec ces différents exemples, nous allons mettre en évidence la
complémentarité de cette approche avec celle proposée dans le cadre des ondelettes de Malvar.

L’extension a la dimension 2 de la base d’ondelettes ainsi que de l'algorithme de séparation
des différents composants nous permet de définir un cadre d’étude adapté a des problématiques de
segmentation. Nous illustrons I’extension 2D sur les images analysées dans le chapitre 3, ainsi que

sur des textures issues de la base d’images du GDR ISIS.

4.2 Les ondelettes de Meyer

4.2.1 Theéorie continue

Les ondelettes de Meyer peuvent étre considérées comme une amélioration des ondelettes sinc
(sinus cardinal), ou appelées ondelettes de Littlewood-Paley [94]. Les ondelettes sinc correspondent

a un découpage fréquentiel parfait et sont basées sur une analyse multirésolution telle que [94] :

— Vi est l'espace des fonctions & bande limitée a [—7,7]. Donc V; correspond & 'espace des

fonctions a bande limitée & |—27'x, 2_177}.
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— Wo, espace complémentaire & Vy dans V_; tel que V_; = Vi @ Wy, correspond aux fonctions

a bande limitée a [—27, —7] U [7,27]. Donc W; correspond a I'espace des fonctions & bande
limitée a {—2_”‘1777 _2—177} U {2—17772—14-177}'

Nous rappelons que la projection d’une fonction f € V; sur V4 correspond & son approximation
passe-bas, et que 'information perdue lors de cette projection (la partie passe-haut) est engendrée

par I'espace complémentaire Wiy q. La figure 4.1 indique I"analyse ainsi construite.

L
V-

- V)
I

W, Wo

F1G. 4.1 — Décomposition par les ondelettes sinc (visualisation des fréquences positives)

La fonction d’échelle (, telle que la collection (C(t — k), ., soit une base de Vy, s’écrit

sin 7t
t) =
() ="2
La fonction d’ondelette 1 associée, telle que la collection (¥ (t — k), soit une base de Wy, s’écrit
in(wt/2
D(t) = %COS(SWU?).

La base d’ondelettes est alors donnée par

vur(t) = {270 (2t k) }

Lkez’

ol ¥y 1 (t), k € Z, est une base pour les fonctions de support {—2‘”’177, —2_177} U {2_171'7 2~ x|,
L’ensemble {114}, o, constitue une base de Ly(R) [94].

La résolution fréquentielle des fonctions d’ondelette et d’échelle, ainsi définies, est idéale. Toute-
fois, elles sont & support temporel infini, avec une décroissance en 1/t. La représentation associée va
avoir une trés mauvaise résolution temporelle. Le principe des ondelettes de Meyer est de lisser le cas
idéal de la fonction sinc. Il faut alors construire une fonction d’échelle qui vérifie 'orthogonalité et
les contraintes d’échelle de ’analyse multirésolution, et qui soit plus réguliére que le sinus cardinal.

Pour construire la fonction d’échelle de Meyer, une fonction de coupure de régularité variable,

est utilisée. Elle est définie par
0sit<0
=9
lsit>1
et r(t) + (1 —t) = 1 pour tout ¢.
On retrouve une définition identique dans le cadre des ondelettes de Malvar. La fonction d’échelle

de Meyer ¢ s’exprime alors en fonction de r [72]

Lsi €] <1/3
C(6) =19 cos(Zr(35| —1)si1/3 <€ <2/3 . (4.1)

0 sinon
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(1) (&)

‘e

Temps Fréquence
() (b)

F1G. 4.2 — Fonction d’échelle de Meyer (a) Fonction temporelle ((t) (b) Le module de la transformée
de Fourier ‘E(E)‘

Nous indiquons sur la figure 4.2 un exemple de fonction ¢ construite & partir d’une fonction r
polynomiale [57].
La fonction ¢, introduite dans ’équation (4.1), définit une analyse multirésolution [94]. On peut

alors trouver une fonction périodique H (§) € L3 [0, 2] telle que
C(26) = (L/V2)H (€)C(9)-
H (&), filtre passe-bas, peut s’écrire comme [94]

H(¢) =V2Y (26 +2n). (4.2)

Nous reprenons dans la figure 4.3 la preuve graphique de la définition de H () proposée par
Vetterli et Kovacevic [94].

e s sz

>

! T : A P - (IS O T L
. 112 1 3 . 1

[ RN
—
e |-

3

Fia. 4.3 - ]llu;tration gm;)h;qui de 5(25) = E(an(Qf + Qn)) %(f)

Afin de construire la fonction d’ondelette 1 associée, nous utilisons la relation liant le filtre

passe-bas H au filtre passe-haut GG dans le cas d’une décomposition orthogonale [94]

GO = e TH(E+1/2)
= TS CR(E+1/2) + 20)V2

=~ 26+ 14 20)V2 (4.3)
Alors la fonction d’ondelette est définie par

D) = (L/VGE/2)C(E/2)
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= " ({E+ 1D +CE-1) Ce/2)
e sin (5 (31¢] - 1)) si1/3 < [¢] < 2/3
= { emeos (3 (31l -1)) si2/3< g <4/3 . (4.4)

0, sinon

Nous reprenons dans la figure 4.4, la preuve graphique de la définition du filtre G/(£) proposée
dans [94]. Un exemple d’ondelette de Meyer est donné dans la figure 4.5.

{2 A ol )12 A EENY

I I R 1|
£ [ R R

g Iy —
g 22 T 240

L
11

i~

2 X
2

e
w|m|_
r

3203 323

|
% 3 3 23 3 3 23 32 3 %
Fia. 4.4 — Hllustration graphique de la construction de l'ondelette de Meyer

W -
w3
Uy

Théoréme 8 La collection de fonction (k)i kez définie par ¢y p(z) = 21/21&(2% — k), avec
vérifiant la relation (4.4), forme une base de Ly(R). [5]

L’ondelette de Meyer est une fonction C°°(R). Elle a un support compact dans le domaine
fréquentiel, et une décroissance temporelle trés rapide. Sa régularité est identique & celle de la
fonction de coupure r.

Toutefois, les ondelettes de Meyer n’ont représenté pendant de nombreuses années "qu’un” intérét
théorique, car les filtres associés G et H n’ont pas d’expression simple en fonction de €27¢. En effet,
le filtre discret h [n] ne peut pas étre utilisé efficacement dans un algorithme informatique. Puisque
la séquence h [n] a une décroissance trés rapide, la premiére solution proposée permettant de calculer
la décomposition de signaux discrets avec des ondelettes de Meyer, consiste & borner arbitrairement
le filtre. Ceci permet ensuite d’utiliser ’algorithme de transformée rapide en ondelettes proposé
par Mallat présenté dans le premier chapitre. Cette méthode est utilisée, par exemple, pour les
ondelettes de Battle-Lemarié [67].

~ A

w(t) 763! |

il nn :

CRTN R :
Temps Fréquence

() (b)
FiG. 4.5 — Londelette de Meyer (a) Fonction temporelle 1(t) (b) Le module de la transformée de
Fourier ‘QZ(E)‘
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Cependant, si nous bornons la séquence h [n], nous ne respectons plus le systéme élaboré dans
le domaine continu, la décomposition n’est plus orthogonale et inversible parfaitement. De plus,
nous retrouvons un systéme “classique” ot les filtres sont a support temporel fini, et donc a support
fréquentiel infini.

La seconde solution consiste a découper le signal directement dans le plan fréquentiel. Nous rap-
portons dans le paragraphe suivant, cette seconde méthode qui permet de développer numérique-
ment un algorithme de décomposition en ondelettes de Meyer, tout en respectant les caractéristiques

citées précédemment (notamment un support fréquentiel borné).

4.2.2 Reéalisation numeérique

L’idée de base, pour développer I"algorithme numérique de décomposition en ondelettes de Meyer,
repose sur une adaptation de la décomposition de Malvar, que nous avons présentée dans le chapitre
3, au plan fréquentiel. Cette idée fut présentée par Meyer [74], Auscher et al. [5] puis reprise en
détail et programmeée en langage Matlab par Kolaczyk durant sa thése en 1994 [57]|. Dans la suite de
ce paragraphe, nous reprenons en détail les principes exposés par Kolaczyk permettant la réalisation

numérique de 'algorithme de décomposition.

4.2.2.1 Restriction aux fréquences positives

Etant donné la symétrie hermitienne de la transformée de Fourier, il faut tout d’abord fixer la
relation qui existe entre les restrictions des parties réelles et imaginaires des fréquences positives,
et les projections des fréquences négatives. Nous notons la transformée de Fourier d’une fonction f
par f: fi + ifs et un intervalle de fréquence négative par —I = [—b + 1, —a]. Alors les projections
de fi et fy sur —I peuvent s’obtenir directement de leurs projections sur [ = [a,b— 1] en utilisant

la relation suivante [57]

(T-rf1) [€] = (Trf1) [=€]

GJﬁnﬂ:—awwm]}V5€F“”“ (4.5)

Notons que dans I’équation précédente nous reprenons la notation introduite dans le chapitre
3: Trf correspond & la restriction de la fonction f sur lintervalle /. Cette relation permet de
partitionner uniquement I’axe des fréquences positives, la décomposition totale sera ensuite obtenue

par extension.

4.2.2.2 Calcul des corrélations avec la fonction d’ondelette

~

Soit le module de la fonction d’ondelette wy, (§) = ‘¢(€)
l'ondelette peut s’écrire [57]

; alors, & partir de I’équation (4.4),

DE) = wi(€)e ™
= wp, (&) (cos(&m) — isin(ér)) . (4.6)

Si nous reprenons la terminologie de la décomposition de Malvar, nous remarquons sur la figure

4.4 que la fonction wy,(.) est une fenétre de support Iy = {%, 1{ (ainsi que l'intervalle symétrique
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—1p). D’aprés I’équation (4.4), nous constatons que la segmentation n’est pas brutale, mais qu’il
existe un recouvrement de % a gauche Iy de et de % a droite de Ig.
Plus généralement, l'ondelette a I’échelle [ et a la position k telle que oy (z) = 2/ 24p (2l —

k) correspond & une fenétre wy, () = wy, (2'¢) définie sur l'intervalle [; = {2_1_1,2_1{ avec un

recouvrement de %l a gauche et %_l a droite [5]. La réalisation de la projection est identique a celle

de I'opérateur de restriction 7, de la décomposition de Malvar introduit dans le chapitre 3 avec,
9—1
l 6
o= QT_ Nous pouvons écrire, a partir de I’équation (4.6) et des propriétés de changement d’échelle
et de translation de la transformée de Fourier (3(¢(at)) = 240(¢/a) et S((t — k) = 1h(&)e~2mhe),

T a

au point de coupure 2_1_17 un recouvrement o = , et au point de coupure 2_17 un recouvrement

la transformée de Fourier de la fonction vy par [57]

(€)= 27w (€) (COS(%(k + %)215) — isin(27 (k + %)2’5))
= wk(§) —v(§). (4.7)

On constate que les contributions de la partie réelle et imaginaire de QZM(E) sont, respectivement,
impaire/paire et paire/impaire aux points extrémes de l'intervalle [;. Si l’on reprend les principes
introduits dans le cadre des transformées trigonométriques locales (chapitre 3), on en déduit les
polarités qui doivent étre utilisées pour 'opérateur T7f lors de la restriction des parties réelles
et imaginaires mais aussi que les ondelettes de Meyer peuvent étre représentées, dans le domaine
fréquentiel, en utilisant des bases locales de polarités (—, +) pour la partie réelle, et des bases locales
de polarités (+, —), donc correspondant respectivement & la transformée DST-III et DCT-IIT?.

Le calcul des coefficients d’ondelettes continus dj , s’écrit

00 = (ftbus) = /g F1 () wip (€) de /g Fa (€) v (€) de. (4.8)

Afin de pouvoir combiner les coefficients correspondant & la partie réelle et imaginaire, Kolaczyk
[57] déduit de ’équation (4.8) deux relations:

o _I_do_
S = [ @ ue @

o —do_
e i LGLGES -

Afin de faire apparaitre, a droite des relations, les transformées trigonométriques locales, la partie

gauche de I’équation (4.9) est modulée par 2(—1)**+1. Plus précisément ?,

o (_1)k—|—1 . .
dl,?j = T (dl,k+d,—(k+1))
- 2 i T -1
= fi (f) —wr, Sin (k—|—1/2)_(5_2 ) d¢
0 lg, g,
avec lg; = 27

et,

1. Les transformées DST III et DCT Il ont des polarités identiques aux transformées DST [V et DCT 1V,

. L . Lo 1 L :
mais avec une symétrie et antisymétrie, non plus autour de -5 et N — 7, mais 0 et V.

2. On utilise la propriété (—1)" cos(z) = cos(z + nx)
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o= ﬁ( Lk~ ?,_(k+1))

= /000 2 (&) Ewh cos [(k + 1/2)1%1(5 _ 2—1—1) d¢

sont les coefficients correspondant aux projections des parties réelles et imaginaires positives de
f sur l'intervalle [;.
Pour réaliser un algorithme numérique, nous nous plagons maintenant dans le cadre des signaux

discrets & durée limitée. Dans ce cas, les coefficients d’ondelettes discrets d; j s’écrivent

N/2 N/2

dip =Y fil&ul€ Zfz ok [€
£=0

Puisque le signal est a durée limitée (avec les problémes de bords que cela pose), Kolaczyk définit
une décomposition en ondelettes de Meyer périodique. Pour cela, le coefficient continu d?—(k+1)

est substitué par d; v _,_, 3 dans I’équation (4.9), on obtient alors
72l

di g + dl,ﬂl—k—l N/2
+ = Zf1 ug g [€
dig—dyn_p 4 N/2

2721 = Zfz ok [€

Comme dans le cas L2 (R), nous pouvons exprimer les projections des parties réelles et imaginaires
de f en fonction des coefficients des transformées en cosinus et sinus locales discrétes par modulation

des relations

-1 k+1
dfy, = (D (dl,k + dl,ﬂl—k—1)
2

2
N/2-1 _
= Z hl€ w[l [¢]sin [(k +1/2)—(& - 2—1—1)] 7
lg;
o —1)k+1
l\jk = % (dl,k — dl,g—k—l)

N/2 _
= Z f2[€ [wh [€] cos [(k + 1/2)1—(5 - 2_1_1)] . (4.10)
Y

Puisque nous sommes dans un cadre discret wj, correspond & une fenétre réguliere définie sur

lintervalle I; = {N2—1_17N2_l — 1} avec un recouvrement égal A la partie entiére de (Q_éN) a

IR . s -t . .
gauche et un recouvrement égal a la partie entiére de (%) a droite.

3. Sachant qu’a I’échelle ! nous avons un vecteur de coefficient de longueur g,, donc si on considére que les

coefficients sont périodiques alors dl°_(k+1) =d; nv_,_;.
, oo
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Nous déduisons?® de la précédente équation, I'opération combinant les projections de la partie

réelle et imaginaire qui permet de calculer les coefficients d’ondelettes a 1’échelle [ [57]

] (—1)k+1( ;‘jk+d?j‘k),si k=0,.,27""1_1
L,k =

(=DM (P ey = APy, ) st k=270 27

(4.11)

Dans ’équation (4.10), nous retrouvons la formulation que nous avions introduite lors de I’étude
des ondelettes de Malvar (chapitre 3): la décomposition en ondelettes de Meyer correspond bien
A une restriction sur des intervalles I; des parties réelles et imaginaires de f (avec des polarités
adaptées) suivie d’une décomposition trigonométrique locale).

L’algorithme de décomposition en ondelettes de Meyer périodique se résume numériquement a :

— Restriction de la partie relle positive de ]? I, = [NQ_Z_l,NQ_l — 1} avec une polarit

-1 141
(—, —I—) et comme zone de recouvrement (N?)) , N23 ) : d??k = TIlfl

— Restriction de la partie imaginaire positive de ]? I = {NQ_Z_l, N2t — 1} avec une polarit

-1 141 oy
(—I—7 —) et comme zone de recouvrement (N?)) , N23 ) : l\jk = T[lfg

— Calcul des transformes trigonomtriques locales : d??k = DST'I]]((?&) et d;‘\jk =DCT 'I]](J;‘\fk)

Combinaison des coeflicients d?ek et dlsk selon la relation (4.11) afin d’obtenir d; .

Du fait de 'orthogonalité des projections, la reconstruction peut étre réalisée simplement. Les
projections 17, f1 et Ty, fo peuvent étre reconstruites a partir des coefficients d’ondelettes par trans-
formée trigonométrique inverse (aprés séparation des coefficients d’ondelettes entre la partie réelle

et imaginaire)

2 2t R T I
TRl = & Z djsin [(k-|-1/2)g(5_2 1)]7

k=0
2 St s
il = (o X deos (k125 -2, (4.12)
k=0

Ensuite on calcule les termes 77Ty, fi [§] et T7 Ty, f2[€] (correspondant & un déploiement de la
fonction autour des points de coupure) grace a l'opérateur de repliement adjoint U* introduit dans
le cadre de la décomposition en ondelettes de Malvar. Puisque la projection est orthogonale, c’est-a-

dire que T7 T7, TI*Z/TIV = 0 pour tout [ # I’, et que les intervalles adjacents sont de polarités opposées,

4. Ceci a partir de deux points. Tout d’abord, le nombre de points de {d??k} et {dl(:fk} est égal a 27171 (et non a

27! comme les coeflicients d’ondelettes). Ceci est da a la symétrie autour de 271 symbolisée par 27" —k—1. Il en
résulte que d??k = d;‘t‘k =0lorsque k =271 270 — 1, et din2—l—1_k_1 =d’ =0 lorsque k =0..2771 — 1.

1,2=t=1_k_—1
La deuxiéme astuce réside simplement dans la relation (—1)*T!(=1)**! = 1.
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nous pouvons reconstruire f a partir de la relation suivante:

F=Y0(Prf+iPrf)

- TI*ZTIlfl [5]7Si€20
avec PIlfl - { TI*ZTIlfl [_g] , ai g <0 3 (413)
et Prfy =4 Lhlnf2ldssie=0
e —T7Tfa[=€], 1€ <0

Toutefois, nous constatons dans la relation (4.13) que la somme sur [ est infinie. Or, en pratique,
le nombre d’échelles est limité, donc la somme doit étre finie. 1l faut définir la trame qui conserve
I'information "basse-fréquence” non codée dans les échelles d’ondelettes. A cette trame va corres-
pondre la fonction d’échelle définie dans I’équation (4.1). La réalisation numérique du calcul des

coeflicients associés & la trame, proposée par Kolaczyk, fait I’'objet du paragraphe suivant.

4.2.2.3 Calcul des corrélations avec la fonction d’échelle

Soit i () = [C(¢)

Malvar, la fonction ﬁfo() est une fenétre définie sur lintervalle Iy = {—%, %} D’aprés ’équation

; 81 nous reprenons la terminologie de la décomposition en ondelettes de

(4.1), nous avons un recouvrement de £ a gauche et & droite.

Plus généralement, la fonction d’échelle & la position k et a I’échelle [ telle que (; 1 (2) = 21/2¢ (24—

1
recouvrement de %l a gauche et %l a droite [57]. Comme pour le calcul des coefficients d’ondelettes,

k) correspond & une fenétre ﬁ)~l() = tT)E(Ql.) définie sur lintervalle I) = {—2_1_1,2_1_1} avec un

I'opérateur TE de la décomposition de Malvar permet la restriction de f a l'intervalle 1 avec, au
point de coupure —27"1 o = %l, et au point de coupure 27171 @ = %l. En suivant le méme
raisonnement que pour I’équation (4.7) (translation et changement d’échelle de la transformée de

Fourier), nous pouvons écrire la transformée de Fourier de la fonction (;  par:

El,k(f) = 2‘1/25(215)6—%52%
= 2—1/2@71 () (cos(%kzlg) _ isin(%kQ’f))
= () — W k(E).

Dans ce cas, les contributions de la partie réelle et imaginaire de El,k(f) sont, respectivement,
paire/paire et impaire/impaire aux points extrémes de l'intervalle I;. On en déduit que la fonction
d’échelle peut étre représentée en utilisant des bases locales de polarités (+,4) pour la partie réelle,
et des bases locales de polarités (—, —) pour la partie imaginaire, donc correspondant, respective-
ment, & la transformée DCT-I et DST-1 (voir chapitre 3).

Le calcul des coefficients de la trame ¢, dans le cas d’une décomposition en ondelettes de Meyer
dans L*(R) est défini par:

= (1GR) = [ 1O T €t~ [ O (1.14)

En suivant le méme raisonnement que pour les coefficients d’ondelette, nous nous placons dans

le cas des signaux discrets & durée limitée. Ensuite les coefficients d’ondelette sont modulés afin
—l-|-1_1

2
d’obtenir des transformées trigonométriques locales. Les coefficients {c?ek}k o correspondant a
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la partie réelle s’écrivent alors

o =
(=D*
for = NG (crp + €ro-1_k)
N/2—1 5
= f11€] 4] =@+ [¢] cos [k—5—|—2 -
522;) lg, X lgl( )]
C??Zk-l—l = 0,
—I4+1_ 1
et les coefficients {cl k} correspondant a la partie imaginaire s’écrivent
% (1
Cl ok \/— (Clk—czz k)
N/2— 2 .
= w5 [¢]sin [k— e+ 271
Z_: lgz h lgl( ]

Nous en déduisons 'opération combinant les coefficients c??k et clsk permettant de calculer les

coefficients de la trame & I’échelle [,

iy sik=0
—1 k S ) o
Clk= (\/5) (Cl,Qk - C??Zk) , S1 k= 17 . 2 -1 ‘ (415)
RN ‘
(\/15) (Cl\jQ_l—k - C??Q—l_k) , S1 k = 2_1_1 + 17 " 2_1 _1

A partir des propriétés précédentes, 'algorithme du calcul de la trame, pour une décomposition

en ondelettes de Meyer périodique, se résume numériquement & :

— Restriction de la partie relle positive de ]? fl = [—NQ_Z_l + 1, N2~ 1} avec comme

—1 —
polarit (—I—7 —I—) et comme zone de recouvrement (Né , Né ) Cl L= T f1

— Restriction de la partie imaginaire positive de f fl = [—NQ_Z_I +1, N2~ — 1} avec

. —1 AN
comme polarit (—, —) et comme zone de recouvrement (Né , Né ) Py = T’I"fz

— Calcul des transformes trigonomtriques locales: Cl . = DCT I(Cl ) et Cl = DST I(Cl )

— Combinaison des coefficients C}Rk et C?k afin d’obtenir c; .

Les projections TE fi1 et TE fo peuvent étre reconstruites a partir des coefficients d’ondelettes par
transformée trigonométrique inverse :

R 201

TAE = S+ Z el cos k(27|
2t

T fo 1€ = X s [k—(5+2’ 1)]. (4.16)
k=1
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Puis, on calcule les projections T%TE fi[€] et T%TE f2[€] grace a l'opérateur de repliement adjoint

! !
U”. Afin de concevoir 'algorithme complet de reconstruction, il suffit de constater que la projection
associée & la trame est orthogonale & celle associée aux coeflicients d’ondelettes, c’est-a-dire que

T}*’TETI*Z/TIV = 0 pour tout I,1, et que les intervalles adjacents de I; (& savoir I; et —I;) sont de
!

polarités opposées. Nous en déduisons alors la relation finale nous permettant de reconstruire f a

partir des coefficients d’ondelettes et de la trame ( L nombre d’échelles de décomposition)

L L
f= T}**LTfol + IZ;PIlfI] +i [T}*fLTTsz + ZZ;PIlfz

Pour conclure sur le développement numérique des ondelettes de Meyer, nous présentons sur la
figure 4.6 les différentes fenétres associées aux fonctions d’ondelettes et d’échelle pour une décom-
position en 3 échelles. Sur cette figure, nous faisons apparaitre les différents intervalles {11}1217273
et fg, ainsi que la polarité des restrictions associées. Nous constatons que les polarités sont bien
alternées.

La figure 4.6 met en évidence une limitation qui n’a pas été formulée dans ce paragraphe. Le
support fréquentiel de la fonction d’ondelettes 4, qui correspond a la premiére échelle d’ondelettes,
et donc des fenétres wy, et w_yp,, dépasse le domaine fréquentiel des données [-N/2 + 1, N/2 — 1].
Afin de pouvoir utiliser cette fenétre sur des signaux a durée limitée, nous la tronquons dans le plan

fréquentiel, en faisant une coupure brutale en -1/2 et 1/2 sans recouvrement.

W W

W
1 -5 =Iz I s

I

() ) G GNED GH )

v
'
|
-1
4
IS
'
1
|
i
|
I

08t
06|
04t

02k

n ! 1 1 | L
-1 0.5 -0.2% 0 025 05 1

F1G. 4.6 — Fonctions d’ondelettes et d’échelle: fenétres associées (nous indiquons entre parenthése

les polarités pour les projections de la partie réelle). Notons que les fonctions présentées ne sont pas

normees.

4.2.3 Propriétés de la décomposition discréte en ondelettes de Meyer

Nous étudions les différentes propriétés de la transformée en ondelettes de Meyer discréte. Le cal-
cul dans le domaine fréquentiel, et non temporel, est la principale différence de cette décomposition
par rapport aux ondelettes numériques "classiques”, ce qui implique des filtres & support temporel
infini. Nous étudions dans ce paragraphe la décroissance des fonctions d’ondelettes ainsi que ses
conséquences sur la localisation temporelle dans une décomposition discréte. A ’'inverse, nous avons
une meilleure séparation fréquentielle, et nous illustrons ceci sur un signal synthétique composé de

différents atomes temps-fréquence.
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F1G. 4.7 — Affichage de log (|1(t)]) pourt > 1/2 en utilisant une fonction rampe r € CP(R) de degré
variable: (a) p=0 (b)p=1(c)p=2(d) p=3

4.2.3.1 Deécroissance de la fonction d’ondelette

La décroissance de la fonction d’ondelette de Meyer va dépendre de la fonction de coupure r. Si
r est de degré p alors ZE € CP(R) : I'indice de décroissance de ) augmente avec p. Dans la figure 4.7,
nous reprenons les courbes présentées par Kolaczyk dans son mémoire de thése. Sur ces courbes, la
fonction log (|1 (¢)|), avec t > 1/2, est tracée pour différentes valeurs de p. A titre de comparaison,
la droite log(e™") (correspondant done & une décroissance exponentielle) est elle aussi représentée.
Logiquement, on remarque que la décroissance de la fonction v s’accélére lorsque p augmente. En

effet, la courbe log (|1 (t)]) "quitte” le modéle exponentiel pour un ¢ supérieur lorsque p augmente.

4.2.3.2 Localisation temporelle

L’utilisation de filtres a support temporel infini va avoir pour conséquence une localisation tempo-
relle plus faible que les décompositions basées sur des filtres a support compact comme les filtres de
Daubechies. Afin d’évaluer cette localisation a différentes échelles, nous décomposons une fonction
Dirac avec des ondelettes Symmlet-8, et des ondelettes de Meyer (définies pour p = 3).

Nous présentons sur la figure 4.8, I’énergie des coeflicients pour trois échelles de décompositions
(échelle 1,3 et 5). Le résultat optimal serait de n’avoir des coefficients d’ondelette non nuls qu’a la
position correspondant a la discontinuité. En pratique, les coefficients sont nuls lorsque le support
de 'ondelette ne comprend pas de discontinuités. On constate sur la figure 4.8 que les différences
entre les deux représentations sont a peine visibles. Seules les échelles les plus grossiéres, lorsque
I’ondelette est trés dilatée, présentent un nombre de coefficients non nuls autour de la discontinuité
plus important pour les ondelettes de Meyer. Toutefois, les amplitudes de ces coefficients de Meyer
"parasites” sont trés faibles par rapport au coefficient correspondant a la discontinuité (sur la figure
qui correspond & la distribution d’énergie ils n’apparaissent presque pas). De plus, la taille de
Iintervalle des coefficients significatifs, encadrant une discontinuité, reste minime pour les ondelettes
de Meyer.

Afin de quantifier I’effet de dispersion, di aux ondelettes de Meyer, Kolaczyk a mesuré I'énergie
des coefficients autour des positions des discontinuités. Il a montré que cette énergie est trés proche de
celle d’une décomposition classique (différence de 4 % par rapport a des ondelettes de Daubechies-
6) [57]. Ceci confirme que la localisation temporelle des ondelettes de Meyer est trés proche des

ondelettes classiques a support temporel borné.
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F1G. 4.8 — Décomposition du dirac avec l'ondelette de Meyer (trait plein) et l'ondelette Symmlet-8:
(a) Echelle 1 (b) Echelle 3 (¢) Echelle 5
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FiG. 4.9 — Décomposition du signal Atomes sur 2 échelles: (a) representation theorique (b) décom-

position avec des ondelettes Symmlet-8 (c) décomposition avec des ondelettes de Meyer avec p =3

4.2.3.3 Séparation fréquentielle

Comme nous ’avons dit, le calcul des coefficients d’ondelettes directement dans le plan fréquen-
tiel nous permet d’utiliser des filtres & support fréquentiel fini. Ceci se traduit par une meilleure
localisation fréquentielle, et donc une meilleure séparation des différentes bandes. Afin d’illustrer
cette propriété, nous décomposons un signal composé de trois atomes TF. Ce signal va présenter
trois pics distincts dans le plan fréquentiel a des positions différentes. Dans ce cas, le résultat opti-
mal serait de n’avoir sur chacune des échelles qu’un atome (la coordonnée fréquentielle de chacun
des atomes étant fixée & une valeur adéquate). Nous présentons sur la figure 4.9a le signal original
ainsi que la représentation TF associée. Le premier atome ne doit apparaitre que sur la premiére
échelle (fréquence: [N272 N271), le second sur la deuxiéme échelle (fréquence: [N273 N272]),
enfin le troisiéme sur la trame (fréquence: [0, N27%]). On constate, sur la décomposition avec les
ondelettes Symmlet-8, que la séparation entre les bandes de fréquences n’est pas excellente (figure
4.9b). Par exemple, le troisiéme atome présent sur la trame débute autour de la position 2500, alors
qu’il ne devrait apparaitre qu’a partir de la position 5500. En fait, un certain nombre de coefficients
de la zone 2500-5500 proviennent du deuxiéme atome. On en déduit que le support fréquentiel infini
du filtre a des conséquences non négligeables. On constate que la décomposition en ondelettes de
Meyer sépare d’une facon presque optimale les différents atomes (figure 4.9¢). Le seul défaut visible
se trouve sur la premiére échelle dans la zone 3000-5000. Ceci est dt au large recouvrement de la
fenétre associée. Mais d’une facon générale, nous concluons que la décomposition en ondelettes de

Meyer apporte une amélioration trés sensible par rapport aux décompositions “classiques”.

Pourtant, le schéma de décomposition présenté ci-dessus est limité, car il ne correspond qu’a
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une partition de espace fréquentiel en intervalles |N27!=1 N2~!|. Nous allons généraliser cette
représentation en utilisant la théorie des paquets d’ondelettes mais en conservant le principe de la

partition dans ’espace fréquentiel.

4.3 Les paquets d’ondelettes de Meyer pour le signal

La décomposition en ondelettes de Meyer peut étre limitée si ’on désire étudier certains signaux,
car la division de I’axe fréquentiel n’est pas assez souple. En effet, la premiére échelle d’ondelette
correspond a 'intervalle de fréquence [N/4, N/2] qui est de taille non négligeable. Si le signal étudié
posséde, par exemple, deux atomes TF dans cet intervalle, ils ne pourront pas étre dissociés. C’est
pourquoi nous devons construire une décomposition qui va rediviser cet intervalle, et tous les autres,
d’une fagon récursive, jusqu’a la séparation des différents éléments du signal. La théorie des paquets

d’ondelettes permet cette redivision.

4.3.1 Rappel sur les paquets d’ondelettes 1D

En utilisant les filtres H et (7, une séquence de fonctions est définie récursivement suivant [96]:

A
0=¢
+1 L 411
Yoy = hyv
1 A& gl
¢2j+1 = gﬂbj- (4.17)
La collection de ces fonctions, pour [ = 0, 1, ..., correspond a ce que nous appellerons les paquets

d’ondelettes associés & H et (. Les formules récursives (4.17) permettent un arrangement sous la

forme d’un arbre binaire (figure 4.10).

“
G
¥, w
rANA
Ve

1
22 2
W v Y3
Fia. 4.10 — Construction des paquets d’ondelettes

A partir de cette définition, nous construisons une collection de bases. Deux propriétés impor-

tantes peuvent étre démontrées.
Théoréme 9 Les fonctions {zb; t—kl:jkeZ j> 0} sont une base de [*(Z). [96]

Corollaire 1 St H et GG sont des filtres miroirs en quadrature, alors {zb; t—kl:jkeZ j> 0}
est une base orthonormée de 1*(7). [96]

Si I’on considére que {Qb; t—kl:0<k< lgj} est une base orthonormée d’un sous-espace fermé

de I2[0, N — 1] noté VV}7 le corollaire nous permet d’écrire que W]l = Wzl;"l @ Wzl;"_il (un noeud pére
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est divisé en deux sous-espaces orthogonaux), et plus généralement que W = @?l:_ol VV}7 pour tout
[ > 0. Cette propriété est importante pour définir un algorithme de reconstruction.

La localisation fréquentielle des paquets d’ondelettes est plus compliquée & étudier que pour les
autres décompositions. En effet, si I'on considére dans I’équation (4.17) que le filtre h; correspond
simplement & la dilatation d’un facteur 2! du filtre passe-bas h, alors ce filtre ne jouera pas toujours
le roéle de passe-bas durant la décomposition. h; va soit jouer le role de passe-bas, soit de passe-haut
selon les espaces étudiés. Il est caractérisé par une fonction de permutation introduite par Coifman

et Wickerhauser. Pour résumer, nous pouvons dire que

asse-bas si j est pair
h; est un considéré comme un filtre P ] ‘] ‘p ]
passe-haut si j est impair

Ceci influence alors le support fréquentiel des fonctions Qb; Soit cette fonction correspond au

détail de I’espace W;/_zl, soit & l'information passe-bas. Afin de pouvoir définir que chaque fonc-
tion Qb; a comme support fréquentiel 'intervalle dyadique I]l tel que I]l = {—% + 1, —M;lil} U

; N(j+1 p
%7 J;lll — 1}7 nous avons fixé que

h (21¢) sij est pair g (21€) sij est pair
= f ) e o () o g s
g (215) si j est impair h (215) si j est impair
A partir du support fréquentiel des fonctions de paquets d’ondelettes, on peut déduire les pro-

priétés suivantes

Théoréme 10 Si I est une partition dyadique disjointe de [0, N — 1], alors {zb; A I]l el0<k< lgIz}
’ J
forme une base de ([0, N —1]. [96]

Corollaire 2 Si H et G sont des filtres miroirs en quadrature et I' est une partition dyadique

disjointe de [0, N — 1], alors {zb;k : I]l celo<k< lgIz} est une base orthonormée de [[0, N — 1].
’ J

[96]

Une partition fréquentielle disjointe va correspondre & la notion d’arbre admissible que nous
avions introduite dans le chapitre 3. Nous rappelons qu’un arbre admissible correspond & un arbre
binaire pour lequel chaque noeud a 0 ou 2 fils. Cet arbre admissible correspond a une base sélection-
née parmi la collection construite a partir des relations récursives (équation (4.17)). La méthode de
sélection peut étre 'algorithme Best-Basis de Coifman-Wickerhauser présenté dans le chapitre 3.

Si ’on note A 'ensemble correspondant & un arbre admissible, alors du second corollaire, on en
déduit que ?[0, N — 1] = W{ = @(j’l)eAW]l.

La région TF correspondant & la concentration maximum de ’énergie de "atome Qﬁ;’k est ap-
proximée par le bloc d’Heisenberg suivant : [2'k, (2! +1)k] x {jQ‘l, 7+ 1)2_1}. Cette définition nous
permet, comme nous ’avons présenté dans le chapitre 3, d’illustrer chaque décomposition discréte

en paquets d’ondelettes par une image TF.

4.3.2 Reéalisation de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer

Si 'on applique les relations de I’équation (4.17) dans le domaine fréquentiel
bt ) = H©)9)(),
FE© = GO,
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avec les filtres H et (¢ définis dans le cadre de la décomposition en ondelettes de Meyer (équations
(4.2) et (4.3)), alors les fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer peuvent étre calculées a toutes
les échelles.

Le filtre H]l correspond & un filtre passe-bas appliqué a 1’échelle [ sur un ensemble ayant pour

support fréquentiel {jQ‘l, 7+ 1)2_1 -1 { On peut donc définir le filtre H]l en fonction de H par
H; () = H(2'(€ +527)

La translation en j présente dans la définition du filtre est une conséquence de notre choix de
définir directement le filtre h; en fonction h et de ne pas utiliser la relation (4.18).

Le filtre G; est obtenu & partir de la relation G; &) = e H]l*(f + 1/2). Nous proposons donc
que les filtres H]l et Gé soient définis pour tout [, j par

HiE) = V2 C(2(26 +j27) + 2n)
= ﬂ25(2’+1g+2n+j)
Ghe) = —TTVRY C(2 e+ 20+ 14 ) (4.19)

Nous présentons, sur la figure 4.11, les quatre fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer de

’échelle 2 construites & partir de I’équation (4.19) avec

RO = SHIOHNON).

RO = SEHOHNOLE),
RO = SHIOGHOE),

RO = SGHOGEE).

08

08

04

02

0

0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7

Fia. 4.11 — Module de la transformée de Fourier des fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer a

Uéchelle 2 (Fréquence positive et fonctions non normées).

Nous allons maintenant adapter au calcul des paquets d’ondelettes de Meyer [17], les méthodes
numériques proposées par Kolaczyk, et présentées dans le premier paragraphe. Du fait de la relation
(4.17), la réalisation numérique de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer se définit
récursivement. Comme pour la décomposition en ondelettes, 'intervalle des fréquences traitées est
réduit aux fréquences positives. La partie négative est calculée par extension grace a la relation

(4.5) présentée dans le premier paragraphe.
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4.3.2.1 Calcul des coefficients de paquets d’ondelettes associés a QZé-]H avec j > 0

0.8

0.6

0.4

0.2

%02 04 08 l [1J2 04 06 08 o 02 04 06 08
Fic. 4.12 — Construction de la fonctzon 1& 14 partir de Qb; et H]l La taille des zones de recouvre-

ment, ainst que la polarité du repliement dans le cas de la partie réelle sont indiquées

4.3.2.1.1 Définition de 'intervalle Nous nous placons & une échelle [ donnée de la projection.
@ a alors pour support {jQ‘l, G+ 1)27! { plus une zone de recouvrement définie a droite et a gauche
de cet intervalle. Afin d’obtenir la fonction zbé‘]"l, le filtre Hl est appliqué. D’apres la définition (4.19),
H]l a un support égal a

{jQ—l _og-i-1 + n2_l+1,j2_l + 9—I-1 + At "

Le support de la fonction QZé-]H est donc égal a lintersection des deux intervalles, c’est-a-dire

(comme nous pouvons le voir sur la figure 4.12)

i o= [z g2 2

= @2 i+ 2

4.3.2.1.2 Définition du recouvrement Un intervalle I]l a deux zones de recouvrement res-

pectivement notées oeé

que la borne gauche du nouvel intervalle

a sa droite, et 0‘;—1 a sa gauche. D’aprés la définition de I]l7 nous constatons

Ié"fl est identique a celle de I]l et la coupure en ce point a

été réalisée & une échelle précédente. La zone de recouvrement & gauche est donc identique & celle

de I]l et a été définie a une échelle précédente. En revanche, la zone de recouvrement a droite de
Ié;'l correspond a la nouvelle division. D’aprés les équations (4.1) et (4.19) ce recouvrement est égal
. g-i-1
a .

6

D’une facon générale, les tailles des zones de recouvrement sont définies par récurrence suivant

I+1 2—i-1 .
oy _—6 & droite

+1 li

(4.20)
a5y = a;_y A gauche

recouvrement de Ié;'«'l = {

A TURT . , N 0__ 1 N N N
L’initialisation est fixée par la premiére coupure ag = 7 (la premiére fenétre correspondant a ().
Il faut noter que la zone de recouvrement peut devenir supérieure a la taille de I'intervalle. Ceci nous
contraint & un calcul récursif des partitions, car on ne peut pas calculer localement la restriction de

la fonction f sur un intervalle, indépendamment des repliements effectués aux échelles précédentes.
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4.3.2.1.3 Deéfinition des polarités et transformées Si l’on respecte les définitions du para-
graphe 4.2, et d’aprés I’équation (4.19), les polarités au nouveau point de coupure 727142771 sont,
respectivement, (—,+)° pour la partie réelle et (+, —) pour la partie imaginaire. La partition au
point j27" a été calculée & une échelle précédente et correspond & des polarités identiques (ceci est
vrai pour la premiére échelle et s’étend alors par récurrence). Nous en déduisons que les polarités
+1
Y

de l'intervalle associé a QZ 7 correspondent a la transformée en sinus DST-IIT pour la partie réelle

et en cosinus DCT-III pour la partie imaginaire.

4.3.2.2 Calcul des coefficients de paquets d’ondelettes associés a @j’il

-i-1 -I-1 —i-1
o o 2 2 2 .
- J 6 6 &
] ; ; i : : ;
é,
038 038 24
08 ® 06 (- i +)
0.4 04
02 02
%0z 02 06 0 0z 04 05 08 % 0z 04 06 08
Fia. 4.13 — Construction de la fonction lbé}lil a partir de Qb; et Gé. La taille des zones de recouvre-

ment, ainst que les polarités du repliement dans le cas de la partie réelle sont indiquées.

Nous appliquons le méme raisonnement pour déterminer l'intervalle, les recouvrements, les po-
larités et les transformées associés a @J{il

Afin d’obtenir la fonction @j’il a partir de la fonction @, nous appliquons le filtre Gé«. D’aprés
la définition (4.19), G; a un support égal a

[(j + 127 =27 2 (G )27 27 g 2 [neZ .

La fonction 1%-]'—41-1 correspond alors a un intervalle (cf figure 4.13)

=i+ 027 2+ 227

Selon le méme principe que pour zbé}'l, les zones de recouvrement doivent étre définies par
récurrence
41 I s .
gt = o & droite
recouvrement de Ié;'f_ll_l = H_ZIJ‘H g1l (4.21)
oy = =5— a gauche

Les polarités au nouveau point de coupure j27! + 271 sont (-,+) pour la partie réelle et (+,-)
pour la partie imaginaire. Le repliement autour du point (j 4+ 1)27" a été calculé & une échelle
précédente et correspond a des polarités identiques. Les polarités de l'intervalle associé a lbé}lil
correspondent donc a la transformée en sinus DST-III pour la partie réelle et en cosinus DCT-III

pour la partie imaginaire. Tous ces paramétres sont résumés sur la figure 4.13.

5. Nous utilisons dans un souci de simplicité la notation (+,4), qui avait été introduite précédemment pour indiquer

la polarité aux deux extrémités d'un intervalle. Ici, elle indique la polarité a droite et & gauche du point de coupure.
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Finalement, si ’on se place dans le cas d’un signal & durée limitée, les projections de la partie

réelle et imaginaire dans une décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer s’écrivent (pour

Vi > 0)

N/2-1 5 77
dl.. = > hlgy wp [€] sin [(k + 1/2)1_(5 _ 2—1_1)] 7
£=0 & g
N/2-1 5 _
drir = Z f21€] I v (€] cos [(k + 1/2)1_(5 _ 2—1—1)] 7
£=0 & g
avec wp une fenétre de support {NjQ—l, N(G+1)27! 1} ayant un recouvrement défini par les
J

9—i—1
6

équations (4.20) et (4.21) selon si j est paire ou impaire (et en substituant dans ces équations
par partie entiére de (2_1%))

En suivant le méme principe que pour les ondelettes de Meyer, nous combinons les projections
correspondant aux parties réelles et imaginaires afin d’obtenir les coefficients de paquets d’ondelettes
de Meyer discrets périodiques :

(=M1 (R e+ dl ) sik=0,.,27071 =1

d ) = .
ik (=Dt (a3 L ),si k=211 27l _1

g2t —k—1 1,727 —k—1

4.3.2.3 Calcul des coefficients de paquets d’ondelettes associés a 1%"’1

Nous allons nous intéresser au cas de la trame (j = 0). La fonction 1%"'1 est définie, a chaque

échelle, par
=
2AHD/2S7 (2 4 20) 4
= HQ')Y

Sachant que ¥ = (, on constate que le calcul des coefficients de paquets d’ondelettes de la
trame reste identique au cas des ondelettes "simples”. Afin de calculer les coefficients de paquets
d’ondelettes de Meyer dé7k, toutes les relations exprimées dans la paragraphe 4.2.2.3 pour le calcul

de la trame dans une décomposition en ondelettes sont donc utilisées a nouveau.

4.3.2.4 Algorithme et reconstruction

Pour un signal de longueur finie égale & NV, I’algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes

de Meyer périodique se résume a

Pour ! variant de 1 L.

— Pour j variant de 0 21,

Repliement de la partie relle positive de f autour du point (2j+1) % avec une polarit

., . . . . . . _l
positive gauche et ngative droite et une zone de recouvrement partie entlre(]\% )
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Repliement de la partie imaginaire positive de f autour du point (2j+1) % avec une po-

—1
larit ngative gauche et positive droite et une zone de recouvrement partie'entire(Né )
— Calcul des transformes trigonomtriques locales : do . = DCT 'I(TTZ fi) et dé‘; = DST'I(TTZ f2)
0 0

— Combinaison des coefficients dé’ﬁ et dl * afin d’obtenir do L

— Pour j variant de 1 2!,

Calcul des transformes trigonomtriques locales: d;’f = DSTIII(Thf1) et d;’f =
? J ?
DCT 11Ty fa)
J

~
Combinaison des coefficients d;’f et d;’z afin d’obtenir d; L

L’algorithme décrit ci-dessus est résumé sur la figure 4.14.

F 3 F 3
DCT I Y ostm ™~
0 a=1/12 172
* U U *
DCT 1 DST 11 < DST_IT < DST I’

0 a=1/24 a=1/24 12
AU U U U s
Dcfr_l A§T_I];)<QST_I;[>§S\ST_I/E[)%§T J{{\E{ST_;ZKQST ﬁ&QST_IH\;\

0 a=1/48 a=1/48 a=1/48 a=1/48 12

Fia. 4.14 — Algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer. Nous indiguons les points
de repliement traités a chaque échelle (notés avec le symbole U), ainsi que la taille de la zone de
recouvrement associée. Les transformées trigonométriques indiquées correspondent au traitement de

la partie réelle de f

Afin de pouvoir définir simplement l'algorithme de reconstruction, il faut que les paquets d’on-
delettes de Meyer vérifient Wl Wzl;"l & Wzl;li1 La preuve est immédiate grace au lemme 2 si ’on
considére que les filtres H]l et Gé sont miroirs en quadrature. Mais, les propriétés des opérateurs de
restriction peuvent aussi constituer une maniére différente de le démontrer dans le cas des paquets
d’ondelettes de Meyer. Aprés avoir calculé les transformées trigonométriques inverses sur chaque
intervalle de coefficients, nous obtenons les ensembles TIl fi [€], comme pour la transformée en onde-
lettes (équations (4.12) et (4.16)). On calcule les termes T’ Tll Ji[€let T Tll f2 [€] grace a opérateur
de repliement adjoint U*. Puisque la projection est orthogonale Cest-a- dlre que 17, Tll T%;le; =0

pour tout [ £ ' X j # j', et que les intervalles adjacents sont de polarités opposees7 nous pouvons

écrire que

T[*lTllflﬂ [5] = T*l+1TIl+1f1,2 [5] © T 1 T i fl 2 [5]
3 7 I2] 23 I

27+1 2J+

Si ’on note A ’ensemble correspondant a un arbre admissible sélectionné par un algorithme de
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meilleure base, alors la fonction fpeut étre reconstruite a partir de la relation suivante

TEl= = (Pphled+iPufle),

(lj)eA J
T}*ngéfl [€],sij=0
avec Ppfi[¢] = TI*szjfl[f]vSifZOth>0 ;
J J
TaTpfi[=¢],si&<0et j>0 (4.22)

J

T}*ng(l)fl [€],sij=0
J J

- I*Jllelfz[—f]vsif<Oetj>0

4.3.3 Propriétés de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer

Nous allons étudier les propriétés de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer. 1l nous
faut aborder la perte de localisation temporelle par rapport a des décompositions avec des filtres
& support temporel fini, mais aussi I’apport dans la séparation fréquentielle des différents éléments

du signal.

4.3.3.1 Reésolution temporelle

Comme pour la décomposition en ondelettes de Meyer, 'utilisation de filtres a support temporel
infini a pour conséquence une dégradation de la résolution temporelle par rapport a des filtres a
support temporel compact. Afin de mesurer cette différence, pour diverses échelles, et différentes
projections, nous décomposons une fonction Dirac, avec des paquets d’ondelettes Symmlet-8 et des

paquets d’ondelettes de Meyer.

Echelle 1 ' Echelle 3

] 100 00 300 400 500 600 0 n 4

Echelle 4 04 Echelle 5

(] 10 0 an an 50 1] i o 5 [T ] 30 E

Fic. 4.15 — Décomposition d’un dirac sur 5 échelles de paquets d’ondelettes. Nous présentons l’éner-
gie des coefficients pour un plan par échelle (le comportement sur les autres plans est identique). En

trait continu les ondelettes Symmlet-8, en pointillé les ondelettes de Meyer

Nous présentons sur la figure 4.15, 'énergie des coeflicients des deux décompositions sur cing
échelles pour des plans donnés. On constate que les différences entre les deux représentations sont a

peine visibles pour les échelles les plus fines. Aux échelles plus grossiéres, lorsque 'ondelette est plus
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dilatée, le nombre de coeflicients d’amplitude non négligeable est légérement plus important pour les
paquets d’ondelettes de Meyer. Toutefois, I’écart est tres faible (quelques coefficients de différence).
Logiquement, nous retrouvons les constatations faites lors de 'étude de la décomposition simple en

ondelettes de Meyer.

4.3.3.2 Séparation fréquentielle

L’importance d’une meilleure séparation fréquentielle dans le cas des paquets d’ondelettes, est
prépondérante par rapport a la décomposition classique, car les paquets cherchent a séparer, a travers
la construction d’une collection de bases, chaque élément du signal. Afin d’illustrer les différences
entre les paquets d’ondelettes de Meyer et les filtres a support temporel fini, nous réutilisons le signal
synthétique "coif2” composé de six atomes TF (nous rappelons sur la figure 4.16 la représentation

TF théorique associée).

100

-1o0

1} 200 400 2] 800 Looo

Frequence

ol

0

200 400 600 200 1000
Temps

Fia. 4.16 — Signal constitué de 6 atomes TF, et sa représentation TF théorique

Nous indiquons sur la figure 4.17 les décompositions obtenues sur deux échelles par les paquets
d’ondelettes de Meyer et les paquets d’ondelettes Symmlet-8 (les échelles suivantes présentent des
caractéristiques identiques). On constate que la séparation fréquentielle n’est pas excellente pour la
décomposition avec les ondelettes Symmlet-8. Certains atomes, annotés sur les plans de projection
avec des fléches, apparaissent d’une fagon erronée dans certaines bandes de fréquence. L’énergie de
Perreur peut étre trés importante, comme pour le quatriéme atome du signal, qui correspond & une
fréquence 0.2, et que 1’on retrouve dans les bandes [0.25,0.5] ou [0.25,0.375]. La décomposition en
paquets d’ondelettes de Meyer permet une séparation quasi-parfaite des atomes (pour cela, il faut
bien sar sélectionner la meilleure base au sens d’un critére).

Si nous sélectionnons la meilleure base selon un critére entropique grace a ’algorithme Best-Basis
présenté dans le chapitre 3, une représentation TF peut étre estimée sous forme de rectangle d’Hei-
senberg. Nous présentons sur la figure 4.18 les trois représentations extraites de la décomposition du
signal "coif2” en paquets d’ondelettes de Daubechies, de Symmlet, et de Meyer. On remarque tout
d’abord que la représentation associée aux ondelettes Symmlet est meilleure que celle des ondelettes
de Daubechies. Les filtres de daubechies D4 sont plus courts dans le domaine temporel que ceux
associés & 'ondelette de Symmlet, et ont donc une résolution fréquentielle plus faible. Ceci entraine
une dispersion de I’énergie des atomes sur plusieurs bandes de fréquence. On constate que la re-
présentation associée aux ondelettes de Meyer extrait d’une facon plus précise les différents atomes

présents dans le signal (symbolisés par des cercles) avec une concentration de I’énergie & la position
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FiG. 4.17 — Décompositions du signal coif2 sur 2 échelles de paquets d’ondelettes: (a) Ondelettes
Symmlet-8 (nous indiquons avec des fléches les atomes qui ne devraient pas apparaitre sur certaines

échelles, si la séparation fréquentielle était correcte) (b) Ondelettes de Meyer.

Frequence (Hz)

200 400 &00 2800 1000 o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800
Temps (s) Temps (s) Temps (s)

(a) (b) (c)

Fic. 4.18 — Représentation TF du signal coif2 calculée a partir de la meilleure base sélectionnée

sur 4 échelles de paquets d’ondelettes: (a) Ondelettes Daubechies-4 (b) Ondelettes Symmlet-8 (c)
Ondelettes de Meyer.

théorique des atomes. Cet exemple illustre la supériorité des paquets d’ondelettes de Meyer sur les

autres bases pour une problématique d’analyse ou de séparation des composants d’un signal.

4.4 Algorithme de ”séparation” 1D

A partir des propriétés de séparation fréquentielle des paquets d’ondelettes de Meyer, nous pro-

posons un algorithme permettant d’extraire les différents composants d’un signal [17].

4.4.1 Hypothéses et principes

L’algorithme proposé va s’appliquer sur les signaux que ’on nomme “stationnaires par partie”.
Nous avons abordé cette classe de signaux dans le chapitre 3. Nous rappelons ici briévement leurs
propriétés. Ces signaux peuvent se modéliser sous la forme d’une somme de composants qui sont
stationnaires sur un intervalle fixé et nul autre part. Les signaux de ce type peuvent s’exprimer de

la facon suivante
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yi[t], pour t € [0,t; — 1] avec 3 [£] défini sur [£11, &1o]
slt] = ya2 [t], pour t € [ty,ty — 1] avec y3 [£] défini sur [£1, &a0] ‘ (4.23)

Yn [t] , pour le [tn—h tn - 1] avec gn [g] défini sur [gnhgn?]

Notons que les intervalles fréquentiels de chaque composant sont continus dans le modéle exposé,
mais qu’ils peuvent étre disjoints.

Pour séparer et faire apparaitre les différentes composantes du signal, une décomposition en
paquets d’ondelettes de Meyer est bien adaptée du fait de son excellente séparation fréquentielle.
Toutefois, cette décomposition correspond a une collection de bases, et nécessite la sélection de
la base optimale pour un critére donné. Si 'on utilise les critéres couramment proposés dans la
littérature (comme ’entropie, ou une mesure d’énergie), nous n’obtenons pas forcément le résultat
escompté, car ces mesures sont une évaluation de la distribution de I’énergie des coefficients, et non
une mesure du degré de séparation des composantes du signal. L’algorithme Best-Basis sélectionne
la représentation qui minimise la somme des cotits, mais la distribution spatiale de I’énergie des
coefficients sur chacune des échelles n’est jamais prise en compte.

Nous avons mis "accent sur cette particularité dans le chapitre 3 & propos de la décomposition
en ondelettes de Malvar. Et pour "améliorer” la sélection de la meilleure base, nous avons proposé
de mesurer entre deux sous-fenétres temporelles ’écart des spectres estimés. De la méme facon, si
nous voulons extraire les différentes composantes d’un signal qui se localisent a des coordonnées
temporelles et fréquentielles différentes, nous allons plutét utiliser un critére mesurant la séparation
par deux sous-fenétres fréquentielles des différentes composantes du signal. Si 'on reprend la mo-
délisation introduite dans ’équation (4.23), la décomposition optimale correspond & une projection
sélectionnée pour chaque composant y; [t]. Pour cela, puisque chaque composant se concentre sur
un intervalle temporel borné et disjoint des autres, nous allons modéliser la distribution temporelle
de I’énergie pour chacune des fenétres fréquentielles, puis évaluer si le comportement temporel de
I’énergie de deux sous-fenétres "fils” différe d’une fagon importante.

Nous introduisons une fonction F7T qui symbolise la distribution temporelle de ’énergie des
coeflicients d’ondelettes. La sélection de la meilleure représentation va donc s’effectuer grace a une

mesure notée ® définie par:
o (dl2j7 dlzj+1) = ET(dy;) Opr ET (dyj41)

avec Ng7 une mesure de ressemblance entre 2 distributions temporelles.
A partir de cette fonction de cott, nous pouvons décider si la division en deux d’un intervalle

fréquentiel permet de séparer certains composants du signal.

4.4.2 Enveloppe et mesure d’intersection
4.4.2.1 Evaluation de la distribution de I’énergie en fonction du temps: fonction FT

Il faut définir une fonction qui permet de modéliser I’évolution temporelle de I’énergie du signal
pour une certaine bande de fréquences. Pour cela, nous reprenons les méthodes proposées dans les

algorithmes de segmentation de textures par décomposition de Gabor ou en ondelettes [59]. En effet,
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une image composée de différentes textures peut s’apparenter a un signal 2D stationnaire par partie,
ou chacun des composants y; [t;,t,] correspond & une texture. Comme pour ces algorithmes, nous
allons utiliser la notion d’enveloppe afin de mesurer la disposition spatiale de I’énergie : ET(dé) va,
correspondre a I’enveloppe du signal (dé)k

L’enveloppe d’un signal défini sur un support fréquentiel borné se calcule généralement par
l'intermédiaire du signal analytique. Pour un signal s(¢), le signal analytique $(¢) est défini par
$(t) = s(t) + iHs(t), avec Hs la transformée de Hilbert de s, suivant Hs(t) = L [T i( 73(177
L’enveloppe du signal original est alors le module du signal analytique s(¢).

Toutefois, Laine a montré sur des exemples numériques que cette méthode de calcul de 'enveloppe
pouvait étre trés sensible au bruit et réclamait un temps de calcul assez important [59]. Il a donc
proposé une seconde méthode d’estimation de I’enveloppe basée sur les passages par 0 du signal.
Elle est plus robuste, plus simple & calculer, et permet d’obtenir une enveloppe plus "approximée”,
résultat plus adapté a notre problématique, a savoir extraire globalement I’évolution temporelle de
I’énergie.

Dans cette méthode, le maximum absolu entre deux passages par 0 de la courbe est tout d’abord
détecté, puis cette valeur est assignée a chaque point élément de cet intervalle. Nous présentons sur
la figure 4.19 un exemple de calcul d’enveloppe par la méthode des passages par 0 appliquée sur un
signal Doppler.

05 05

04 045
03 04
02 035
0.1 03
0 0.25
-01 02
-02 015
-03 01

-04 005

0
2000 4000 6000 8000 10000 0 20000 4000 6000 8000 10000

O
Fic. 4.19 — Calcul de Uenveloppe d’un signal Doppler par la méthode des passages par 0
(L.4)

Si nous notons (Z»

: )'eZ I’ensemble des points correspondant a un passage par 0 du signal
K3

(dé«)k, alors notre fonction ET(d%) est définie par

l
dj,t 3

T(dé) [k] = max

t€[zi—1,2]

avec k € [z_1, %]

Il nous faut maintenant introduire la fonction de cotit qui va évaluer le degré de ressemblance

entre deux enveloppes calculées sur deux projections différentes.

4.4.2.2 Fonction de cout: ¢ (.)

Afin de mesurer le degré de ressemblance entre deux enveloppes, nous calculons la courbe corres-
pondant & la "quantité” d’énergie commune a chaque instant aux deux espaces fréquentiels. Cette
intersection des deux enveloppes peut étre définie par la courbe passant par tous les minima des
deux courbes. En effet, la valeur minimum des deux enveloppes correspond a la quantité commune
d’énergie & un instant donné. Nous définissons donc cette ressemblance par :

N/2t-1

{ { . { {
dyNp djyy = Y min(dj g, diy )
k=0
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Toutefois, afin d’évaluer I'importance de 'intersection par rapport a I’énergie commune modélisée
par les deux enveloppes, nous définissons ’opération d’union entre les courbes. Cette union se calcule
par une courbe passant par tous les maxima. [’énergie commune se calcule donc par:

N/2t-1

{ { { {
d;Up iy = ) max(d, djpy ).
k=0

La fonction de coiit est alors définie par:

) = d; e djp,
- dUpdyy,

Nous illustrons ces différentes mesures sur deux exemples simples correspondant a deux en-
veloppes gaussiennes. Dans le premier cas (figure 4.20), les deux enveloppes sont situées & des
coordonnées temporelles proches. Il faut alors considérer dans ce cas que la division fréquentielle
n’apporte rien & la séparation des composants du signal. Si I'on calcule la courbe d’intersection et
d’union, on trouve des valeurs respectivement égales & 330 et 690, ce qui correspond & une mesure
de cott égale & 0.5.

Dans le second cas (figure 4.21), les deux enveloppes sont nettement distinctes. La division
fréquentielle met donc en évidence deux composants du signal. La courbe d’intersection correspond
a une valeur 47, alors que la courbe d’union correspond & une valeur 973. Nous avons donc un
cott égal a 0.05. Le cout est 10 fois inférieur au précédent, on constate que cette division peut étre

considérée comme significative par la fonction de cotit.

4.4.3 Choix de la meilleure représentation

Nous avons défini une mesure qui permet d’évaluer I'indice de séparation des composants d’un
signal par division de I'espace fréquentiel. Nous allons utiliser cette fonction de coiit avec la décom-
position en paquets d’ondelettes de Meyer afin de définir un algorithme d’extraction des différents
composants d’un signal. On débute a I’échelle la plus fine (correspondant aux fenétres fréquentielles
les plus petites), et pour chacune des paires de fenétres, nous mesurons a 'aide de la fonction ¢
I’indice de séparation des différents composants du signal. Puis nous comparons les différents cotits
a une valeur seuil symbolisant les divisions "significatives”. Lorsque le cotit est inférieur a la valeur

seuil la coupure est alors sélectionnée.
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3000

Notre algorithme différe de Best-Basis car il ne cherche pas & minimiser un cotit, mais a sélec-

tionner, en fonction d’un seuil, des divisions significatives. Nous avons donc modifié ’algorithme

Best-basis : lorsque une division est considérée comme significative & une échelle fine, toutes les
divisions correspondant a ses noeuds péres doivent étre sélectionnées.

L’algorithme de recherche meilleure base va donc se définir de la facon suivante :

— Soit A; un boolen indiquant si la coupure correspondant au noeud d’indice (j,[) est
slectionne; soit E]l le cot associ,

— Pour ! variant de L — 2 0,

Pour j variant de 0 2! — 1

Si E]l < Agr alors la partition entre ]é;l et ILH]

) Al =1
2541 est slectionne: gl _ gl
32

sinon la partition est rejete: Aé =0

Une derniére étape doit étre ajoutée a notre algorithme, permettant de rejeter les cas ot I'in-
formation présente dans la fenétre fréquentielle n’est pas significative, mais due au bruit ou & ’ap-
proximation numérique. Car dans ce cas la mesure de similarité est peu robuste, et nous pouvons
avoir des phénoménes de sur-segmentation.

Nous étudions la répartition de I’énergie entre les deux fenétres aprés partition. Si I’énergie
du pére se diffuse massivement dans 'une des deux fenétres, on considére que 'autre fenétre ne
contient pas d’information significative et elle ne sera pas étudiée, ainsi que toutes les sous-fenétres

associées. Cette étude commence a I’échelle la plus grossiére pour aller vers les échelles les plus fines.
L’algorithme se décline de la fagon suivante :

— Soit M]l un boolen indiquant si la fentre frquentielle d’indice (j,l) est significative ou non,

— Pour [ variant de 1 L — 1,
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FiG. 4.22 — Signal de test composé de 3 atomes TF : (a) représentation TF théorique (b) Meilleure

Frequency

Frequency

base sélectionnée par notre algorithme

De j variant de 0 2! — 1,

Si M;/_zl = 0 alors la fentre pre ne contient pas d’information significative, la fentre

tudie est rejete: M]l =0

2 2
sinon Si /”dé?le > Ap alors la fentre est considre comme contenant de I'in-

l
d;

formation significative: Mj =1

sinon M]l =0

Cette sélection des fenétres est appliquée avant 'algorithme de recherche de meilleure base afin
de ne faire la recherche de divisions significatives que sur les fenétres fréquentielles correspondant a
de l'information.

Notre algorithme nécessite la définition de deux seuils: Ag7 et Ag. Nous avons constaté numéri-
quement que les réglages Agr € [0.1,0.4] et A € [0.001,0.01] permettent d’obtenir les résultats les
plus probants.

4.4.4 Applications
4.4.4.1 Signaux de test

Nous avons appliqué tout d’abord notre algorithme sur deux signaux de tests. Nous pouvons
constater sur les figures 4.22 et 4.23 que notre algorithme sélectionne bien les fenétres qui permettent
de séparer les différents composants des signaux. Afin d’illustrer les différences avec les cotits tels
que le coiit entropique, nous décomposons le signal de la figure 4.23 (signal "coif2”) sur 6 échelles et
nous sélectionnons la meilleure base avec le coiit entropique et avec 'indice de recouvrement. Les
représentations TF associées a ces deux "meilleure base” sont indiquées sur la figure 4.24.

Nous constatons que le cotit entropique provoque une sur-segmentation de 'axe fréquentiel,
entrainant une dispersion de ’énergie des atomes entre différentes projections. Comme nous "avions
déja constaté sur la figure 4.23, notre algorithme sélectionne les bandes de fréquences permettant
d’isoler les différents atomes (avec quelques coupures supplémentaires dues au caractére dyadique

de la segmentation). De plus les bandes de fréquence ne contenant pas d’information significative ne
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F1G. 4.24 — Signal “coif2” composé de 6 atomes TF: (a) représentation TF associée a la meilleure
base minimisant le coit entropique (b) représentation TF associée a la meilleure base sélectionnée
par notre algorithme (les zones hachurées correspondent a des intervalles fréquentiels rejetés). Sur

les deux figures nous indiquons la division de ’espace fréquentiel.
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F1G. 4.25 — Signal “coif2” composé de 6 atomes TF: (a) représentation TF associée a la meilleure
base sélectionnée par Uarbre des distances (b) représentation TF associée a la meilleure base sé-
lectionnée par les enveloppes. Nous indiquons les densitées marginales calculées a partir des deux

représentations TF

sont pas sélectionnées (le premier atome qui posséde une énergie trés faible par rapport aux autres
a été supprimé, mais il peut s’apparenter & du bruit). Cet exemple illustre que la méthodologie de
partition proposée associée a une décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer permet d’obtenir
une représentation optimale pour un algorithme de segmentation.

L’algorithme proposé dans le chapitre 3 utilisant la décomposition de Malvar et celui utilisant
la décomposition de Meyer présentent des similitudes. En effet, ces deux algorithmes cherchent a
séparer les composantes du signal en appliquant un découpage, le premier dans le domaine temporel,
le second dans le domaine fréquentiel. Si I’on calcule les densités marginales® associées aux deux
représentations TF sélectionnées par les deux algorithmes sur le signal "coif2”, nous mettons en
évidence les paralleles existant entre ces deux méthodes.

Nous indiquons sur la figure 4.25 les différentes densités marginales calculées & partir des deux
représentations TF.

Le premier algorithme sépare les composants selon leur similitude dans le domaine fréquentiel, ce
qui entraine un découpage par “zone” de I’énergie dans le domaine temporel. A I'inverse, le second
algorithme sépare les composants selon leur similitude dans le domaine temporel, ce qui entraine un
découpage par "zone” de ’énergie dans le domaine fréquentiel. On peut voir sur la figure 4.25 que
ces deux approches fournissent des résultats complémentaires. Lorsque 'on cherche a extraire un
comportement moyen dans le domaine temporel on utilise le premier algorithme, & 'inverse lorsque
I’on cherche & extraire des bandes de fréquences caractéristiques des éléments du signal, on utilise
le second algorithme.

L’algorithme est ensuite utilisé sur des signaux réels de la Toolbox Wavelab [90]. Le premier est

un signal sismique. Nous évaluons sa représentation TF a partir de la transformée de Wigner-Ville.

6. Nous avons introduit les densités marginales associées a une représentation TF dans le chapitre 3.
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F1G. 4.27 — Signal de parole: (a) Décomposition de Wigner-Ville (b) Meilleure base sélectionnée par

notre algorithme (c) Représentation TF associée

Nous pouvons voir sur la figure 4.26a que le signal est formé de 4 composantes principales, que

I’on retrouve parfaitement aprés application de notre algorithme, ainsi que sur la représentation TF

associée :

intervalle de temps que la composante basse fréquence,

une composante basse fréquence [0.03,0.04] qui se situe durant toute la secousse ,

une composante intermédiaire [0.04, 0.06] qui se situe au début de la secousse,

une composante "haute” fréquence [0.125, 0.25] se situant au début de la secousse.

une composante plus haute fréquence [0.06,0.125] qui se trouve globalement dans le méme

Le second signal réel est ’enregistrement vocal que nous avons déja étudié (mot "greasy”). On voit

apparaitre sur la représentation de Wigner-Ville les différents phonémes composant ce mot (figure
4.27a). A partir de notre décomposition, ces différents phonémes sont mis en évidence. Seuls ceux
qui possédent une énergie faible, se trouvant au début du signal, sont ignorés dans le découpage. Un
algorithme de segmentation permettant d’isoler temporellement chacun des phénoménes peut alors

étre facilement appliqué. Si 'on compare la représentation TF de la figure 4.27 avec celle associée a
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F1G. 4.28 — Décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer du signal "Feather bed” (accent pri-
maire sur le premier mot) sur 9 échelles: (a) Meilleure base sélectionnée par un cout entropique (b)

Meilleure base sélectionnée par 'indice de recouvrement d’enveloppe

’arbre des distances (chapitre 3, figure 3.23), on constate que les résultats sont nettement différents :
la décomposition en ondelettes de Malvar met plus en évidence les différentes harmoniques des
phonémes ainsi que leurs évolutions au cours du temps, en revanche la décomposition de Meyer
extrait plus globalement les différentes composantes du signal. Comme nous I’avons vu avec le

signal "coif2”, ces deux approches sont complémentaires.

4.4.4.2 Phonétique anglaise

Nous avons appliqué la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer sur les enregistrements
vocaux associés a I’étude de l'intonation des mots composés anglais, application que nous avons
présentée dans le chapitre 3. Notons que l'algorithme est utilisé sur les signaux débruités par la
méthode du chapitre 3.

Dans un premier temps nous faisons une comparaison entre une sélection de la meilleure base
selon le cott entropique et selon l'indice de recouvrement d’enveloppe. Sur la figure 4.28 nous
indiquons les deux représentations TF associées aux deux meilleures bases sélectionnées lors de
la décomposition du signal "feather bed” avec ’accent primaire sur le premier mot. Comme nous
I’avons déja remarqué, le cotit entropique provoque une importante segmentation de "axe fréquentiel
et donc une dispersion de I’énergie dans différentes petites bandes fréquentielles. A I'inverse, le cotit
® permet d’obtenir un comportement "moyen” du signal en ne sélectionnant que de larges fenétres
fréquentielles. Il est certain que la base sélectionnée par le colt entropique est plus précise en
prenant en compte les 1égéres nuances, mais elle est aussi plus difficilement interprétable. En terme
d’outil "phonétique”, le cott entropique obtient des résultats similaires a un sonographe, appareil
qui s’apparente a un banc de filtres découpant d’une fagon constante ’axe fréquentiel.

La décomposition par paquets d’ondelettes de Meyer associée au cott ® permet d’extraire le
comportement moyen fréquentiel du signal : donc a I'inverse de la décomposition de Malvar ot nous
analysons le signal grace a la densité marginale temporelle, nous allons extraire la densité marginale

fréquentielle F.
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Fic. 4.29 — Décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer du signal "Feather bed” sur 9 échelles.

Représentation TF et distribution marginale fréquentielle : (a) non intégré (b) intégré

Nous indiquons sur la figure 4.29 les représentations TF associées aux deux versions de 'expres-
sion "feather bed” ainsi que les fonctions I;. Logiquement, on constate que les deux formulations
de 'expression possédent des fréquences fondamentales identiques. En revanche, la distribution de
I’énergie est différente selon ’accentuation. Les deux phonémes <fea> et <be> ont leurs énergies
fréquentielles qui se concentrent entre 0 et 1500 Hz mais avec un maximum dans la bande [500, 800]
pour <fea> et [250,500] pour <be>. Quand ’accent est placé sur le second mot (figure 4.29a) on
trouve les maxima d’énergie de la courbe F; dans l'intervalle [250, 500] correspondant & <be>. A
I’inverse, lorsque ’accent est placé sur le premier mot, le maximum d’énergie est situé dans la bande
[500, 800] correspondant a <fea>. On en conclut que la technique basée sur les ondelettes de Meyer
peut détecter ’accent primaire. Notons que la méthode basée sur les ondelettes de Malvar a été mise
en échec sur cet exemple (figure 3.32). En effet, nous avions été obligés d’utiliser des connaissances
phonétiques sur cet exemple pour détecter I’accent primaire. Toutefois, avec les ondelettes de Meyer,
il faut connaitre la description fréquentielle de chacune des composantes pour conclure a partir de
la densité Fy. C’est pourquoi la partition temporelle reste nécessaire et complémentaire a la parti-
tion fréquentielle. D’autant plus que I’approche basée seulement sur le découpage fréquentiel peut
étre elle aussi mise en échec dans la détection de "accent primaire. Nous I'illustrons dans 'exemple
suivant.

Nous indiquons sur la figure 4.30 les représentations TF associées aux deux versions de 'expres-
sion "a black bird” ainsi que la distribution marginale en fréquence. Dans ce cas, la distribution de
I’énergie est trés similaire entre les deux accentuations. En effet, <bla> et <bir> ont leurs énergies
fréquentielles distribuées entre 250 et 1500 (avec simplement plus d’énergie au-dessus de 900 Hz
pour <bla>). Donc, que I'accent soit positionné sur les deux mots ou sur un seul ne modifie pas
la densité Fy, si ce n’est, en proportion, plus ou moins d’énergie au dessus de 900 Hz. Dans ce cas,
I’approche temporelle avec les ondelettes de Malvar est plus adaptée.

Enfin, nous indiquons sur la figure 4.31 les représentations TF associées aux deux versions de
’expression "nation wide” ainsi que les distributions F¢. Le phonéme <na> présente des fréquences
dans la bande [0, 1000] alors que le phonéme <wi> se situe dans la bande [0, 1500] donc contient
de plus hautes fréquences. Lorsque 'accent est placé sur le second mot (figure 4.31a) on trouve les

maxima de la courbe I¢ autour de 1000 Hz, correspondant a <wi>. A 'inverse, lorsque I’accent est
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Représentation TF et distribution marginale fréquentielle : (a) non intégré (b) intégré
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placé sur le premier mot, ce maximum d’énergie est situé dans la bande [200, 500] correspondant a
<na>.

Cette application nous montre encore une fois que les deux approches, temporelle et fréquentielle,
sont complémentaires et que lorsque 'une des deux est mise en échec 'autre la "remplace”. Cette
simple étude sur application des ondelettes dans des problémes de détection d’accent ouvre de

nombreuses opportunités de collaboration avec les chercheurs en phonétique sur des problémes plus

complexes.
4.4.4.3 Application a ’'EEG
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FiG. 4.32 — Représentation TF associée a la décomposition en paquet d’ondelettes de Meyer du signal

FEG (voie 17,zone 2) dans une zone “question-réponse” et distribution temporelle des coefficients

associés a la bande comprenant 10 Hz

Nous appliquons notre algorithme de partition sur les enregistrements EEG présentés dans le
chapitre 2. A partir de la représentation TF associée a la meilleure base, on va étudier ’évolution des
fréquences durant les différentes phases du protocole d’enregistrement des signaux (repos, question,
réflexion, réponse) [22].

Comme nous ’avons vu avec ’algorithme de partition temporelle, le signal EEG ne se modélise
pas forcément par des zones stationnaires. En effet, ’activité n’est & aucun moment strictement
constante et subit en continu des fluctuations. Toutefois, certaines bandes de fréquences contien-
nent des composantes qui ont un comportement homogéne sur des intervalles temporels. On pourrait
assimiler le signal EEG & une somme de composantes localement stationnaires, concentrées dans
certaines bandes fréquentielles, a laquelle s’ajoutent des composantes non stationnaires. Dans ce
cas, algorithme de segmentation temporelle est souvent mis en échec car il ne peut pas extraire
un intervalle temporel pour lequel le comportement du signal reste homogéne (cf chapitre 3). Notre
découpage fréquentiel peut lui sélectionner des bandes correspondant a un comportement globale-
ment homogeéne du signal. C’est pourquoi ’approche par les paquets d’ondelettes de Meyer a obtenu
des résultats trés encourageants sur 'EEG. Mais, puisque le signal ne se modélise pas parfaitement

par des composantes localement stationnaires et distinctes temporellement les unes des autres, nous
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FiG. 4.33 — Représentation TF associée a la décomposition en paquet d’ondelettes de Meyer du signal
FEG (voie 9,zone 2) dans une zone "question-réponse” et distribution temporelle des coefficients

associés a la bande comprenant 10 Hz

avons dit accepter un seuil de recouvrement élevé (égal a 0.4) afin d’obtenir des représentations

satisfaisantes.

Nous avons étudié localement le signal autour des phases de réflexion, & partir des repéres fournis
par les maxima d’ondelettes, méthode introduite au chapitre 2. Nous présentons sur la figure 4.32
le découpage fréquentiel du signal EEG enregistré sur la voie 17 (cf chapitre 2) autour d’une zone
“question-réponse”. On constate qu’un intervalle fréquentiel encadrant 10 Hz a été sélectionné. Or
comme nous ’avons précisé, I’étude réalisée sur ’EEG se concentre plus particuliérement sur le signal
« qui a une fréquence moyenne d’environ 9 Hz, nous étudions la courbe correspondant a I’évolution
des coefficients associés a cette fenétre fréquentielle. A partir de cette distribution nous constatons
que de I’énergie est présente d’une facon significative jusqu’au début de la réflexion, tout en ayant
diminué a ’amorce de la question. Ensuite le signal est d’amplitude faible durant la réflexion. Enfin,
I’énergie commence a réapparaitre au moment de la réponse pour ensuite se renforcer une fois le
cycle terminé. Avec cette distribution des coefficients, nous illustrons parfaitement le phénoméne
de désynchronisation des circuits neuronaux corticaux, avec une précision accrue par rapport a la

représentation obtenue par découpage temporel (figure 3.33).

Nous présentons sur les figures 4.33 et 4.34 le découpage fréquentiel du signal EEG enregistré
sur la voie 9 autour de deux zones "question-réponse”. Sur la distribution représentée figure 4.33,
on remarque que I’énergie présente dans la bande incluant 10 Hz a un comportement similaire a
I’enregistrement précédent. Toutefois, la "reprise” est plus marquée dés la fin de la réflexion et le
début de la réponse. Le signal de la figure 4.34 présente, lui, un comportement différent. Comme leg
deux autres, ’énergie présente dans la bande comprenant 10 Hz décroit bien durant la question mais
d’une fagon plus lente, et surtout elle réapparait durant la réflexion. Ensuite, elle augmente d’une
fagon importante au début de la réponse. Ce signal met en évidence un autre type de comportement
des circuits neuronaux. Une étude plus approfondie sur un plus grand panel d’enregistrements et

en collaboration avec des médecins est nécessaire pour émettre les conclusions ”biologiques” qui
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FiG. 4.34 — Représentation TF associée a la décomposition en paquet d’ondelettes de Meyer du signal
FEG (voie 9,zone 3) dans une zone "question-réponse” et distribution temporelle des coefficients

associés a la bande comprenant 10 Hz

s’imposent. Mais avec ces trois analyses, nous mettons en évidence la potentialité de la méthodologie
basée sur les paquets d’ondelettes de Meyer dans 'interprétation des signaux EEG.

Ces différents exemples (signaux de tests, vocaux et EEG) ont montré, a partir d’'un exemple
simple d’algorithme de recherche de meilleure base, la potentialité de la décomposition en paquets
d’ondelettes de Meyer pour des problémes d’analyse de signaux. L’utilisation d’un découpage par
fenétre dans le plan fréquentiel permet d’obtenir une représentation dans laquelle chaque élément
ayant un support fréquentiel borné n’apparait que sur une seule projection. La généralisation des
principes de calcul de Kolaczyk permet de définir un algorithme en paquets d’ondelettes de Meyer
ayant une complexité algorithmique raisonnable et sensiblement identique & celle des paquets d’on-
delettes classiques. Notons que les paquets d’ondelettes de Meyer ont obtenu des résultats encoura-
geants pour I’étude sur les signaux de radiocommunications (travail réalisé par X. Doussain dans le

cadre d'un DESS). Nous allons étendre maintenant cette décomposition a la dimension 2.

4.5 Extension & I'image des décompositions de Meyer

4.5.1 Ondelettes de Meyer 2D

Pour la dimension 2, Kolaczyk [57] a créé un algorithme de transformée-reconstruction en on-
delettes de Meyer basé sur le méme principe que les extensions au 2D des bases associées & des
filtres & support temporel fini, comme la base de Daubechies. Dans L?(R?) la base orthonormée de
Meyer est composée de toutes les translations et dilatations dyadiques des trois fonctions de base
C(@)(y), C(y)(x) et ¥ (x)(y), ot et 1 sont les fonctions pére et mére de la décomposition de
Meyer 1D. Du fait du caractére séparable de cette base et de la nature de ’algorithme de décompo-
sition qui s’applique sur un vecteur, il est facile de créer un algorithme pour la dimension 2 & partir
des méthodes de calcul proposées dans le cas 1D.

Dans la décomposition en ondelettes de Meyer 2D, I’algorithme applique la projection 1D, telle
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Fic. 4.35 — Construction d’une image de test a partir de 5 atomes TF 2D : (a) Image de test (b)

Position dans le plan fréquentiel 2D des différents atomes

0 0.25 05

Fy 025 Fy 025

0.5 05

FiG. 4.36 — Décomposition sur une échelle d’une image de test de 5 atomes TF 2D : (a) Ondelettes
de Daubechies (b) Ondelettes de Meyer

qu’elle est définie dans la premiére partie de ce chapitre, avec une fenétre adaptée a 1’échelle sur
chaque ligne de I'image originale, puis applique la projection 1D appropriée sur chaque colonne de la
matrice ainsi calculée. L’algorithme de reconstruction utilise ce méme principe, a savoir traitement
des lignes et des colonnes avec la méthodologie 1D.

Afin d’illustrer la décomposition en ondelettes de Meyer 2D, nous construisons une image test
composée de 5 atomes TF 2D correspondant a des couples de fréquences (&;, &) précis et & des posi-
tions dans l'espace indépendantes les unes des autres. Nous indiquons sur la figure 4.35 cette image
composée de 5 atomes TF 2D ainsi que les différentes coordonnées fréquentielles des composantes.

Comme pour le cas monodimensionnel, 'utilisation d’un fenétrage dans le domaine fréquentiel
2D permet une meilleure séparation fréquentielle que I'utilisation de filtres a support temporel fini.
Pour preuve, nous décomposons I'image de test sur une échelle (les échelles suivantes présentent des
résultats similaires) avec les ondelettes de Daubechies et les ondelettes de Meyer. Le résultat est
indiqué sur la figure 4.36.

On constate, avec les ondelettes de Daubechies, que des atomes sont dans des bandes de fréquence
qui ne correspondent pas. Par exemple, le fond de I'image qui a des coordonnées fréquentielles égales

a (0.3,0.3) se distribue dans toutes les bandes, car sa position fréquentielle est proche des points
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de coupure. De méme, 'atome 3 de coordonnées (0.35,0.05) a son énergie dispersée dans le bloc
[0,0.25] x [0.25,0.5] mais aussi [0,0.25] x [0,0.25]. Dans la décomposition en ondelettes de Meyer
chaque atome se trouve entiérement localisé dans le bloc fréquentiel correspondant. Il apparait
seulement quelques points parasites aux frontiéres des différents atomes dus aux discontinuités

créées par le changement de modéle.

4.5.2 Rappel sur les paquets d’ondelettes 2D

Comme pour la décomposition en ondelettes 2D, nous pouvons construire une base de paquets
d’ondelettes 2D dans L?(%?%) ot chaque élément de base est le produit séparable des fonctions de
paquets d’ondelettes 1D

G, y) = i)k (y)

Une base de paquets d’ondelettes 2D divise le plan de Fourier bidimensionnel en régions carrées
de différentes tailles. Dans le cas monodimensionnel, nous avions un arbre binaire associé a la base de
paquets d’ondelettes, dans le cas bidimensionnel nous avons un arbre "quad-tree” composé d’espaces
séparables qui sont divisés en quatre sous-espaces orthogonaux. Nous retrouvons l'arrangement
introduit dans le cadre de la décomposition en ondelettes de Malvar 2D. Chaque noeud de ce quad-
tree est indicé par sa profondeur { ainsi que par deux indices 0 < j < 2! et 0 < j/ < 2!, Le noeud
({,7,7") correspond a un espace séparable W]{j, = W]l ) W},. On prouve qu’une base orthonormée
de W]{j, est obtenue avec le produit séparé des bases de paquets d’ondelettes 1D de W]l et W]l,:
(B —2pelly—2m} 68,

Comme pour le cas monodimensionnel, on peut montrer que W}J, est la somme directe de
ses quatre sous-espaces orthogonaux (les quatre sous-espaces localisés aux quatre noeuds fils de
(17,7

I _ I+1 I+1 I+1 I+1
Wigr = Wajajr © Woita i & Wajajn @ Wit aji

Nous appelons quad-tree admissible tout quad-tree dont les noeuds ont 0 ou 4 fils. Soit A
I’ensemble des indices {jw,j;, lw} des noeuds d’un arbre quad-tree admissible, alors nous avons
¥
g D EATxI
W = U IEAWL,.
A partir des propriétés de séparabilité des fonctions lb; j,(x, y), on peut définir ces fonctions par

récurrence selon :

0 A
¢0,0:C7

+1 &5 1y 1 1
byjag = haihyib; i,
I+1 AN R Y
Voii1,2j0 = 92 Ry i,

I+1 Ao
Cygajier = haigyds i,

I+1 LN Y
Vajti g = 925995054
avec ha; application du filtre hé, tel qu’il est défini dans le paragraphe 4.3.1 selon a et ga;
application du filtre gé« selon a.
A partir de cette définition, nous constatons que ’extension au cas 2D d’une décomposition

en paquets d’ondelettes consiste simplement & I’appliquer selon les lignes et les colonnes les filtres
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Fic. 4.37 — Projection d’une image de test de 5 atomes TF 2D sur la seconde échelle de paquets
d’ondelettes: (a) Ondelettes de Daubechies (b) Ondelettes de Meyer

(h;,gﬁ). Pour les filtres & support temporel fini, ’algorithme repose sur un banc de filtres 2D.
Dans le cadre des paquets d’ondelettes de Meyer, la méthodologie s’inspire de la décomposition en
ondelettes de Malvar 2D.

4.5.3 Applications des paquets d’ondelettes de Meyer 2D

Puisque la base de paquets d’ondelettes 2D est le produit séparable des fonctions de paquets
d’ondelettes de Meyer 1D, nous utilisons 'algorithme développé dans le cadre 1D sur chaque ligne
et chaque colonne de 'image. La méthode de décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer 2D se
résume a (si 'on note fwt_paquet meyer!D la décomposition d’un vecteur en paquet d’ondelettes
de Meyer) [18]:

Pour [ variant de 1 L,
res_inter+— applicationde fwl_paquet meyerlD I’chelle! sur chaque ligne de I'image source

W! «— application de fwt_paquet_meyerlD I’chelle | sur chaque colonne de res_inter.

Aprés sélection de la meilleure base de représentation, un algorithme de reconstruction 2D peut
étre appliqué utilisant un principe similaire & celui de décomposition, c’est-a-dire reposant sur la
méthode de reconstruction 1D utilisée selon les lignes et les colonnes.

Encore une fois, le découpage dans le domaine fréquentiel permet une meilleure séparation fré-
quentielle qu’avec des filtres & support temporel fini. Pour exemple, nous projetons 'image de test,
introduit précédemment, sur la seconde échelle de paquets d’ondelettes (les échelles suivantes pré-
sentent des résultats similaires) avec les ondelettes de Daubechies et les ondelettes de Meyer. Le
résultat est présenté sur la figure 4.37.

On constate qu’avec les paquets d’ondelettes de Daubechies, I’énergie des atomes 2D se disperse
dans différentes bandes de fréquences dont certaines ne correspondent pas aux coordonnées de
’atome. Pour résumer, tous les atomes apparaissent au moins sur deux bandes fréquentielles (bandes
voisines des coordonnées de ’atome). Avec la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer

chaque atome se trouve entiérement localisé dans le bloc fréquentiel correspondant. Seuls quelques
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Fic. 4.38 — Projection d’une tmage de test de 5 atomes TF 2D sur j échelles de paquets d’ondelettes:
sélection de la meilleure base (a) Ondelettes de Daubechies (b) Ondelettes de Meyer

points parasites sont présents aux frontiéres des différents atomes dus aux discontinuités créées par
la rupture de modele, et d’autres liés au recouvrement des fenétres fréquentielles.

Si nous sélectionnons la meilleure base selon un critére entropique avec l'algorithme Best-Basis
2D, une représentation "optimale” TF 2D peut étre obtenue. Nous présentons sur la figure 4.38 les
deux représentations extraites & partir des paquets d’ondelettes de Daubechies et de Meyer. On
constate encore une fois une dispersion de I’énergie des atomes entre plusieurs bandes de fréquences
dans le cas des ondelettes de Daubechies. En revanche la représentation associée aux ondelettes
de Meyer extrait d’une fagon plus précise les différents atomes présents dans le signal (symbolisés
par des cercles) avec une concentration de ’énergie & la position théorique fréquentielle des atomes.
Cet exemple illustre la supériorité des paquets d’ondelettes de Meyer 2D pour une problématique
d’analyse ou de séparation des composants d’une image. Notons enfin qu’en raison de la dispersion
de P’énergie, la segmentation fréquentielle associée aux ondelettes de Daubechies est plus impor-
tante. Il y a un phénomeéne de sur-segmentation, c’est-a-dire une sélection de fenétres trés fines
qui, connaissant les atomes présents dans 'image, n’apportent pas d’information. La segmentation
fréquentielle sélectionnée avec la décompositions de Meyer est moins importante et plus adaptée.
Toutefois, elle reste supérieure a la segmentation optimale qui permettrait de séparer chacune des
composantes sans sur-segmentation. Nous allons donc adapter a la dimension deux, la fonction de
colt basée sur le recouvrement des enveloppes qui permet de sélectionner la base séparant au mieux

les composantes.

4.5.4 Algorithme de séparation 2D

Comme dans le cas monodimensionnel, nous introduisons une fonction ET?(.) qui symbolise
la distribution spatiale 2D de I’énergie des coeflicients d’ondelettes. La sélection de la meilleure

représentation va donc s’effectuer grace a une mesure notée ®* définie par:

2 [ [ _ 204l 2 204l
{(I) (d21+a172j’+a'1 ) d2j+a272j’+a§) = KT (d2j+a172j’+a’1) Ngr BT (d2j+a272j’+a§)}

avec (am =0,1;a1 ,=0, 1) & ((ay, a}) # (az,ah)) et N%y une mesure de ressemblance entre 2 dis-

tributions spatiales 2D.
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Notons que pour chaque échelle, un bloc fréquentiel se divise en quatre sous-fenétres ce qui
explique les notations (am =0,1;a}, =0, 1) & ((ay, ay) # (ag,ah)). La sélection va étre plus com-
plexe que dans le cas 1D, car nous avons, pour chaque ensemble de noeuds fils, six mesures d’inter-
section (toutes les combinaisons possibles entre 4 éléments). Nous reviendrons ultérieurement sur

la procédure de sélection prenant en compte la multiplicité des mesures d’intersection.

4.5.4.1 Evaluation de la distribution de I’énergie dans le domaine spatial 2D : fonction
ET?

I faut définir une fonction 2D qui permet de modéliser I’évolution spatiale de I’énergie du signal
pour une certaine bande de fréquences. L’enveloppe nous semble a nouveau un choix judicieux et
nous reprenons la méthode proposée par Laine d’estimation de I'enveloppe basée sur les passage
par 0 du signal [59]. Toutefois, son extension a la dimension deux nécessite certains choix. En effet,
I’estimation des passages par 0 s’effectue sur un vecteur, et sa généralisation a une matrice doit étre
précisée. Laine et al. proposent d’appliquer cette méthode, soit selon les lignes, soit selon les colonnes
de la matrice, la direction étant fixée par la bande de fréquence étudiée. Mais cette généralisation
ne nous a pas satisfait durant nos expérimentations, car ’enveloppe a tendance a s’étendre dans
la direction utilisée pour l'estimation. De plus, aucune suggestion n’est faite par Laine quant a
I’approximation de ’enveloppe de la composante passe-bas. Nous proposons une nouvelle technique
d’estimation de I’enveloppe 2D qui ne privilégie aucune direction. Nous calculons tout d’abord une
enveloppe & partir de ’algorithme 1D appliqué sur chaque ligne de la matrice , puis nous calculons
une seconde enveloppe selon les colonnes. Enfin 'enveloppe finale est définie comme la courbe

passant par les minima de ces deux enveloppes.
Si nous notons (ligzl(l’j’j )) 'Z I’ensemble des points correspondant a un passage par 0 du signal
K3
2D d I étudié selon les lignes, et (COIZZ(I’“ ))' p I’ensemble des points correspondant & un passage
1S

par 0 du signal 2D d ;+ étudié selon les colonnes notre fonction ETz(dl ;1) est alors définie par

7.3 ]

ETz(déj,) [z,y] = min( ma ‘d

tae e[lzgz 1, lng

7ty€|:co£n_1 col 5 ‘d y]‘) ’

avec [z,y] € [hgzi—hhg Zz} X {COZZZ'—MCOZ Zz}-

Nous présentons sur la figure 4.39 un exemple d’estimation d’enveloppe 2D sur 'une des pro-
jections en ondelettes de Meyer de I'image Test2d. Nous sommes dans un plan correspondant a
I’application d’un filtre passe-haut selon les colonnes et d’un filtre passe-bas selon les lignes. Sui-
vant Laine, ’estimation de I’enveloppe s’effectue alors par 'utilisation de ’algorithme 1D selon les
colonnes. Le résultat est indiqué sur la figure 4.39b. On constate un étirement des formes selon les
colonnes qui rend imprécis la localisation des atomes. La figure 4.39¢ présente ’enveloppe estimée
selon notre méthode. Elle respecte plus précisément les formes et a tendance & étre plus restrictive,

ce qui est tout a fait adapté au but recherché, a savoir une mesure d’intersection d’enveloppes.

Il nous faut maintenant introduire la fonction de cotit 2D qui va évaluer le degré de ressemblance

entre deux enveloppes calculées sur deux projections différentes.
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Fic. 4.39 — Estimation d’une enveloppe 2D (a) Distribution de Uénergie de la décomposition (b)

Estimation selon Laines (¢) Estimation sans direction privilégiée

4.5.4.2 Fonction de cott 2D: @2 (.)

Afin de mesurer le degré de ressemblance entre deux enveloppes, nous calculons la courbe cor-
respondant a la "quantité” d’énergie commune a chaque instant aux deux espaces fréquentiels. Pour
cela, nous reprenons les mémes définitions que pour le signal, simplement étendues a la dimension

2:

I 2 gl
2(d 4y 31 NE 4, gy
@ d '/7d4 -t :—7
J1,077 732405 (iL ] 2 (iL
g1 B V2,44
avec
N/2t-1 M /2P 1
I 2 4 _ ol I
dj g O dy, o= Y min(dy i fe,yl,dy (2, y)),
z=0 y=0
et,

N/2—1 M/2'-1

! 2 4l _ ! !

dyy g b di, =Y > max(dy, i [v,y],dy [z, y).
z=0 =0

4.5.4.3 Choix de la meilleure représentation 2D

Nous avons défini une mesure 2D qui permet d’évaluer la qualité de séparation des composants
d’une image par division de ’espace fréquentiel. Nous allons utiliser cette fonction de cotit avec
la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer afin de définir un algorithme d’extraction des
différentes textures d’une image.

Au préalable, nous étudions la répartition de ’énergie entre les quatre sous-fenétres résultant
d’une division. Si ’énergie du pére se diffuse trés faiblement dans 'une des fenétres, on considére
que cette fenétre ne contient pas d’information significative et elle ne sera pas étudiée, ainsi que
toutes les sous fenétres associées. Ce "seuillage” est symbolisé par le paramétre A%.

Ensuite nous sélectionnons les partitions fréquentielles significatives. On débute a I’échelle la plus
fine (correspondant aux fenétres fréquentielles les plus petites), et pour chacun des groupes de 4
fenétres ™ils”, nous mesurons, & l’aide de la fonction ®2, I'indice de séparation des différentes com-

posantes du signal. Puis nous comparons ces différentes mesures a une valeur seuil A%, symbolisant
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les divisions “significatives”. Puisque la comparaison n’est pas binaire, c’est-a-dire qu’elle n’est pas
unique mais, pour une division, nous avons six comparaisons, il faut fixer un critére décidant si la
divisions en quatre sous-fenétres est significative. Nous proposons pour cela la condition suivante
qui nous semble la plus adaptée: une coupure est considérée comme significative si elle permet de
séparer deux textures sur au minimum deux sous-fenétres ™fils”.

L’algorithme de recherche de la meilleure base 2D va donc se définir de la fagon suivante :

— Soit A; jun boolen indiquant si la coupure correspondant au noeud d’indice (j,j', 1) est

slectionne; soit E}W le cot associ; soit O la condition (aLQ =0,1; a’L2 =0, 1) ((ay,d}) # (ag,ab))

— Pour ! variant de L — 2 0,

Pour j variant de 0 2' — 1,Pour j' variant de 0 2! — 1

.o 2 i i 2 Ly l
Si ming ((I) (d2j+a1,2j'-|—a’1 , d2j-|—a2,2j'+a§)) < Agr alors la partition de qu en
+1 +1
[ Bajajr Bajajn ]
+1 +1
Bajtiny Bajyigjm
est slectionne: AL ., = 1 et F'7! = ming (®2 (d! dt
RN ij2 = e 25+a1,25'+a]* “25+a2,25'+al ) )
sinon la partition est rejete: A; o= 0

Notre algorithme nécessite la définition de deux seuils: A% et A%. Les intervalles de définition
de ces deux paramétres sont identiques au cas monodimensionnel. Toutefois, le paramétre A% peut

étre plus strict car la distinction spatiale des textures est plus marquée que dans le cas 1D.

4.5.4.4 Illustration
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Fic. 4.40 — Décomposition en paquet d’ondelettes (?é Meyer de ltmage test2d. Meilleure base sélec-
tionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent a des blocs fréquentiels

rejetés)

Nous avons appliqué notre algorithme sur 'image de test définie au début de ce paragraphe. Nous
constatons sur la figure 4.40 que notre algorithme sélectionne correctement les blocs fréquentiels qui

permettent de séparer les différentes textures de I'image. Chacun des composants est présent dans
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une fenétre et une seule et chaque fenétre n’a qu’un seul composant. Si 'on compare cette partition
avec celle obtenue pour le colit entropique, nous constatons que cette partition est plus adaptée a
I’analyse de I'image : elle est minimale et optimale. De plus les bandes de fréquences ne contenant
pas d’information significative sont rejetées.

Toutefois, dans le domaine 2D, la sélection d’une représentation TF optimale n’est pas I"applica-
tion la plus recherchée. En revanche elle s’inscrit parfaitement dans un algorithme de segmentation.
Nous présentons dans le paragraphe suivant une méthode de classification utilisant notre algorithme

de séparation.

4.6 Classification non supervisée: vers la segmentation de texture

Nous avons proposé une procédure de décomposition qui permet de projeter un signal 1D ou 2D
dans un espace de représentation le plus adapté possible pour la séparation des différents compo-
sants. Une étape s’ajoute logiquement a cette projection "adaptative”: un algorithme de segmenta-
tion. Nous proposons dans la suite de ce paragraphe une segmentation basée sur la technique des

centres mobiles permettant de regrouper les différents points du signal selon un critére de similarité.

4.6.1 Meéthode de classification : nuées dynamiques

Nous faisons un bref rappel de la technique des nuées dynamiques couramment utilisée dans le
domaine de la segmentation d’images [59], [25], de la reconnaissance de formes [42] ou de ’analyse de
données. La méthode des nuées dynamiques consiste a calculer la partition optimale de ’ensemble

des individus en N, sous-ensembles, chaque sous-ensemble étant représenté par un "noyau”. On note :
— Q I’ensemble des points a classer,
— P = (P, P...Py,) une partition de Q en N, classes,
— L = (A1, Az...AN,) un ensemble de N. noyaux, ott A; est le noyau de la classe P,
— C'(P, L) un critére mesurant ’adéquation entre une partition P et I’ensemble des noyaux L.

On cherche la partition P* et la représentation L* associée qui optimisent leurs adéquations
au sens du critére C'. Nous utilisons 'algorithme des nuées dynamiques avec des noyaux définis
comme les centres d’inertie des différentes classes. La qualité d’un couple partition-centre C'(P, L)

est mesurée par la somme des inerties des classes par rapport & leur centre:

N¢
C(PLYy =" d*(i, M)

k=1:€P;
Différentes mesures de distances peuvent étre utilisées, nous avons choisi d’utiliser la distance

euclidienne. L’algorithme se décline alors de la facon suivante:

Tirage au hasard de N. points de §) qui forment les centres initiaux des N. classes,

Tant que non convergence

— Construction d’une nouvelle partition en affectant chaque point de ) la classe dont il

est le plus prs du centre: I. — P,
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— Les centres de gravit de la partition qui vient d’tre calcule deviennent les nouveaux

centres: P — L.

La convergence de cet algorithme est facilement justifiable [42].

Lors de la segmentation d’un signal ou d’une image, ’ensemble €2 est constitué d’une mesure ou
d’un vecteur de mesures associé a chaque coordonnée t ou [z, y]. Aprés 'application de I’algorithme
de nuées dynamiques, les échantillons f[t] ou f[z,y] sont groupés en classes constituant ainsi la
partition. Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment constituer I’ensemble €2 & partir de

la représentation en paquets d’ondelettes de Meyer.

4.6.2 Constitution de ’ensemble

Pour chaque échantillon du signal, nous allons construire un vecteur de mesures caractérisant le
comportement du signal en ce point précis. A partir de la décomposition en paquets d’ondelettes de
Meyer, et aprés sélection de la meilleure base, nous avons une mesure "instantanée” du comportement
fréquentiel du signal, pour des intervalles fréquentiels qui, par définition, sont discriminatoires. La
mesure de ’énergie a chaque instant pour chaque bande fréquentielle sélectionnée va alors constituer
nos vecteurs de mesures. Pour cela, nous utilisons la notion d’enveloppe introduite dans ’algorithme
de meilleure base: le vecteur de mesures associé a une coordonnée précise est défini par les valeurs,

en ce point, des enveloppes estimées sur les différentes projections sélectionnées. Nous notons:

— B* I’ensemble des couples ([, j) correspondant a la meilleure base (dans le cas 2D les couples

sont (I, 7,7)),
— Np+ le nombre de projections sélectionnées,

— v; le vecteur de mesures caractérisant le comportement du signal au point ¢{. Ce vecteur

(®)

comprend Npx composantes notées v;’ avec ¢ = 1...Np=x.

L’ensemble € est défini de la fagon suivante :

Q= {v}ymg_y_y avec v, € RVE" tel (v), = { ET(d}) [1]}

i=1.Ng«
L’ensemble Q? pour le cas 2D est construit de la méme facon :

0 = {UxN-I—y}xzo...N—Ly:o...M—l avec UgN4y € RP" tel (von4y); = {ETQ(djm‘() [vay]}Z LN
v =1l..iVNp*
Toutefois, les différentes projections ne possédent pas le méme nombre de points. En effet, la

projection d’un signal de dimension N & I’échelle [ a 2M coefficients. Nous devons donc extrapoler

les points manquants afin de construire, pour chaque couple (I, j) € B* un ensemble de N points.

Pour cela, deux solutions sont proposées :

1. Interpolation par dilatation: puisque ’on peut considérer que ’énergie d’un coefficient de
paquets d’ondelettes, a I’échelle [, se distribue majoritairement dans un intervalle temporel de

taille 2! points (cf bloc d’Heisenberg), nous construisons un vecteur de dimension N & partir

N

du vecteur de dimension £ en affectant la valeur ET(dé) [t] aux points de coordonnées 2't 4 s

avec s = 0..20 — 1.

185



Chapitre 4
Paquets d’ondelettes de Meyer aprre

Coefficients d “ondelettes

e I I N I =

a 200 400 600 800 1000 1200 Og 200 400 500 200 1000 1200
(a) (b)

F1G. 4.41 - Estimation d’une enveloppe et interpolation a partir de coefficients d’ondelettes (a)

Interpolation par dilatation (b) Interpolation multirésolution

2. Interpolation par "multirésolution” : nous utilisons le concept initial de représentation mul-
tiéchelles tel qu’il est défini dans le premier article de Mallat. Pour cela, a chaque échelle,
indépendamment des autres, nous appliquons l"algorithme de reconstruction. Dans le cas des
paquets d’ondelettes de Meyer 1D, cet ensemble, & I’échelle [ pour le plan j, correspond a
S (PIJl i+ iPI]z f2) avec P opérateur de reconstruction défini dans 1’équation (4.22) et 1

transformée de Fourier inverse.

En dimension 2, la procédure est identique. Nous indiquons sur la figure 4.41 le résultat de
I’estimation de I’enveloppe interpolée & partir des coeflicients d’ondelettes. Cet exemple correspond
a 'un des atomes du signal "coif2”, atome défini sur I'intervalle temporel [400, 600]. On constate que
I’enveloppe obtenue par dilatation est plus réguliére que la seconde estimation mais moins précise :
elle dépasse largement la position 600. Cet exemple n’est pas illustré pour juger et choisir I'une ou
I’autre méthode, mais simplement pour comprendre leurs différences. En effet, selon les applications,
il nous a semblé plus opportun d’utiliser I’'une ou "autre méthode.

A ce stade, un ensemble de N vecteurs de taille N a été constitué. Toutefois I'information
“position temporelle” n’est jamais intégrée dans les vecteurs v;. La solution la plus simple serait
d’ajouter une dimension aux vecteurs v; avec comme (Np + 1)éme composante la position t. Mais
nous sommes alors confrontés & un probléme de pondération des différentes composantes de vy.
En effet, cette nouvelle composante se distribue entre 0 et N — 1, alors que les mesures ET(dé) [t]
sont en général inférieures & 1. La position est alors privilégiée lors de la classification et nous
obtenons une partition égale a la division de ’axe temporel en intervalles de taille Nic Il faut
intégrer l'information "position” d’une autre facon. Nous proposons pour cela d’appliquer un filtre

passe-bas sur 'enveloppe estimée pour deux raisons :
1. Les différentes enveloppes estimées par E'T peuvent étre perturbées par de petites oscillations.

2. Le filtrage introduit de la corrélation entre les mesures proches temporellement, ce qui nous

permet d’intégrer I'information "position” dans le vecteur vs.
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Fia. 4.42 — Segmentation du signal coif2 composé de six atomes TF. Les couleurs indiquent les

0 200 400

différentes classes. (a) Interpolation de l’enveloppe par dilatation (b) Interpolation de l'enveloppe

par multirésolution

L’algorithme de segmentation va donc se définir suivant (nous le décrivons directement pour le
cas 2D):

— Dcomposition de I'image s de taille N X M en paquets d’ondelettes de Meyer,
— Slection de la meilleure base B* suivant la fonction de cot ®2,
— Pour ¢ variant de 1 Npx,

Estimation de I’enveloppe filtre et interpole selon I'une des deux mthodes proposes:

2 l;
ETfiltre,interpole(d]‘l“]‘l()

Pour n variant de 1 N,
Pour m variant de 1 M,

Affectation de la mesure la composante correspondante du vecteur V,Nym :
Q= ET? dv
UnN—I—m - filtre,interpole( ]“]l’) (n7 m)

— Application de I’algorithme de nues dynamiques sur ’ensemble {U,N+m }0 N —1.m—0. M—1-

4.6.3 Applications

Nous utilisons tout d’abord notre algorithme de segmentation sur le signal de test ”coif2” construit
& partir de six atomes TF. La meilleure base de paquets d’ondelettes sélectionnée a été présentée sur
la figure 4.23b, oti chacun des composants n’apparait que sur un plan de projection avec toutefois une
non-sélection du premier atome d’énergie négligeable. Le résultat de ’algorithme de segmentation
appliqué dans cette base est présenté sur la figure 4.42.

Nous indiquons sur la figure 4.42 le résultat pour les deux méthodes d’interpolation (interpolation
de I’enveloppe par dilatation ou multirésolution). Les deux résultats sont satisfaisants et possedent

chacun des avantages et des inconvénients :

— Sachant que les enveloppes interpolées par dilatation sont moins précises mais plus lisses,

I’algorithme de segmentation est alors peu sensible aux zones transitoires durant lesquelles le
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F1G. 4.43 — Segmentation de 'image test2d composé de cing atomes TF2D (a) Image segmentée (b)
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Image erreur

signal a une faible énergie (autour des points 400, 600 et 1000). Ceci permet d’obtenir un seul
point de coupure entre chaque atome. En revanche cette imprécision provoque une césure de
l’atome défini sur 'intervalle [600, 800]. En effet, nous avions remarqué sur la figure 4.41a que
I’enveloppe de I’atome défini sur [400, 600], interpolée par dilatation, se prolongeait au-dela

de 600, provoquant ainsi la création d’une nouvelle classe.

— Sachant que les enveloppes interpolées par multirésolution sont plus précises, l'algorithme est
alors sensible aux zones transitoires ce qui provoque la création de classes dans ces zones

transitoires. En revanche, chaque atome est correctement découpé.

Nous ne prolongeons pas plus ’étude de I'algorithme 1D pour nous intéresser plus particuliére-
ment & son extension en dimension 2. C’est dans le cadre de la segmentation de textures que notre
algorithme trouve pleinement sa place.

L’algorithme de segmentation a été appliqué sur I'image Test2D composée de 5 atomes TF 2D. La
meilleure base de paquets d’ondelettes de Meyer sélectionnée a été présentée sur la figure 4.40. Aprés
segmentation, nous obtenons la partition illustrée sur la figure 4.43a. Nous constatons que chaque
atome est correctement détecté. 1l est certain que les formes ne sont pas respectées exactement car
les différentes textures sont définies avec des enveloppes gaussiennes, donc avec une forte réduction
de l'information & l'approche des contours. Mais nous avons une détection des différents objets
de I'image tout & fait satisfaisante. Nous indiquons sur I'image 4.43b les erreurs de classification
associées A chaque forme. Comme nous venons de I'indiquer, les erreurs se situent & la périphérie des
objets. Nous ne présentons pas le résultat de la segmentation basée sur ’'interpolation de ’enveloppe
par multirésolution, car il est sensiblement identique.

Cet exemple va nous servir de référence pour comprendre I'importance et 'influence de la fonction
de cotit ainsi que de 'ondelette utilisée. Nous indiquons sur la figure 4.44 le résultat de différentes
segmentations utilisant soit un critére entropique avec la base de Meyer, soit un banc de filtres de
Meyer QQ-constant ”, soit enfin une sélection de la meilleure base avec le critére ®? mais associé aux

ondelettes de Daubechies.

7. Un banc de filtres -constant signifie que l'on sélectionne a une échelle donnée toutes les projections, donc

chaque bande de fréquences a une taille constante.
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F1G. 4.44 — Segmentation de tmage test2d composé de cing atomes TF2D (a) Image segmentée
a partir de la meilleure base sélectionnée par le cout entropique (b) Image segmentée a partir de
la base construite par un banc de filtres de Meyer QQ-constant (c) Image segmentée a partir de la
metlleure base de paquets d’ondelettes de Daubechies sélectionnées par l'indice de recouvrement des

enveloppes

Afin de quantifier les erreurs de classification, nous mesurons, pour chaque objet, le nombre de
pixels attribués au fond de I'image et qui correspondent & I’objet, ou inversement. Cette mesure
correspond & l'image 4.43b dans le cas de notre algorithme. Le tableau 4.1 indique ces mesures

d’erreurs pour les différentes projections.

Atome 1 | Atome 2 | Atome 3 | Atome 4
Meyer + Enveloppe 358 443 425 316
Meyer + cout entropique 2306 873 1851 864
banc de filtres de Meyer (J-constant 2834 841 1807 896
Daubechies + Enveloppe 606 417 725 324

TAB. 4.1 — Mesures d’erreurs de classification pour chaque objet dans les différentes méthodes de

décomposition

Tout d’abord, nous notons que les résultats obtenus avec le cotlit entropique ou par un banc de
filtres de Meyer ()-constant sont trés grossiers. Comme nous 'avions déja fait remarquer, le cotit
entropique provoque une sur-segmentation de ’espace fréquentiel et nous obtenons une meilleure
base qui est trés proche de celle calculée par un banc de filtres Q-constant. C’est pourquoi les erreurs
de ces deux décompositions sont similaires. La mauvaise localisation temporelle des frontiéres entre
les objets dans les deux partitions s’explique par une sélection de trop fines fenétres fréquentielles
qui, en plus de ne pas étre significatives pour la séparation des différentes textures, possédent une
faible résolution temporelle. D’autre part, non seulement le résultat de la segmentation n’est pas
trés bon, mais la dimension de I'ensemble & classifier Q2 est grande (Np« est grand car de nombreuses
projections sont sélectionnées) ce qui entraine un temps de calcul important.

Le résultat obtenu par les paquets d’ondelettes de Daubechies associés au coiit ®? est sensible-
ment identique en terme d’erreur & la base de Meyer. En effet, méme si I'information se disperse

entre les différentes projections, elle reste prépondérante dans les bandes correspondant aux diffé-
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F1G. 4.45 — Segmentation de {image "2ar” compos€ de deux AR2D (a) Image originale (b) Meilleure
base sélectionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent a des blocks

fréquentiels rejetés) (c) Image segmentée

F1G. 4.46 — Segmentation de limage "2cos” composé de deux atomes 2D (a) Image originale (b)
Meilleure base sélectionnée par le recouvrement des enveloppes (les zones hachurées correspondent a

des blocks fréquentiels rejetés) (c) Image segmentée

rents atomes et donc ces bandes sont sélectionnées par notre cotit sans sur-segmentation de celles-ci.
Toutefois, du fait de la dispersion de I’énergie des atomes due au support fréquentiel infini des filtres,
I’espace a classifier est plus grand que pour les ondelettes de Meyer (pour cet exemple Ngx = 7
pour les ondelettes de Meyer et Ngx = 12 pour les ondelettes de Daubechies). Or dans le cadre
de la segmentation d’images, donc de la classification de N x M vecteurs, cet accroissement de la
dimension de ’espace des mesures peut étre catastrophique en terme de temps de calcul (dans notre
exemple cela correspond & 128 « 128 x 5 = 81920 mesures supplémentaires a traiter). C’est pourquoi
la base de paquets d’ondelettes de Meyer associée a une mesure de recouvrement d’enveloppe nous
semble une méthode tout a fait adaptée pour la segmentation d’images.

Nous présentons sur les figures 4.46 et 4.45 les résultats de "algorithme de segmentation appliqué

sur deux images composées de deux objets. Ces deux exemples illustrent les deux points suivants :

— Le cotit basé sur le recouvrement des enveloppes permet d’extraire les projections qui séparent

les différentes textures et cela sans sur-segmentation.
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(a)

Fia. 4.47 — Segmentation de U'image "mel” composé d’atomes 2D et d’AR2D. Les couleurs indiquent
les différentes classes. (a) Image originale (b) Meilleure base sélectionnée par le recouvrement des

enveloppes (les zones hachurées correspondent a des blocks fréquentiels rejetés) (c) Image segmentée

F1G. 4.48 — Segmentation de l"image “texture3” (a) Image originale (b) Image segmentée

— La partition calculée ensuite dans cette base optimale détecte presque parfaitement les contours

des objets.

La figure 4.47 présente le résultat de I'algorithme de segmentation appliqué sur une image test
composée d’un mélange d’atomes 2D et d’AR2D. Les formes des objets sont fixées par 'image
"Savoise” du GDR, ISIS. On constate encore une fois que la meilleure base sélectionnée est la re-
présentation minimale permettant de séparer les différents composants. Aprés segmentation, les
différents objets sont détectés d’une facon satisfaisante, bien que certaines formes soient complexes.

Afin d’évaluer la potentialité de notre algorithme de segmentation sur des textures réelles, nous
I’appliquons sur les images définies par le GDR ISIS composées de différentes textures (sable, lierre,
laine, herbe, eau, canevas, bulles et bois) suivant les formes de I'image "savoise”.

Les figures 4.48, 4.49, 4.50 et 4.51 présentent les résultats de segmentation sur ces images "réelles”
issues du GDR ISIS. On constate que globalement les différents objets sont correctement détectés
avec toutefois plus ou moins de réussite selon les textures. Certaines textures ne se dissocient pas,
comme par exemple le triangle et le carré dans 'image 4.50, et nécessiteraient un nombre d’échelles
de décomposition plus important pour se séparer, mais ce qui entrainerait une dégradation de

la résolution temporelle. Une des solutions pourrait étre de coupler ’algorithme de segmentation
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F1G. 4.49 — Segmentation de l"image “texture4” (a) Image originale (b) Image segmentée

F1G. 4.50 — Segmentation de l"image “texture5” (a) Image originale (b) Image segmentée

F1G. 4.51 — Segmentation de l"image “texture6” (a) Image originale (b) Image segmentée
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présenté dans ce chapitre avec la méthode de pré-découpage introduite dans le chapitre précédent.
Pour conclure sur ces résultats, il faut noter que pour toutes ces textures, grace a I'utilisation
des ondelettes de Meyer et d’un cott adapté, I'espace des mesures est de dimension limitée ce qui

permet une classification rapide.

4.7 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une nouvelle base de décomposition : les paquets d’ondelettes
de Meyer. L’utilisation de filtres a support fréquentiel fini nous permet d’obtenir des représentations
dans lesquelles les différentes informations se concentrent sur quelques projections. En adaptant les
principes numériques introduits par Kolaczyk, nous définissons un algorithme de décomposition,
basé sur les ondelettes de Malvar, qui posséde une complexité algorithmique raisonnable. En uti-
lisant les qualités de cette nouvelle base, nous introduisons une fonction de cotit qui va mesurer
le taux de séparation de chacune des coupures fréquentielles. Cette nouvelle fonction de cotit nous
permet d’obtenir une partition de ’espace fréquentiel optimale et minimale pour une séparation
des différentes composantes du signal. L’association de cette nouvelle base et de ce nouveau cotit
nous permet d’obtenir dans le cas 1D une représentation TF mettant en évidence les informations
présentes dans le signal. A travers ’application sur les signaux vocaux et EEG, nous avons montré
que cette décomposition est complémentaire a celle présentée dans le chapitre 3, et nous permet,
notamment pour les signhaux EEG, d’extraire des caractéristiques fondamentales pour I’étude du
signal.

L’extension & la dimension 2 de ces différentes méthodes nous a amené tout naturellement a la
proposition d’un algorithme de segmentation de textures. En utilisant ce qui se fait couramment
dans le domaine de la segmentation, mais adapté a notre espace optimal de représentation, nous
définissons un algorithme de segmentation de textures qui obtient des résultats trés encourageants
que ce soit sur les textures de synthéses ou des textures réelles. Nous avons choisi d’utiliser comme
méthode de regroupement la technique des nuées dynamiques mais "adaptation des différentes
méthodes de segmentation, proposées dans la littérature, a cet espace optimal de représentation
pourrait trés certainement donner des résultats satisfaisants.

Dans le chapitre 3, nous avons proposé une méthode de décomposition en fonction ¢ fenétrée
non-uniforme. Puisque la décomposition de Meyer repose sur le principe des bases trigonométriques
locales, nous pouvons utiliser "algorithme introduit pour les bases ¢-non-uniforme afin de généraliser
ce qui est introduit dans ce chapitre 4 & une décomposition non-uniforme. Ensuite, nous combinons
les deux approches, temporelle et fréquentielle, pour construire une base totalement non-uniforme.

Ceci fait 'objet de notre dernier chapitre.
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Chapitre 5

Vers le tout non-uniforme

5.1 Introduction

Comme nous ’avons vu dans le chapitre 4, la décomposition en paquets d’ondelettes offre une
plus grande souplesse que la décomposition en ondelettes, car elle permet de rediviser ’axe fré-
quentiel. Pourtant, elle conserve encore certaines contraintes. Notamment, la partition fréquentielle
sélectionnée correspond forcément & une division dyadique uniforme de "axe fréquentiel. Une divi-
sion appliquée directement dans le plan fréquentiel, comme le propose la décomposition de Meyer,
nous offre une grande liberté dans la définition des intervalles fréquentiels analysés. En effet, en uti-
lisant les principes de la décomposition de Meyer présentés dans le chapitre 4 avec 'algorithme de
partition non-uniforme proposé dans le chapitre 3, nous allons définir une décomposition en paquets
d’ondelettes de Meyer non-uniforme [22].

Néanmoins, on peut rester insatisfait des solutions proposées par les deux décompositions adap-
tatives (Malvar et Paquets d’ondelettes), car le découpage du plan temps-fréquence reste encore trop
rigide. Avec les ondelettes de Malvar, nous avons une partition adaptative de ’axe temporel, mais le
découpage fréquentiel est fixé par la taille de I'intervalle étudié. Avec les paquets d’ondelettes, nous
avons un découpage fréquentiel adaptatif mais qui s’applique a la totalité du signal. C’est pourquoi,
récemment, est apparue une nouvelle base, ’algorithme Double Tree, combinant a la fois ’approche
de Malvar et celle des paquets d’ondelettes. Mais comme précédemment, ’algorithme initial, pro-
posé par Vetterli et al [50], posséde les contraintes de découpages temporel et fréquentiel forcément
dyadiques. En combinant les deux partitions non-uniformes, dans le plan temporel et fréquentiel,
nous construisons une représentation qui atteint le minimum absolu pour un critére donné dans le
cadre des pavages rectangulaires du plan temps-fréquence, et qui a pour seule contrainte que les

cotés des rectangles de pavage soient égaux & une puissance de deux.

5.2 Décomposition non-uniforme en paquets d’ondelettes de Meyer

5.2.1 Principe général

Comme nous ’avons noté, la décomposition en paquets d’ondelettes ne permet pas d’étudier
toutes les partitions fréquentielles possibles avec des intervalles de taille variant de 27N a 2=LN.

Une particularité similaire avait déja été relevée sur ’axe temporel lors de ’étude des ondelettes
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de Malvar. Cette contrainte provient de la méthodologie de calcul utilisée dans l'algorithme de
décomposition en paquets d’ondelettes. En effet, 'utilisation d’un banc de filtres, divisant, a chaque
étape, un espace en deux sous-espaces complémentaires, impose des partitions dyadiques. Afin
d’élargir la collection de bases a des décompositions non dyadiques, il faut remettre en cause le
processus de calcul. Comme le suggére S. Mallat [68], I'utilisation d’un fenétrage dans le plan
fréquentiel offre une plus grande souplesse dans la définition des bandes de fréquences étudiées.
C’est pourquoi, 'algorithme introduit dans le cadre des paquets d’ondelettes de Meyer, nous semble
un point de départ trés intéressant pour définir une nouvelle méthode de segmentation de I'axe
fréquentiel moins contraignante.

Nous devons définir un algorithme permettant d’étudier toutes les divisions possibles de I'axe
fréquentiel, avec des fenétres ayant une taille égale 4 27" N avec [ € [0, L]", mais sous la contrainte
que les intervalles non adjacents ne peuvent pas fusionner (car il faut respecter la périodicité de la
transformée de Fourier). Une telle méthode a été proposée dans le cadre des bases ¢-non-uniforme
dans le chapitre 3. Puisque la décomposition de Meyer est une base fenétrée particuliére, nous allons
utiliser les bases fenétrées non-uniformes pour construire une décomposition en paquets d’ondelettes
non-uniforme. Mais, avant cela, nous devons modifier les fonctions de bases de Meyer pour qu’elles

alent un recouvrement constant dans le plan fréquentiel.

5.2.2 Paquets d’ondelettes de Meyer a recouvrement constant

Comme nous ’avons constaté, les fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer correspondent a un
fenétrage dans le plan fréquentiel avec & un recouvrement variable. Cette taille varie selon 1’échelle
suivant o; = %l. Cela permet d’avoir des zones de recouvrement proportionnelles a la taille de
Pintervalle traité, et de respecter la condition <y x(z) = 2/2¢(2lz — k).

Toutefois, 1'utilisation d’une zone de recouvrement de taille variable lors d’une décomposition
non-uniforme influence, d’une fagon non négligeable, le choix de la meilleure translation (cf chapitre
3). Nous modifions donc la définition de I'ondelette de Meyer afin d’avoir des fenétres fréquentielles
& recouvrement constant pour toutes les échelles.

Pour cela, la fonction d’échelle ne respecte plus la condition (;(z) = 21/2C(21x), mais elle est

définie directement & I’échelle [ par

Lsi |27l < 1/34 =257
2 ) cos(Br(2r (Il - sen(@) « (271 = 27E71)) — 1))
Cl(f) = §1/3+ 1_25_;L+l < ‘2_15‘ <2/3 - 1_26—5L+l (5.1)

0 sinon

Dans I’équation précédente, L correspond a I’échelle la plus grossiére et fixe la zone de recouvre-
ment, donc [ est tel que [ < L. Nous apportons quelques précisions sur la définition de la fonction
d’échelle introduite dans I’équation (5.1) en illustrant notre propos sur la figure 5.1. Cette figure
indique, pour L = 3, la fonction d’échelle de Meyer "classique” EA(E), le recouvrement correspondant
a ’échelle L, et la fonction d’échelle a recouvrement constant 51 (&) définie & partir de I’équation

(5.1).

1. Notons que nous ne traitons que l'intervalle [0, % - 1] et non l'intervalle [—g, % - 1] afin de simplifier le

propos dans la suite du paragraphe.
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0.6+
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0 005 01 015 02 025 03 035 04

Fic. 5.1 — Construction d’une fonction d’échelle de Meyer avec une zone de recouvrement @ taille
-3

constante pour toutes les échelles (définie dans Uexemple par o = 2-)

Nous constatons que la zone de recouvrement correspondant a 51 (€), symbolisée sur la figure par

un rectangle en trait pointillé, est plus étroite que pour la fonction 5(2_15) . En effet, la zone de re-

cté reduite de (2)  a (22 ' la fonction d ‘est pl
couvrement a éteé réduite de | %z l a5 e En conséquence, la fonction de coupure n’est plus

9—l_9—L o—I+1 2—l_2—Li|

24“} mais sur 'intervalle |£] € } 2L -

3

P . 2=
définie sur l'intervalle |£] € }T? 6 ' 3 6

A linverse, 'intervalle sur lequel la fonction Cl est égale & 'unité est plus large et correspond a
f c 9—1 g—l_g—L o-l n 2—1_2—Li|

3 6 '3 6

Nous avons proposé que la décroissance de la fonction 51 (&) soit fixée par la fonction E(Q‘LE).

En conséquence, la zone de coupure de la fonction ¢;(£) est obtenue grace a ’expression suivante
7

cos(r(52 €= 1) (52)

. ~ ’ ~ _L . .. hY
qui correspond a un recouvrement égal a 27. Seulement le point de coupure associé a cette ex-
2—L—1

o~

pression a pour coordonnée . Or, par définition, la fonction 51 a un point de coupure de
coordonnée 27!=1. Nous devons donc translater I’expression (5.2) de (2_1_1 - 2_L_1) points. La

fonction d’échelle sur la zone de recouvrement est alors définie par

T 3
COS(§r(2——L

(5 _ 2—[—1 _I_ 2—L—1) _ 1))

Nous avons ainsi commenté chaque point particulier de la définition de 5 ;- Notons que nous ne
présentons sur la figure 5.1 que les fréquences positives. Dans le cas des fréquences négatives, la
translation de Iexpression (5.2) est simplement de signe opposé.

Suivant les mémes principes, nous modifions la définition de la fonction d’ondelette par

1— 2 L+l L+l

18i2/3— <|ole| < 2/34 L5
eTiem2T sm( r(32r (|E| sgn(§) * (2 =1 9-L- 1)) —1))
A si 1/34 12250 < |a-le| < 93— 1220
O= et con (30 (20 (i) —snie)s (21— o)) =)y O
si 2/3 4 =2 ‘2 lg‘ <4/3 - =2t

0, sinon
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Si I'on compare ’expression (5.3) a la définition originale des ondelettes de Meyer (équation
(4.1), chapitre 4), nous constatons que seule la taille des zones de recouvrement est modifiée. En
conséquence, on peut montrer, suivant le méme principe que pour les ondelettes de Meyer, que la
collection de fonctions (¢14)1.4ez7, définie a partir de la relation (5.3), forme une base de La(R).

Plus généralement, on peut construire des paquets d’ondelettes de Meyer avec des zones de
repliement constantes, en intégrant les modifications proposées ci-dessus dans la définition des filtres
H]l et Gé

f—jl(g) - \/izngl(f—l-Qn—l-]) si j est pair
: _eiz“rlwgﬁzn 51 (€4 2n+ 14 7j) si j est impair

_ei2l+17r£\/§znfl (E+2n+ 14 7) sij est pair

Ghe) = - S
V23, G (E+2n 4 7) sij est impair

Les fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer a recouvrement constant Qb; sont définies a partir
des relations suivantes :
~0 ~I+1 ool o al41 ool
A A I A~
¢02C7¢2j :Hj¢j7¢2j+1 :Gﬂbj-

Comme les fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer introduites dans le chapitre 4, les fonctions
~1

¢, correspondent & un intervalle fréquentiel } —(j+1)27, —jQ_I} U {jQ‘l, (G+1)27! {, mais avec des

. -1 . .
tailles de zones de recouvrement constantes, telles que oeé =a= 27. Les polarités des repliements

restent identiques a celles définies dans le cadre des paquets d’ondelettes de Meyer. Nous indiquons

sur la figure 5.2 un exemple de fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer a recouvrement constant.

0.

=]

P 7248

2a(€)

720

061
04r

0zr

0 0.‘1 0.‘2 0.‘3 0.‘4 0.‘5
Fic. 5.2 — Module de la transformée de Fourier des fonctions de paquets d’ondelettes de Meyer avec

un recouvrement constant, a l’échelle 2 (fréquence positive et fonctions non normées).

Puisque les filtres ﬁ]l et ég sont des filtres miroirs en quadrature, on peut montrer que, si I’
est une partition dyadique disjointe de &, alors {%Jv : I]l el ke Z} forme une base de L*(R) (cf
chapitre 4).

Nous ne développons pas ’algorithme numérique discret de décomposition et de reconstruction
dans le cas des paquets d’ondelettes a recouvrement constant. 1l est semblable & celui présenté dans
le paragraphe 4.3.2.4 du chapitre 4, avec, pour seule différence, une taille de zone de repliement

2 L

constante et égale & .
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5.2.3 Algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer non uni-

forme

Nous avons vu, dans le chapitre 4, que les fonctions d’ondelettes de Meyer s’expriment selon
des transformées trigonométriques locales. Les axes réel et imaginaire du domaine de Fourier sont
traités comme ’axe temporel lors de la décomposition en ondelettes de Malvar. La décomposition

de Meyer a donc deux propriétés trés importantes :

1. Chacune des transformées trigonométriques associées vérifient les propriétés de la fonction @
introduite dans le cadre des décompositions en fonction p-non-uniforme (base orthonormée de
[0, N — 1] possédant une extension naturelle symétrique et antisymétrique aux points extrémes

de l'intervalle, chapitre 3, paragraphe 3.3.2).

2. Les différents opérateurs de repliement associés sont de polarités opposées aux extrémités de

I’intervalle.

D’aprés le paragraphe 3.3.2 du chapitre 3, nous pouvons proposer une décomposition en paquets
d’ondelettes de Meyer non-uniforme qui définit une base orthonormée de 12[0, N — 1] et qui posséde
un algorithme de reconstruction simple.

Pour cela, nous incorporons le processus de partition non dyadique d’un axe (’axe fréquentiel)
dans l'algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes & recouvrement constant. La seule
modification mineure & apporter & l'algorithme présenté dans le chapitre 3 est d’introduire un
facteur % dans la définition des intervalles fréquentiels 1 Jl«’s, soit

l,s 1 Y ) 1
I :5*1\7 27+ 5,2 (]—I—l)—l—s—ﬁ

car l’axe traité correspond & {0, % - 1} et non plus [0, N — 1].
Dans un premier temps, les parties réelle et imaginaire de la transformée de Fourier de f sont

traitées grace a I'expression

{ Sl,s =0 U*Sl—l—l,s
Sl,s+2—l+1 =0 Ui2—1+1 [Tr2_1+1 (Sl-l—l,s)]

0<s<2— -1 2L

que nous avons introduite dans la proposition 7 du chapitre 3 (page 97) afin d’obtenir un décou-

page de ’axe fréquentiel non dyadique.

Na2—L
6

est (-,+) pour la partie réelle et (+,-) pour la partie imaginaire. Nous obtenons ainsi une collection

En chaque point de coupure, la taille de la zone de repliement est égale a , et la polarité

d’ensemble S 5, s = 0..2'—1,1=0...L, correspondant a la totalité des partitions de I’axe fréquentiel
N
7.
Ensuite, selon les principes du chapitre 4, il suffit d’appliquer une transformée trigonométrique

comprenant des intervalles avec des tailles variant de 2= *~1N a

adaptée sur chacun des intervalles fréquentiels I;’S :

~ Si? j27'4+ 5 = 0, on applique une transformée DCT T pour la partie réelle et DST T pour la

partie imaginaire,

2. Il faut noter que dans ce cas, le calcul ne s’effectue pas que sur l'intervalle de fréquences positives, mais sur

[—a,a]. Toutefois, afin d’alléger le propos, nous ne mentionnons que l'intervalle positif.
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— Sinon, on applique une transformée DST 111 pour la partie réelle et DCT 11l pour la partie

imaginaire.

"'A'A'A'A

ﬁ

SN N

~L | [} pstm

0 12
Fic. 5.3 — Algorithme de décomposition en paguets d’ondelettes de Meyer non uniforme. Les trans-

formées trigonométriques indiquées correspondent au traitement de la partie réelle de f

Nous indiquons sur la figure 5.3 un résumé de ’algorithme de décomposition en paquets d’on-
delettes de Meyer non uniforme. Concrétement, en intégrant les opérations combinant les parties
réelle et imaginaire présentées dans le chapitre 4 pour les ondelettes de Meyer (équations (4.11) et
(4.15)) dans la formalisation introduite pour les bases ¢ fenétrées non-uniformes du chapitre 3 (pa-
ragraphe 3.3.2, page 98), nous pouvons construire une projection P;:z (f) qui définit les différentes
transformations trigonométriques associées, permettant ainsi de calculer un coefficient de paquets

d’ondelettes de Meyer non uniforme pour tout indice I, s, j, k:3

o ME(F) sij2rt4s >0
Fik (f) N J Mﬁ (f) sinon
J

(—1y+1<< Tyt fo, DCT-M . +—< ﬂ(ﬁ,DSTIH >)7
1 _

o (f) si k= 0 ,2 =
avec = 7
(=1 ({70 s pOT-IL )= (T ST ) )
Slk:Q“,.., —1

/\

fo-l k-1

<EMADCT%ﬁJ,$k:O

J
_1)k
) <<T}Z,S £, DST—I}j,S72k> - <T}§,S i, DCT—I}E,S7%>) 7

R
et M (f) = sik=1,.,271" v
J
g%f <IH fo DST-1y. 21k> <1a fi, DCT 1y 21k>)
$k2211+L”, L1

et f}’s 2 % {— ((]—I— 1)2‘1 —|—s) (G4 1)2_l—|— S{

3. Notons que par rapport a la formulation générale introduite pour les bases non-uniformes dans le chapitre 3,

nous avons abrégé les notations en notant par exemple DCT-III le k€€ coefficient de la transformée DCT-ITI

I;’S,k
appliquée sur l'intervalle ]Jl’s et en remplacant la somme (Zte]’ s T, Sf [t]-DCT = I, [t]) par sa notation sous
2

forme de produit scalaire ().
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A partir de la projection P;:z (f) , les coeflicients de paquets d’ondelettes de Meyer non uniformes,

respectant la contrainte de non fusion entre les intervalles fréquentiels non adjacents, s’écrivent

= (Phi(F)) powro<j<a 2

PQI}O_Lk (f) sis=0

s B [(d;—llffs—l,k)si peottr Y (dé—j—klfgm)si k221+1] si0<s< 277t
pork [(dé—j—kLo) 81 k<2it! ou (dl?j—:fo—lvk—ﬂ‘“)si k221+1] sie=27"
() e o (500 ) o] 515>

D’aprés le théoréme 7 du chapitre 3 (page 99), les coefficients dé’z sont éléments d’une collection

de bases orthogonales. Cette collection est plus importante que celle de la décomposition dyadique.
Nous devons sélectionner la base qui est minimale pour une fonction de cotit. Le choix va s’effectuer
grace a la version modifiée de 'algorithme Best-Basis proposée dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre
3.

Une fois la meilleure base sélectionnée, le signal peut étre reconstruit & partir des coefficients
de paquets d’ondelettes non uniformes, car les projections définies ci-dessus sont orthogonales.
Aprés avoir appliqué les transformées trigonométriques inverses sur chaque intervalle, nous ob-
tenons les ensembles TIJZ,SfZ' (€). Ensuite, les termes TI*JLSTIJZ,Sfl (&) et T275T15’5f2 (&) sont calculés
grace A l'opérateur de repliement adjoint U”. Puisque la projection est orthogonale, c’est-a-dire que

TI*JLSTIJZ’STI*Z’,ST[% = 0 pour tout [ # I’ X 7 # j', et que les intervalles adjacents sont de polarités
J

opposées, nous pouvons écrire que

T275T1575f2 I:g] = T}ZjlysTléj-l,sz I:g] @ TI*H'LsTIH'l’sz I:g] .

2541 ‘2541
Donc, si I’on note A I’ensemble correspondant & un arbre admissible pour une modulation précise,
sélectionné par notre algorithme de meilleure base modifié, la fonction f peut-étre reconstruite a
partir de la relation suivante
fe= 5 (Punia+ipg.n).
(l,5,5)€A J J
T3 T fu €], s 27 +s=0

e By fi = | T3 TRl s €2 0t 274550
J J

TI*Z,STIZ,Sfl [_5]7 s g < 0 et j2—l +5>0 (54)

J J
T% Thsfi€], sl 2l 4 s =0
0
et Ppsf2[¢] = TI*Jl,sTIlesfz [€],sié>0etj27'+5>0
J
_TI*z,sTIz,sfz [—¢],si€<0et j27 45> 0

J J

5.2.4 Applications de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer non

uniforme

Afin d’illustrer les avantages d’une décomposition en paquets d’ondelettes non uniforme, nous

construisons un signal synthétique composé de trois atomes TF. L’un de ces atomes se trouve a
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frecquence
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Temps 0 0z 0.4 0.6 0.8 1

(a) (b)

F1G. 5.4 - (a) Signal composé de 3 atomes TF (L’un étant placé sur un point de coupure dyadique)
(b) Décomposition sur 3 échelles de paquets d’ondelettes de Meyer avec 'algorithme dyadique

la coordonnée fréquentielle 0.25, donc sur I'un des points de coupure du découpage dyadique. Ce
signal et sa représentation TF “théorique” sont illustrés sur la figure 5.4a.

Nous présentons sur la figure 5.4b les trois premiéres échelles de la décomposition du signal
synthétique, avec les paquets d’ondelettes de Meyer dyadiques. Nous constatons que ’énergie du
second atome se divise toujours entre deux plans, quelle que soit ’échelle. Ceci rend impossible la
sélection d’une base permettant une extraction de chacun des atomes par division adaptative de
I’axe fréquentiel. Nous n’illustrons pas la décomposition en paquets d’ondelettes avec des filtres a
support temporel fini (comme les ondelettes de Daubechies), car elle présente des résultats similaires
mais avec une séparation fréquentielle moins performante (cf chapitre 4).

A Tlinverse, nous constatons sur la figure 5.5a que pour certaines modulations (par exemple
s = N273 sur la figure), la décomposition non-uniforme permet de faire apparaitre les trois atomes
dans trois fenétres fréquentielles différentes. Si on applique alors l'algorithme de recherche de
meilleure base modifié, nous pouvons sélectionner un découpage fréquentiel qui met en évidence les
différents composants du signal, comme nous pouvons le voir sur la figure 5.5b.

Nous illustrons maintenant les différences existant entre une décomposition en paquets uniforme
et non uniforme & partir de quelques signaux réels.

La figure 5.6 illustre pour le signal "greasy” la meilleure base dyadique ainsi que la meilleure
base non-uniforme sélectionnée avec un cott entropique pour une décomposition en quatre échelles.
Nous mettons en évidence sur cette figure deux zones fréquentielles pour lesquelles les différences de
segmentation sont significatives. La zone (1) est définie sur 'intervalle [0.125,0.2625] et correspond
a deux fréquences fondamentales qui subissent une modulation sur I'intervalle temporel [2000, 3000].
On constate sur la représentation dyadique que, du fait de la rigidité de la partition, ce phénoméne
n’est pas mis en évidence. Afin de le faire apparaitre avec la décomposition dyadique, il faut utiliser
des fenétres fréquentielles plus fines, ¢’est-a-dire un nombre d’échelles plus important et accepter une
sur-segmentation dans d’autres intervalles. La décomposition non-uniforme, en s’adaptant mieux a
la structure du signal permet, avec un faible nombre d’échelle, de faire apparaitre ce phénomeéne.
La seconde zone est définie sur I'intervalle [0.35,0.4125]. Elle correspond & une zone que 1’on peut
considérer comme stationnaire avec une présence d’énergie constante pour toute cette bande fré-

quentielle sur I'intervalle temporel [3500,5000]. On constate que la décomposition dyadique divise
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F1G. 5.5 — (a) Décomposition sur 3 échelles de paquets d’ondelettes avec l'algorithme non-uniforme :

0.0625

&

la décomposition présentée correspond a la modulation s = N273. Les zones hachurées indiquent,
pour chacune des échelles, les zones fréquentielles non calculées du fait de la non fusion entre inter-
valles non adjacents. En grisé nous indiquons les intervalles fréquentiels correspondant a la meilleure
base de représentation sélectionnée. (b) Meilleure base sélectionnée sur la décomposition en 3 échelles

de paquets d’ondelettes avec 'algorithme non uniforme (les fenétres grisées dans la représentation

de gauche)
v 05 05
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(a) (b) (c)

F1G. 5.6 — Signal Greasy (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-
dique sur j échelles (Entropie = -649470) (c) Meilleure base non uniforme (s = 3%x274N, entropie=

-649795). Les quatres lignes délimitent les deux zones pour lesquelles les différences de partition entre

les deux décompositions sont les plus significatives.
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Fic. 5.7 — Signal EEG1 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-
dique sur 7 échelles (c) Meilleure base non uniforme (s =62%277).
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Fic. 5.8 — Signal EEG2 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) Meilleure base dya-

cette zone, alors que la décomposition non uniforme la rassemble dans une seule fenétre.

Les figures 5.7 et 5.8 illustrent les différences entre la décomposition dyadique et la décomposition
non-uniforme pour les signaux EEG, avec une décomposition en 7 échelles. Afin de juger de la qualité

des résultats, nous calculons pour chacun des signaux la transformée de Wigner-Ville lissée. Encore

une fois, cette transformée ne permet pas d’obtenir la représentation TF "théorique” associée aux

signaux, mais indique d’une fagon assez précise I’évolution des fréquences au cours du temps.

Il existe trois grandes différences entre les deux partitions fréquentielles sélectionnées sur le signal

EEG1 (figure 5.7) :

1. L’existence d’une fine fenétre fréquentielle "basse fréquence” dans la décomposition non uni-

forme met en évidence la présence ponctuelle d’énergie trés basse fréquence dans le signal.

Ceci g’illustre surtout dans l'intervalle "réponse”. Dans la décomposition dyadique, ces atomes

se diffusent dans une bande fréquentielle plus large.

2. La division en deux fenétres de la bande comprenant 10 Hz dans le découpage non uniforme
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met en évidence une diminution de la fréquence de la composante principale du signal a la fin

de la réponse.

3. Enfin la faible segmentation de la bande située au-dessus de 11 Hz dans la décomposition
non uniforme suggére un comportement presque stationnaire du signal dans cette bande (sta-
tionnaire dans le sens ot ’énergie pour toutes les fréquences supérieures & 11 Hz apparait et

disparait aux mémes instants temporels). La décomposition dyadique sur-segmente cette zone

Pour le signal EEG2 (figure 5.8) les différences de partition sont plus faibles. La principale
différence réside dans la division de la bande située au-dessus du signal a. La décomposition non
dyadique sélectionne une trés grande fenétre dans cette zone mettant ainsi en évidence la présence
d’une "colonne homogéne” d’énergie durant la réponse. La décomposition dyadique sur-segmente
cette zone.

Nous ne poursuivons pas ’analyse de la décomposition en paquets d’ondelettes non uniforme sur
les signaux réels qui nécessiterait maintenant la définition de fonctions de cotit plus adaptées & nos
différentes problématiques. Nous discuterons & la fin de ce chapitre de ’extension & la dimension
2 de cette décomposition non uniforme. Nous introduisons maintenant une nouvelle décomposition

basée sur la méthode des "doubles-arbres”.

5.3 Arbre-double non uniforme

5.3.1 La décomposition ’double tree”

5.3.1.1 Principe

t (©
FiG. 5.9 — Pavage du plan TF. (a) Paquets d’ondelettes (b) Ondelettes de Malvar (c) Base adaptive

en temps/fréquence (double arbres). U symbolise le découpage en deuxr d’un segment temporel. F

symbolise 'application d’un filtre.

Comme nous "avons vu, les paquets d’ondelettes permettent de rechercher un découpage optimal

de ’axe fréquentiel pour un signal donné. Toutefois, cette sélection se fait sur la globalité du signal,
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c’est-a-dire que le découpage fréquentiel sélectionné s’applique, avec une résolution temporelle fixée,
a la totalité du signal. Nous illustrons ceci sur la figure 5.9a ot nous indiquons sous forme de blocs
d’Heisenberg le découpage du plan temps-fréquence associé & une base de paquets d’ondelettes.

Les ondelettes de Malvar permettent un découpage optimal de "axe temporel pour un signal.
Mais la taille de chaque intervalle temporel fixe la division fréquentielle correspondant a ce segment.
Nous illustrons ceci sur la figure 5.9b.

On constate que ces différentes particularités vont étre limitatives lors de I'étude de signaux non
stationnaires. En effet, lorsque I’on utilise une décomposition en paquets d’ondelettes sur un signal
non stationnaire, le découpage fréquentiel sélectionné correspond au comportement moyen du signal
et ne prend pas en compte les différentes zones temporelles. A 'inverse, les ondelettes de Malvar
sélectionnent les zones temporelles stationnaires mais ne s’adaptent pas a la distribution de I’énergie
dans le plan fréquentiel pour chacun des segments temporels.

On peut s’interroger sur ’existence d’un systéme permettant d’obtenir une décomposition qui
s’adapte conjointement a I’évolution temporelle et fréquentielle du signal. L’une des solutions serait
de découper le signal en petits segments et de rechercher pour chacun de ces segments la meilleure
base de paquets d’ondelettes. Toutefois, la partition temporelle initiale est arbitraire et ne s’adapte
pas forcément & la structure du signal. L’idée est donc de combiner le découpage récursif tempo-
rel proposé dans le cadre des ondelettes de Malvar avec le découpage récursif fréquentiel existant
dans les paquets d’ondelettes. C’est-a-dire que sur chaque intervalle temporel construit lors de la
décomposition de Malvar, nous appliquons une décomposition en paquets d’ondelettes a la place
d’une transformée trigonométrique locale. L’algorithme permettant d’obtenir des décompositions
de ce type s’appelle I’algorithme "double tree” (deux arbres: ['un temporel et "autre fréquentiel) et
a été proposé par Vetterli et al [50]. Nous le notons algorithme DT.

Nous illustrons cette décomposition sur la figure 5.9¢, ot 'on constate que la représentation
s’adapte a la fois en temps et en fréquence.

Considérons un signal composé de 4 segments (ABCD), on note WpE) la décomposition en

paquets d’ondelettes sur L échelles alors 'algorithme DT e décline de la facon suivante:

~ Calcul de Wpllo) (ABC'D)
— Calcul de Wpt1) (AB) et Wplk) (CD)

— Caleul de Wp(™2) (4), Wplt2) (B), Wplh2) (C) et Wpl™2) (D)

Pour trouver, d’une fagon conjointe, la meilleure segmentation temporelle et fréquentielle, on
applique tout d’abord ’algorithme Best-Basis (présenté dans le chapitre 3) sur les différentes dé-
compositions en paquets d’ondelettes, ce qui permet de déterminer la meilleure partition fréquen-
tielle pour chaque segment. Ensuite, le cotit total de chacune de ces meilleures bases fréquentielles
est rattaché & 'intervalle temporel associé et 'algorithme de meilleure base est alors appliqué sur
I’arbre binaire correspondant aux divisions temporelles, sélectionnant ainsi le meilleur découpage
temporel. La complexité de I'algorithme DT est 8 (N (log N)Q).

Nous remarquons dans ’algorithme présenté ci-dessus trois paramétres & définir: Lg, Ly et Lo qui
correspondent aux nombres d’échelles fréquentielles. Nous n’avons pas trouvé dans la littérature des

régles fixant concrétement ces paramétres. D’une facon générale, les auteurs décident implicitement
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d’une profondeur de décomposition constante, c’est & dire que si L est le nombre d’échelles de
I’arbre "temporel” alors Lo = L, Ly = L — 1 ....L; = L — [. Cependant, nous avons constaté durant
nos expérimentations que cette solution désavantageait la segmentation temporelle, car, comme
nous 'avons indiqué dans le chapitre 4, les petites fenétres fréquentielles ont tendance a diminuer
le cotit (phénoméne de sur-segmentation). Ce sont donc les segments temporels décomposés avec
le plus grand nombre d’échelles fréquentielles qui vont étre avantagés, c’est-a-dire, a ’extréme, le
signal dans sa totalité. Pour remédier & ceci on peut utiliser un réglage des paramétres constants:
Lo=Ls Ly=1Lys ...Li=Ly.

Il reste encore un probléme & éclaicir par rapport & 'algorithme DT : les décompositions ainsi
construites sont-elles orthogonales?

Pour répondre & cette question il faut considérer deux cas [50]:

Segmentation temporelle sans recouvrement.

Dans ce cas, on retrouve la difficulté de la décomposition d’un signal de longueur finie, & sa-
voir comment traiter les bords. On peut utiliser les filtres de Haar qui, ayant une longueur de 2,
ne présentent pas de problémes de bords. On peut aussi utiliser le principe de périodisation du
signal. Cette solution se généralise & tous les bancs de filtres (nous I’avons utilisée pour le systéme
de décomposition de Meyer) et présente I'avantage d’étre simple a réaliser. Il provoque toutefois
I’apparition de discontinuités aux extrémités des projections. Enfin, on peut utiliser des filtres par-
ticuliers pour traiter les extrémités des intervalles. Cette solution permet de ne pas faire apparaitre
des discontinuités. Il existe une importante littérature sur la construction de ces filtres "spéciaux”
[50], [27], [68].

Quelle que soit la solution choisie, si la base de paquets d’ondelettes utilisée est une base or-
thonormée de [2[0, N — 1], alors I’algorithme DT permet la construction d’une collection de bases
orthonormeées de [ [0, N — 1] variant dans le temps.

Segmentation temporelle avec recouvrement.

Cette solution est plus "esthétique” car elle ne provoque pas une segmentation brutale du si-
gnal. Cependant, la méthodologie de repliement (opérateur U du chapitre 3) proposée dans le cadre
des ondelettes de Malvar ne permet pas d’obtenir une décomposition orthonormée car les bases
de paquets d’ondelettes ne sont pas périodiques. En effet, la procédure d’extension indiquée dans
I’équation (3.9) du chapitre 3 ne définit pas, a partir des paquets d’ondelettes, des fonctions ortho-
gonales dans les zones de recouvrement. Il faut alors introduire des fonctions particuliéres pour ces
zones de recouvrement. Cette opération est réalisée directement a partir des filtres [49], [51] [50]
mais elle est plus complexe.

Nous voulons utiliser le principe de I"algorithme DT pour définir une décomposition entiérement
non-uniforme. Or cette décomposition, pour étre complétement non-uniforme, doit utiliser les on-
delettes de Meyer?. Nous ne pouvons donc pas utiliser la méthodologie permettant de construire
des filtres traitant les zones de recouvrement temporel proposée par Vetterli et al [50] car les filtres
de Meyer sont & support temporel infini®. Nous utilisons obligatoirement une segmentation tem-

porelle sans recouvrement avec une périodisation de chaque segment. Une proposition de "pseudo-

4. Les ondelettes de Meyer constituent le seul systéme que nous connaissons qui permet d’obtenir un découpage

non-uniforme de 'axe fréquentiel.
5. La méthode proposée par Vetterli est une approche numérique qui calcule directement a partir des séquences

h[n] et g[n] les coeflicients des filtres "de recouvrement”.
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ondelettes” de Meyer qui soient orthogonales dans les zones de recouvrement et leurs utilisations

numériques sont des problémes ouverts que nous ne traitons pas dans ce mémoire de thése.

5.3.1.2 Vers le tout non-uniforme

L’algorithme DT représente la méthode "ultime” permettant de découper le plan temps-fréquence
en rectangle optimum. Mais dans sa formulation originale, nous voyons qu’elle conserve une contrainte :
les divisions temporelle et fréquentielle sont dyadiques.

Xiong [98] a proposé une premiére amélioration permettant de rendre non-uniforme la segmen-
tation temporelle. Il applique son algorithme de division temporelle non-uniforme sur le signal, que
nous avons présenté dans le chapitre 3, et pour chacun des intervalles temporels, il calcule une
décomposition en paquets d’ondelettes. Toutefois, une seule des deux contraintes est supprimée: le
découpage fréquentiel reste dyadique.

En utilisant notre méthode de partition non-uniforme d’un axe, introduite dans la proposition
7 du chapitre 3 (page 97), a la fois sur ’axe temporel et fréquentiel, nous obtenons, au prix d’une
complexité plus importante mais "contrélée”, un pavage du plan temps-fréquence optimal qui a pour
seule contrainte que les cotés des rectangles soient égaux a des puissances de deux.

Toutes les composantes de cet algorithme sont décrites soit au chapitre 3, soit au paragraphe
précédent de ce chapitre. Il suffit de les combiner suivant le méme principe que Palgorithme DT
dyadique et 'algorithme DT non-uniforme se résume a:

— Calcul des ensembles {5 , correspondant & la totalité des partitions tempo-

}1§1§L,0§s<2L—
relles non-uniformes disjointes de [0, N — 1] du signal avec n intervalles de taille variant de

271N a4 27! N. (algorithme du paragraphe 3.3 du chapitre 3, page 93)

— Sur chaque intervalle temporel I;’S, élément de la division non-uniforme, calcul de la décom-

position sur L; échelles en paquets d’ondelettes de Meyer non-uniforme : Wpno(t) <1Iz,sf)
J
(algorithme du paragraphe 5.2.3 de ce chapitre)

La recherche de la meilleure base suit un principe similaire & celui de ’algorithme DT dyadique :

— Recherche de la meilleure partition fréquentielle non-uniforme pour chaque intervalle I;’S, et

association du cott total de cette projection optimale au noeud "temporel” d’indice (I, s, j)

— Recherche de la meilleure partition temporelle non-uniforme

Notons que l'algorithme Best-Basis n’est pas utilisé, mais le choix des meilleurs partitions non-
uniformes fréquentielle et temporelle s’effectue grace a la version modifiée de I’algorithme Best-Basis
proposée dans le paragraphe 3.3.3 du chapitre 3.

Puisque la base de paquets d’ondelettes de Meyer non-uniformes constitue une base orthonor-
mée de [2[0, N — 1], et que nous avons utilisé une segmentation temporelle sans recouvrement,
I’algorithme proposé ci-dessus permet la construction d’une collection de bases orthonormées non-

uniforme de %[0, N — 1] variant dans le temps.
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F1G. 5.10 — Signal "coif2” composé de 6 atomes TF (a) pavage associ€ a la meilleure base de Malvar
non-uniforme (4 échelles) (b) pavage associé a la meilleure base de Meyer non-uniforme (4 échelles)
(c) pavage associé a la meilleure base de double tree non-uniforme (3 échelles temporelles, 4 échelles

fréquentielles)

5.3.1.3 Quelques applications

Afin d’étudier I’algorithme DT non-uniforme, nous utilisons le signal "coif2” composé de 6 atomes
TF. Plutot que d’illustrer la décomposition TF calculée & partir de la meilleure base sélectionnée,
nous représentons le pavage du plan TF associée, ceci afin de bien "marquer” les différences entre les
méthodes. Le signal a été décomposé par 'algorithme DT non-uniforme sur 3 échelles temporelles,
et chacun des arbres fréquentiels a une profondeur de 4. A titre de comparaison, nous illustrons les
découpages du plan TF associés a la meilleure base de la décomposition en ondelettes de Malvar
non-uniforme, et & la meilleure base de la décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer non-
uniforme. La meilleure base est sélectionnée selon un coiit entropique. Nous présentons les résultats
sur la figure 5.10.

Nous constatons que les découpages non-uniformes selon ’axe temporel (ondelettes de Malvar)
ou selon ’axe fréquentiel (ondelettes de Meyer) permettent de séparer correctement les différents

composants, mais dans une "seule direction”. Par exemple, si I’on étudie le premier atome:

— Grace & la décomposition de Malvar, nous concluons directement de la représentation TF
sélectionnée que le premier atome est centré sur l'intervalle temporel [64,127], mais nous
n’avons pas d’information directe sur sa fréquence fondamentale. 1l faut étudier pour cela le

maximum des coeflicients.

— A l'inverse, avec la décomposition de Meyer, nous concluons directement de la représentation
TF que cet atome a une fréquence centrale comprise dans l'intervalle [0.4375, 0.4688] mais
nous n’avons pas d’information directe sur sa position temporelle. 1l faut étudier pour cela

I’évolution temporelle des coefficients.

— L’algorithme DT non-uniforme nous fournit ces deux informations directement et simulta-
nément. De plus, puisque le découpage est non-dyadique, les rectangles correspondant au

découpage du plan TF s’adaptent le plus précisément possible a chaque atome du signal.
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Fic. 5.11 — Signal EFEG1 (a) Représentation de Pseudo-Wigner-Ville lissée (b) représentation TF
associée a la meilleure base de Malvar non-uniforme (4 échelles) (c) représentation TF associée a
la meilleure base de Meyer non-uniforme (6 échelles) (d) représentation TF associée a la meilleure

base de double tree non-uniforme (2 échelles temporelles, 6 échelles fréquentielles)

On constate sur cet exemple que "apport de I’algorithme DT non-uniforme en terme de qua-
lité d’analyse est trés important. Nous n’illustrons pas les décompositions dyadiques car elles ne

sont qu’un cas particulier des transformations non-uniformes et obtiendront, au mieux, un résultat
équivalent.

La figure 5.11 illustre les différences entre la décomposition de Malvar non-uniforme, la décom-
position de Meyer non-uniforme, et 'algorithme DT non-uniforme sur un signal EEG (le signal
EEGT). Nous rappelons la transformée de Wigner-Ville de ce signal sur cette figure. Si nous étu-
dions en détail les différentes représentations TF et la transformée de Wigner-Ville, on constate que
le principal apport de 'algorithme DT non-uniforme se situe sur "analyse de la composante prin-
cipale (intervalle de fréquence [8,12]). Afin de commenter les avantages et les défauts de ces trois

méthodes, nous isolons sur la représentation de Wigner-Ville six zones caractéristiques (numérotées
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Chapitre 5

de 14 6 sur la figure 5.11a) :

1.

Concentration d’énergie localisée sur le bloc [8,12]hz X [0, début_ question]. Pour les trois dé-

compositions, ce bloc d’énergie homogéne est correctement mis en évidence.

. Réapparition de Uénergie sur la bande fréquentielle [8,12] et sur un intervalle de temps trés

court (juste aprés le début de la question). Du fait de la division temporelle, on constate que la
décomposition de Malvar ne localise pas cette zone d’énergie en ’étirant trop dans le temps.
La décomposition de Meyer et I’algorithme DT détectent correctement cette composante trés

courte dans le temps.

. Diminution rapide de la fréquence de la composante fondamentale (juste avant la fin de la

question). La décomposition de Malvar met en évidence cette diminution de la fréquence,
mais, encore une fois, avec une trop grande imprécision dans les coordonnées temporelles.
Du fait du découpage fréquentiel global du signal, la transformée de Meyer n’est pas trés
sensible a cette évolution. Seule la présence d’énergie dans des zones plus basses fréquences la
signale. Notons qu’en augmentant le nombre d’échelles de décomposition, la transformée de
Meyer peut mettre en évidence cette caractéristique (en ayant une précision temporelle trés
moyenne), mais dans ce cas elle découpe d’avantage les zones homogénes (1) et (2) (cf figure
5.7¢). Du fait du découpage adaptatif & la fois en temps et en fréquence, I’algorithme DT met

en évidence avec une précision temporelle suffisante cette évolution.

Réapparition d’énergie dans une bande fréquentielle trés réduite centrée autour de 10, et débu-
tant @ Uamorce de la réponse. La décomposition de Malvar détecte trés bien cette caractéris-
tique car elle est définie sur un large intervalle temporel. En revanche le découpage des paquets
d’ondelettes est trop grossier, avec une bande fréquentielle trop large. Comme pour le point
(3), ceci peut étre amélioré avec un nombre d’échelles plus important mais provoquant dans
d’autres zones un phénoméne de sur-segmentation. L’algorithme DT fait apparaitre correcte-

ment cette zone trés localisée fréquentiellement et s’étalant sur un large intervalle temporel.

. Diminution de la fréquence de la composante principale @ la fin de la réponse. Le systéme de

Malvar met en évidence cette évolution fréquentielle, mais du fait d’une segmentation tem-
porelle trés fine, la résolution fréquentielle est trés mauvaise ce qui provoque la création d’un
bloc fréquentiel s’étirant jusqu’a 15 Hz. Encore une fois, le découpage des paquets d’ondelettes

est trop grossier et seul 'algorithme DT fait apparaitre correctement cette évolution.

"Colonne” d’énergie sur la bande fréquentielle [15,30] localisée un pew avant la fin de la ré-
ponse. Avec le systéme de Malvar, cette colonne n’est pas du tout apparente du fait d’une
trés mauvaise résolution temporelle et d’un découpage trop important de ’axe fréquentiel.
La décomposition de Meyer détecte cette zone en sélectionnant de grandes fenétres fréquen-
tielles, mais le résultat est moins précis que 'algorithme DT qui, pour cette zone temporelle,

sélectionne une fenétre fréquentielle allant de 15 a 30 Hz.

A partir de cet exemple, nous déduisons quelques conclusions permettant de faire un bilan sur

les différentes techniques TF étudiées dans les trois derniers chapitres:

— La décomposition de Malvar s’adapte trés bien a des composantes localisées ou trés localisées
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fréquentiellement mais qui ont un support temporel large. Lorsque le signal évolue rapidement
dans le temps, cette représentation n’est pas performante. Par exemple, si ’on décompose
une fonction dirac (figure 5.12a) le support temporel de la singularité est trop étroit et la
représentation TF sélectionnée n’extrait alors pas correctement I'information du signal. Dans
ce cas, la décomposition en paquets d’ondelettes et I’algorithme DT sont plus adaptées (figures
5.12b et 5.12c¢).

— La décomposition de Meyer met plus en évidence des évolutions rapides du signal dans le
temps, mais il faut que le signal ait un comportement fréquentiel homogéne sur toute sa durée.
Si le signal présente différentes zones bien identifiées, le découpage fréquentiel sélectionné n’est
pas forcément adapté pour toutes les zones, ce qui peut entrainer des phénoménes de sur-
segmentation et donc une dispersion de I’énergie entre différentes bandes. Par exemple, si ['on
décompose un signal stationnaire par partie (figure 5.13b), la représentation TF sélectionnée
peut étre complexe & analyser du fait d’une segmentation fréquentielle trop importante de
certaines composantes. Dans ce cas, la décomposition de Malvar obtient les meilleures résultats
(figure 5.13a), mais la représentation TF associée & I’algorithme DT est tout & fait satisfaisante
(figure 5.13c).

— La décomposition DT représente un compromis entre ces deux décompositions: elle permet
de détecter des changements rapides du signal dans le temps, tout en s’adaptant & des chan-
gements fréquentiels importants. Quand on n’a pas de connaissances sur le signal que 'on

étudie, elle constitue la meilleure méthode d’analyse.

Nous ne traitons pas de 'apport du non-uniforme par rapport aux décompositions dyadiques
car, nous 'avons abordé de nombreuses fois durant les trois derniers chapitres, elles n’obtiennent,
au mieux, qu'un résultat équivalent (par exemple sur le signal AR présenté sur la figure 5.13, une
méthode dyadique sera forcément mise en défaut).

Enfin, notons que ces méthodes non-uniformes sont proposées dans un cadre “algorithmique”,
mais avant leurs utilisations dans des problématiques réelles, il faut s’attarder sur le critére de choix

permettant la sélection de la meilleure représentation non-uniforme.

5.3.2 Evolution future des algorithmes non-uniformes
5.3.2.1 balanced double tree

Un premiére approche permettant d’obtenir des paquets d’ondelettes variant dans le temps est
obtenue par l'utilisation d’un arbre binaire simple sur chaque segment dyadique du signal : I’al-
gorithme DT. Pourtant, puisque nous calculons un découpage fréquentiel dyadique sur différents
segments temporels, nous avons une certaine asymétrie dans le découpage sélectionné : nous avons
plusieurs arbres de coupures fréquentielles sur chaque segment temporel mais pas 'inverse (figure
5.14a). Ceci est corrigé par 'arbre indiqué sur la figure 5.14b, dans lequel chaque signal "temps”
ou “fréquence” est traité comme un candidat pour de futures segmentations fréquentielles et tem-
porelles : cet algorithme se nomme "balanced double tree” [98], que nous noterons algorithme BDT.
L’algorithme DT de la figure 5.14a est un cas particulier de I'algorithme BDT. la sélection de la

meilleure base dans le cas BDT g’effectue d’une facon équivalente a 'algorithme DT. Simplement

211



Frequence (Hz)

0.2

o
o

0.1

0.05

) " . Chapitre 5
Décomposition non-uniforme

0 100 200 300 400 500 600 700 200 900 1000
Temps

05 T 0.5

OAS ses  dn s i il s 4 A |l smemswes  Gsessmas geewens e

0.4 0.4

035 F o e i -— — 0.35 F e Joo— N

o
W

o
o

Frequence (Hz)
o
I
O
Frequence (Hz)
o
)
O

b
[

0.15 0.15

01 8 0.1

0.05 0.05

1} i} .
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800
Temps (5) Temps (s) Temps (5)

(a) (b) (c)

F1G. 5.12 — Décomposition d’une fonction Dirac (a) Représentation TF associée a la meilleure base
de Malvar non-uniforme (4 échelles) (b) Représentation TF associée a la meilleure base de Meyer
non-uniforme (4 échelles) (¢) Représentation TF associée a la meilleure base de DT non-uniforme

(2 échelles temporelles, j échelles fréquentielles)

& chaque noeud, nous sélectionnons selon le cotit minimum, la partition temporelle ou la partition
fréquentielle.

Les différences entre I’arbre simple, ’arbre DT et I’arbre BDT sont apparentes sur les découpages
TF générés par ces différents algorithmes. Sur la figure 5.15a nous montrons un exemple de décou-
page calculé par Iarbre simple. Chaque découpage fréquentiel est appliqué sur la totalité du signal,
puisque la structure de ’arbre ne varie pas au cours du temps. La figure 5.15b donne un exemple
de découpage associé a I’arbre DT. La ligne verticale au milieu de la représentation correspond a
une coupure dans le domaine temporel. Ensuite chacun des segments temporels est traité a partir
de ’arbre simple appliqué dans le domaine fréquentiel. Enfin la figure 5.15¢ montre un exemple de
découpage obtenu par I'arbre BDT. Ce découpage ne peut étre obtenu ni par I’arbre, ni par I’arbre
double.

De la méme fagon que pour I'algorithme DT, ’algorithme BDT est proposé a l'origine avec
un découpage dyadique des axes temporel et fréquentiel. Nous pouvons intégrer nos méthodes
non-uniformes pour définir un arbre BDT non-uniforme conjointement adaptatif en temps et en
fréquence. Pour cela, il "suffit” d’appliquer récursivement ’algorithme DT non-uniforme, que nous
avons présenté dans le paragraphe précédent, sur chaque vecteur de coeflicients construit lors de la
décomposition. Mais, si le principe est simple a exposer, on imagine facilement que la complexité
va vite devenir incontrolable® lorsque le nombre d’échelles augmente. C’est pourquoi nous ne pré-

sentons pas dans ce mémoire les résultats de cet algorithme BDT non-uniforme car il nous semble

6. A titre de comparaison, la complexité est supérieure & la recherche d’un découpage anisotropique non-uniforme

d’une image.
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base de Meyer non-uniforme (4 échelles) (c) Représentation TF associée a la meilleure base de DT
non-uniforme (2 échelles temporelles, 4 échelles fréquentielles)
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FiG. 5.14 — (a) Double tree (b) balanced double tree
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FiG. 5.15 — Exemple de découpage du plan TF (a) Paquets d’ondelettes (simple arbre) (b) arbre DT
(c) Arbre DBT
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Fic. 5.16 — Fxemple de découpage du plan TF avec Uarbre BDT

que les apports en terme de résultats ne sont pas significatifs par rapport a "accroissement du cotit
de calcul. Il nous semble plus opportun de libérer certaines contraintes pour limiter la complexité
de la méthode. Nous présentons différentes "pistes” a étudier.

Découpage fréquentiel dyadique

Dans le cas d’'un découpage temporel sans recouvrement et sans périodisation du signal, les
opérations de "coupure temporelle” et "coupure fréquentielle” sont commutatives, c’est-a-dire qu’ef-
fectuer une coupure temporelle, puis ensuite une coupure fréquentielle, revient au méme découpage
que d’effectuer 'inverse. Dans ce cas un certain nombre de noeuds de ’arbre associé a ’algorithme
BDT sont redondants : la complexité de calcul est alors équivalente & celle de ’algorithme DT. Pour
illustrer ceci, nous étudions l'algorithme BDT dyadique sur deux échelles. La figure 5.16 présente
les différentes étapes, ainsi que le découpage du plan temps-fréquence associé, montrant ainsi la
redondance dans les partitions.

Nous pouvons d’ailleurs remarquer sur cette figure que ’algorithme BDT dyadique sans recou-
vrement est équivalent & rechercher le découpage anisotropique 2D optimale de I'image TF. Or,
durant le chapitre 3, nous avions mis en évidence une certaine redondance dans la décomposition

anisotropique 2D en ondelettes de Malvar. Nous la retrouvons ici. Si ’on reprend les remarques faites
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dans le cadre de ’algorithme anisotropique, nous constatons que le nombre de coupures nécessaires
pour calculer 'algorithme BDT dyadique est identique a celui de l'algorithme DT. La différence
entre ces deux algorithmes n’apparait que lors de la recherche de la meilleure base, ot chaque noeud
de la décomposition BDT a 4 fils en concurrences deux a deux (on retrouve évidemment le principe
exposé durant la décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique).

La base de Haar permet un découpage temporel sans recouvrement et sans périodisation (car les
filtres associés sont de longueur 2). Toutefois, nous ne pouvons effectuer qu’un découpage dyadique
fréquentiel. Si 'on accepte un découpage dyadique de "axe fréquentiel avec une faible séparation,
on peut alors définir un algorithme BDT non-uniforme sur ’axe temporel de complexité raisonnable
(égale a celle de I’algorithme DT). Pour cela, puisque nous sommes dans le cadre d’une transformée
sans recouvrement temporel et sans périodisation, le calcul des coefficients se fait par 'intermédiaire
de lalgorithme DT avec un découpage non-uniforme sur le temps et une base de Haar. Ensuite,
lors de la recherche de la meilleure base, nous collectons, pour chaque noeud élément d’un arbre
“fréquentiel”, les cotts associés & des intervalles fréquentiels identiques mais correspondant & un
découpage de l'intervalle temporel étudié. Par exemple, si le noeud étudié correspond & un intervalle

temporel (t)I;’S et a un intervalle fréquentiel (f)I;;’SI nous collectons tous les cotits dans I’arbre DT

N 15,85
associé & un bloc (t)I]lfj’SQ x (£ I *2 tel que
2

(t)]]l,;vs’z c® ]]1;5 ot (f)]]lé’sé (N ]]1,175'

Ceci permet ainsi de calculer une décomposition BDT, non-uniforme temporellement, sans ac-
croissement de la complexité. On note dans cette méthode I"importance de conserver toutes les
partitions non-uniformes et de ne pas intégrer la sélection du meilleure découpage dans la décom-
position, ce qui n’est pas le cas avec la méthode de Xiong.

Post-traitement

Afin de limiter la complexité de la décomposition, nous pouvons aussi ne plus rechercher 'opti-
misation absolue de la représentation, mais simplement appliquer, aprés un premier découpage, un
post-traitement limitant ’assymétrie de 'arbre DT.

L’idée est de calculer le pavage optimal du plan TF avec 'algorithme DT non-uniforme, puis
ensuite essayer de rediviser par 'algorithme DT chaque bande fréquentielle sélectionnée. Nous ne
sommes pas assuré d’obtenir le minimum de la fonction de cott, mais nous introduisons plus de sou-
plesse dans la décomposition. Par exemple, on peut rechercher tout d’abord un découpage fréquentiel
global et grossier du signal par l'intermédiaire des paquets d’ondelettes de Meyer non-uniformes,
puis on analyse avec ’algorithme DT non-uniforme chaque vecteur de coefficients sélectionnés pour

introduire un découpage temporel. L’algorithme se décline alors selon :

— Décomposition du signal en paquets d’ondelettes de Meyer non-uniforme
— Sélection de la base B optimale selon une fonction de cotit

— Pour tout vecteur de coefficients dé’s tel que ({,7,s) € B
Décomposition de dé’s par 'algorithme DT non-uniforme

Sélection de la meilleure représentation dans ’arbre DT non-uniforme
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F1G. 5.18 — Découpage 2D non-uniforme sans contrainte d’optimisation absolue (a) Choix & chaque

découpage (b) Translation compléte de l'image selon une direction

A titre d’illustration, nous appliquons cette méthode sur le signal "coif2”. Nous constatons sur
la figure 5.17 que la partition ainsi sélectionnée ne peut pas étre obtenue par un arbre simple ou

par un arbre DT. Le découpage permet de séparer les différents composants, ceci s’illustre sur la

décomposition TF associée.

5.3.2.2 TUne décomposition 2D non-uniforme

Le découpage non-uniforme d’une image reste un probléme complexe. La difficulté ne se situe
pas au niveau de la définition de 'algorithme mais plutot, comme nous ’avons noté dans le chapitre
3, au niveau de la complexité algorithmique. En effet, si 'on veut rechercher une partition non-
uniforme optimale 2D, nous avons alors un nombre de combinaisons qui devient vite incontrélable
lorsque le nombre d’échelles de décomposition augmente, et ceci méme avec une prise en compte

des différentes redondances.

Xiong soulignait & la fin de sa thése ce probléme de calcul non-uniforme 2D. Et il énoncait alors
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comme perspective une méthode se basant tout d’abord sur un pré-découpage dyadique puis un
raffinement non-uniforme sur chaque bloc sélectionné. On peut en effet envisager d’utiliser, par
exemple, la décomposition anisotropique 2D, introduite dans le chapitre 3, pour obtenir un pré-
découpage de I'image. Puis calculer sur chaque bloc de "image, une décomposition non-uniforme a
partir d’une extension & la dimension deux de l'algorithme 1D proposé dans le chapitre 3.

Nous n’avons pas eu connaissance dans la littérature de telles méthodes : faut-il penser que cette
pré-segmentation dyadique est trop restrictive?

Pour arriver & une décomposition non-uniforme 2D de complexité raisonnable, nous pouvons
aussi réduire la contrainte d’optimisation absolue de la partition. Dans ce cas, nous proposons deux

solutions :

— On choisit & chaque étape de la décomposition la meilleure partition possible avant de continuer
le découpage (figure 5.18a). Nous pouvons ainsi sélectionner, avec une faible complexité, une
partition anisotropique non-uniforme. Mais il est évident que cette partition n’est pas optimale

pour la fonction de coat, puisque le choix se fait au fur et 4 mesure de la division.

— On limite le nombre de translations possibles, & savoir: aucune translation, translation de
un intervalle pour toutes les lignes, translation de un intervalle pour toutes les colonnes,
translation de un intervalle pour toutes les lignes et colonnes (figure 5.18b). Cette méthode
s’inscrit dans une généralisation "réduite” de la méthode de partition proposée dans le chapitre
3. Nous constatons sur la figure 5.18b que le nombre de combinaisons, pour chaque bloc, est
de 4, ce qui est raisonnable. Comme précédemment, cette approche ne permet pas d’obtenir
le minimum absolu de la fonction de cott, mais elle nous semble fort prometteuse, car elle

permet d’étudier assez rapidement, un grand nombre de partitions différentes.

Calculer directement une décomposition non-uniforme, méme définie sous certaines contraintes,
plutot que d’effectuer une étape de pré-découpage dyadique, nous semble plus adapté, car le pré-
découpage implique trop de contraintes que le post-traitement ne pourra pas contourner.

La proposition d’un algorithme de partition non-uniforme 2D est maintenant pour nous une
étape fondamentale pour le développement de nouvelles méthodes d’analyse 2D. En effet & partir
des principes exposés dans ce mémoire, et de ce schéma de partition non-uniforme, nous pourrons

construire facilement :

— Une décomposition en ondelettes de Malvar non-uniforme 2D,
— Une décomposition en paquets d’ondelettes de Meyer non-uniforme 2D

— Une décomposition en paquets d’ondelettes variant dans ’espace entiérement non-uniforme a

la fois dans I'espace et la fréquence.

(C’est ce dernier point qui nous semble le plus important, car Xiong a montré durant sa thése
[98] que I'algorithme DT dyadique 2D donnait de trés bons résultats dans le domaine, par exemple,
de la compression. Son extension par une méthode doublement non-uniforme nous permet d’avoir
un découpage le plus adaptatif possible de 'image et donc de concentrer au mieux 'information sur

quelques coefficients : on peut espérer alors des améliorations significatives.
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5.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce cinquiéme et dernier chapitre un ensemble de décompositions non-
uniformes. Ces décompositions, de par leur souplesse de division, permettent d’obtenir des repré-
sentations TF qui s’adaptent trés bien a I’évolution temporelle et fréquentielle du signal.

Dans un premier temps, nous avons utilisé la liberté qui nous était offerte par le systéme de
décomposition de Meyer, pour définir un algorithme de décomposition en paquets d’ondelettes
de Meyer orthogonales et non-uniformes. Cette méthode nous permet d’étudier tous les découpages
fréquentiels possibles du signal et ainsi d’extraire une base optimale pour ’étude de signaux ayant un
comportement globalement stationnaire dans le plan fréquentiel. L’illustration sur des signaux EEG
a montré que cette analyse est plus "fine” que la décomposition dyadique en paquets d’ondelettes,
mettant ainsi en évidence certains phénoménes qui pouvaient se disperser entre plusieurs bandes
dyadiques et donc qui n’étaient pas détectés.

Dans un second temps, nous avons introduit 'algorithme Double Tree qui permet de définir une
décomposition en paquets d’ondelettes variant dans le temps. En utilisant les concepts proposés
dans le cadre du chapitre 3, et au début de ce chapitre, nous avons alors défini une décomposi-
tion conjointement non-uniforme et adaptative sur les axes temporel et fréquentiel. Cette méthode
s’inscrit comme un aboutissement des différentes techniques TF que nous avons étudiées durant
les chapitres 3, 4 et 5. Comme nous ’avons vu sur des signaux de tests, elle offre un compromis
entre la décomposition de Malvar, qui est inadaptée aux signaux présentant des singularités, et la
décomposition en paquets d’ondelettes qui va donner un résultat grossier lors de I’étude de signaux,
par exemple, stationnaires par partie. La non-uniformité permet & la méthode de s’adapter a tous
signaux réels en ne posant aucune contrainte sur la définition des intervalles, si ce n’est qu’ils aient
une longueur égale & une puissance de deux.

Toutefois, ce chapitre présente simplement des concepts algorithmiques pour de futures re-
cherches, mais leurs intégrations dans des problématiques concrétes telle que 'EEG ne sont pas
pleinement finalisées. Il faut en effet nous pencher sur le probléme de la sélection de la meilleure
représentation non-uniforme qui est un aspect aussi important que ’algorithme de décomposition.

Enfin, la prochaine étape a franchir reste ’extension de nos algorithmes non-uniformes en di-

mension 2.
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Conclusion

Définir une méthodologie permettant d’extraire, avec une précision maximale, 'information pré-
sente dans un signal est primordial dans de nombreuses applications. Les décompositions numériques
temps-échelle et temps-fréquence, définies dans le cadre général des ondelettes, fournissent un en-
semble de solutions possédant chacune leurs caractéristiques propres. Toutefois, certaines de ces
méthodes numériques, présentes dans la littérature, proposent un cadre général mais possédent cer-
taines contraintes qui peuvent étre dommageables par rapport au but recherché: faire apparaitre
I'information d’une facon optimale. L’objectif de ce travail a donc été d’étudier, dans un premier
temps, le schéma de fonctionnement, les propriétés, mais aussi les limites de ces différents algo-
rithmes afin, dans un second temps, de modifier certains aspects des méthodologies pour rendre,
soit la représentation plus adaptative, soit la classification plus pertinente.

Un miscroscope mathématique plus performant ?

Nous nous sommes intéressés tout d’abord a la capacité des ondelettes d’étudier localement un
signal, et donc a séparer ses différents éléments. En modifiant, soit le schéma de décomposition, soit
la procédure de sélection des coeflicients pertinents, nous avons introduit des méthodologies plus
robustes, ou traitant des cas particuliers comme les signaux trés fortement bruités.

Débruitage

L’extension du débruitage, tel qu’il a été proposé par Donoho et al., reposant sur le seuillage
des coefficients d’ondelettes, a fait 'objet du premier chapitre. Aprés avoir rappelé son principe,
nous avons mentionné que cette méthode faisait apparaitre un certain nombre de discontinuités et
qu’il pouvait étre mis en échec face a des signaux fortement bruités. Nous avons alors introduit le
principe du débruitage non-décimé, proposé durant notre DEA, et finalisé au début de cette thése,
qui apporte une amélioration sensible des résultats grace a la redondance présente dans la décom-
position. De plus, 'estimation du seuil & partir de toute la décomposition non-décimée permet de
proposer un seuil robuste, tout en conservant une complexité algorithmique raisonnable. Puis, nous
avons intégré cette méthode non-décimée dans un algorithme itératif permettant de restaurer des
signaux fortement dégradés dont on posséde un faible nombre d’occurrences. Cette intégration per-
met de sélectionner pas a pas les coefficients associés & 'information. Puisque la décomposition en
ondelettes posséde des propriétés remarquables pour des problématiques de débruitage, I’algorithme
converge rapidement vers le signal recherché et ne nécessite donc qu’un faible nombre d’occurrences
contrairement aux méthodes statistiques. La réévaluation de ’erreur de reconstruction a chaque
itération permet d’extraire des informations noyées dans le bruit, qui sont supprimées lors du trai-
tement d’une seule occurrence. L’illustration de ces algorithmes sur des signaux et images de tests

a mis en évidence leurs potentialités, confirmées par les résultats obtenus sur des images cérébrales
d’IRM fonctionnelle.
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Grace & leur définition générale, les améliorations que 'on peut apporter a ces différentes mé-
thodes sont nombreuses. Dans le cadre des méthodes itératives, il serait, par exemple, intéressant
d’utiliser une base de paquets d’ondelettes pour analyser le résidu a chaque itération, afin de ne se
focaliser que sur les bandes de fréquences dans lesquelles de 'information est encore présente.

Mazwma d’ondelettes

La seconde méthode étudiée, permettant d’analyser localement un signal, a été les maxima
d’ondelettes (chapitre 2). Cette représentation permet de caractériser le gradient d’un signal a
différentes échelles. Un certain nombre de propriétés liées a la propagation des maxima est trés utiles
dans des problématiques de segmentation ou de débruitage. Toutefois, nous avons mis en évidence
des particularités du banc de filtres associé qui pouvaient diminuer la robustesse de ’analyse: la
décomposition provoque une translation des positions des points d’inflexion a travers les échelles,
et elle introduit une corrélation entre les dérivés partielles lors de son extension a 'image. Ensuite,
nous avons constaté que les caractéristiques permettant de classifier les différents maxima étaient,
soit peu étudiées dans la littérature pour une grille dyadique, soit trop sensibles au bruit. Notre

apport sur cette représentation s’est articulé selon trois axes:

— Modification du schéma de décomposition. Afin de résoudre le probléme de translation, nous
avons proposé une simple modulation du filtre dérivateur afin que les translations dues aux
filtres passe-bas et passe-haut se compensent. Ensuite pour obtenir une représentation 2D sans
corrélation entre les dérivées partielles, nous avons dilaté les filtres, et de ce fait les dérivées
sont calculées symétriquement autour d’un point central, éliminant ainsi la corrélation. Mais
ces nouveaux filtres 2D nous obligent & interpoler les coefficients de la premiére échelle d’onde-
lettes. Pour cela, nous avons utilisé la technique, proposée par Vetterli, basée sur I’estimation

du coeflicient de régularité de Lipschitz

— Chainage des maxima dans le cadre monodimensionnel. Quelle que soit la problématique,
I'utilisation des maxima suppose un chainage a travers les échelles. Or, nous avons vu que
le chainage dans une décomposition dyadique est complexe car la représentation n’est pas
dense. Nous avons proposé un algorithme de chainage simple et robuste qui repose sur deux
mesures mises en concurrence. Le premier paramétre avantage la similitude entre les ampli-
tudes, le second, avantage la similitude en position. Ensuite, une confrontation est effectuée et
le maximum qui correspond a I’évolution la plus réguliére est relié. Enfin, un post-traitement
compléte toutes les chaines débutant aux échelles grossiéres qui ne se poursuivent pas aux
échelles les plus fines. L’algorithme a montré, durant nos expérimentations, un comportement
robuste grace & la double sélection, ainsi qu’a ’étape de post-traitement. Nous avons pu alors
proposer une méthodologie de segmentation, qui est incorporée dans un module de traitement
permettant d’analyser des signaux de radiocommunication. Le chainage permet aussi de seg-
menter les signaux "audio” et "mouvement des 1évres”, signaux annexes a des enregistrements
EEG, apportant ainsi des données trés importantes: le début et la fin des questions et des
réponses formulées lors d’un protocole permettant de mettre en évidence les phénomeénes de

désynchronisation des circuits neuronaux.

— Sélection des maxima 2D. Dans le cadre de 'image, les maxima s’utilisent généralement dans

un repére polaire. Chaque maximum se caractérise donc selon deux mesures: 'angle et la
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norme. La majorité des algorithmes proposés dans la littérature n’utilise que l'information
norme, or nous avons montré que cette caractéristique est plus sensible au bruit que 'angle.
Nous avons alors introduit un postulat selon lequel 'information, méme bruitée, conserve un
angle de gradient stable, alors que I’angle du bruit fluctue. Ceci nous a permis de définir une
méthodologie discriminatoire qui, étendue au cadre multiéchelles, et associée a ’algorithme
de reconstruction de Mallat, construit un nouvel algorithme de débruitage 2D. Cependant,
cette discrimination nécessite ’étude de ’angle sur plusieurs réalisations. Nous avons proposé
de simuler ces différentes réalisations selon I’étude de ’évolution de I'angle dans un proche
voisinage spatial sur la méme échelle et/ou a 1’échelle supérieure. Notre méthode nécessite le
réglage de plusieurs paramétres, mais, du fait de la confrontation des deux votes, nous obtenons
un algorithme de débruitage robuste face aux paramétres. Bien évidemment, cette méthode
s’applique en priorité aux images ol 'information "contour” est prépondérante, comme, par

exemple, les images d’angiographie.

Nous avons abordé le probléme du débruitage 2D par maxima d’ondelettes suivant une certaine
approche : sélection des maxima suivant un critére. Mais la littérature est riche de méthodes permet-
tant, a partir d’une image du gradient, la détection des contours dans un environnement bruité. Une
seconde étape & ce travail serait de généraliser toutes ces méthodes a la représentation multiéchelles
et de reconstruire une image a partir des contours détectés, afin de définir de nouveaux algorithmes
de débruitage. Il est difficile de présager des résultats, mais ’étude ne peut étre qu’instructive.

Des décompositions atomiques temps-fréquence optimales 7

La seconde partie de ce mémoire s’est attachée a définir des méthodes permettant de représen-
ter au mieux l'information TF contenue dans un signal. Nous avons quitté le domaine d’analyse
multiéchelles des fonctions pour nous pencher sur les méthodes permettant de découper le plan
temps-fréquence suivant un pavage optimal.

Les ondelettes de Malvar

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les ondelettes de Malvar et plus généralement les bases
fenétrées. Ces méthodes s’inscrivent dans la continuité de la transformée de Fourier & fenétres, car
elles appliquent une segmentation adaptative de ’axe temporel. Nous avons vu qu’elles conviennent
bien aux signaux que 'on considére stationnaires par partie, car elles vont découper et analyser
chaque zone homogéne. L’algorithme numérique associé, proposé par Coifman et Meyer, permet
de sélectionner le découpage optimal avec une faible complexité. Toutefois, nous avons relevé deux

limites & cet algorithme :

— Bien que la définition "théorique” ne pose aucune contrainte sur la partition, ’algorithme
numérique n’étudie qu’une certaine catégorie de divisions: les partitions temporelles dya-
diques, ceci afin de limiter la complexité. Nous avons proposé un algorithme de découpage 1D
non-uniforme nous permettant de construire une décomposition en ondelettes de Malvar non-
uniforme, et ceci avec une complexité algorithmique optimale. L’illustration sur des signaux
a montré le gain en performance en ce qui concerne le cott de codage de cette décomposi-
tion "plus” adaptative. De plus, la méthode proposée nous permet de fixer un cadre général
de décomposition en fonction ¢-non-uniforme de complexité limitée. Ce principe de partition

non-uniforme est 'un des éléments fondamentaux de notre travail, car sa formulation générale
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nous a permis de l'utiliser dans le cadre des paquets d’ondelettes de Meyer et dans la théorie

des arbres doubles.

— Dans un second temps nous avons remis en cause les différentes fonctions de cotts propo-
sées dans la littérature, qui ne mesurent que localement, sur chaque intervalle temporel, la
distribution des coefficients. Nous avons constaté lors de nos expérimentations que ces me-
sures, telle 'entropie, provoquent des phénoménes de sur-segmentation, car elles sont peu
robustes face au bruit ou face a des variations d’amplitudes. Afin de déterminer si une cou-
pure temporelle permet de séparer deux composantes, nous mesurons une distance spectrale
entre les deux sous-fenétres résultant de la division. Pour estimer convenablement le spectre
sur chaque intervalle, nous avons généralisé la méthode proposée par Moulin en débruitant
le log-périodogramme par un seuillage des coefficients d’ondelettes non-décimés. Cependant,
afin d’avoir un algorithme de complexité réduite, le principe d’un arbre binaire est utilisé (i.e.
partition dyadique). Un post-traitement est donc appliqué aprés la sélection de la partition
afin de mesurer la pertinence des coupures créées du fait du caractére dyadique de la segmen-
tation. Cette méthode a permis un découpage rapide et simple des signaux, par exemple, audio
mettant ainsi en évidence, globalement, les zones "quasi-stationnaires”. A travers I’extension

a la dimension 2 de ’arbre des distances, nous avons proposé certains éléments :

1. Un algorithme rapide de décomposition en ondelettes de Malvar anisotropique
2. Une estimation du log-périodogramme 2D par débruitage en ondelettes non-décimé

3. Un formalisme général pouvant étre utilisé dans un autre algorithme de pré-découpage avec

d’autres mesures de similarité.

Les résultats obtenus par 'application de la décomposition anisotropique de Malvar 2D associée
a& un arbre de distances spectrales ne sont pas pleinement satisfaisants en terme de qualité de
segmentation : il est certain que le découpage par des rectangles d’une image ne peut pas isoler
précisément chaque objet. Toutefois, un arbre de distances spectrales associé a une décomposition
anisotropique permet d’améliorer sensiblement les résultats par rapport au cott entropique. D’autre
part, le découpage sélectionné peut étre envisagé comme une premiére étape permettant de diviser
une image en blocs ne contenant plus que deux composantes différentes. A travers ce chapitre 3, nous
avons peut étre mis en évidence les limites de la décomposition en ondelettes de Malvar, surtout
dans le cadre bidimensionnel.

Paquets d’ondelettes de Meyer

Avec le chapitre 4, nous avons étudié la décomposition duale de celle des ondelettes de Malvar : les
paquets d’ondelettes. Cette décomposition permet d’obtenir une représentation TF optimale selon
une fonction de cotit, ceci grace a un découpage adaptatif de ’axe fréquentiel. Néanmoins, les diffé-
rents exemples numériques ont montré que 'utilisation de filtres & support temporel fini dégradait

la qualité de la représentation ainsi construite. Nous avons alors proposé deux modifications :

— En reprenant le travail de Kolaczyk [57] mené dans le cadre de la décomposition en ondelettes
de Meyer, nous avons proposé un nouvel algorithme numérique : la décomposition en paquets

d’ondelettes de Meyer. Cette transformation consiste simplement & utiliser un fenétrage et a
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appliquer des décompositions trigonométriques dans le plan fréquentiel. Il en résulte une base
de paquets d’ondelettes associée a des filtres a support fréquentiel fini, séparant ainsi mieux

les différents composants fréquentiels que les filtres “classiques”.

— En utilisant les qualités de cette nouvelle base, nous introduisons une fonction de cott qui
va mesurer le taux de "ressemblance” des coefficients entre deux sous-fenétres aprés division
d’un intervalle fréquentiel. Puisque les coefficients d’ondelettes s’expriment dans le domaine
temporel, nous proposons une mesure d’intersection d’enveloppe. Comme pour les ondelettes
de Malvar, ce coiit évite le phénoméne de sur-segmentation (de I’axe fréquentiel) présent avec
des cotits tel que I'entropie. L’application de cette méthode sur des signaux réels, notamment
les signaux EEG, a fourni des caractéristiques prépondérantes sur I’évolution du signal. L’ex-
tension & la dimension deux définit un espace de représentation dans lequel, théoriquement,
les différentes textures se séparent d’une fagon optimale. Nous avons donc testé un algorithme
de segmentation appliqué dans cet espace optimal. Le choix a été fait d’utiliser les nuées dy-
namiques pour regrouper les différents pixels de 'image, mais & partir du protocole général
que nous avons proposé, toute méthode permettant de classifier un espace de mesures peut
étre utilisée. Les résultats obtenus sur des texture synthétiques et réelles sont encourageants,

et I’étape suivante est de tester d’autres méthodes de classification plus "élaborées”.

doubles arbres

A ce stade de notre travail, il restait encore quelques contraintes sur nos représentations TF 1D :

— le découpage fréquentiel issu de la décomposition en paquets d’ondelettes est forcément dya-

dique

— les deux méthodes (Malvar et paquets d’ondelettes) fournissent des découpages adaptifs mais

soit de ’axe temporel, soit de 'axe fréquentiel, jamais conjointement.

Nous avons étudié dans le cinquiéme et dernier chapitre une famille de solutions permettant de
construire une décomposition adaptative a la fois sur le temps et la fréquence et qui soit totalement
non-uniforme.

Dans un premier temps, puisque les ondelettes de Meyer sont basées sur ’algorithme de Malvar,
nous avons exploité la liberté qui nous était offerte pour définir une décomposition en paquets d’on-
delettes non-uniforme. En utilisant les principes de division non-uniforme exposés dans le chapitre
3, nous construisons un algorithme numérique, de complexité minimale, qui étudie toutes les par-
titions possibles de ’axe fréquentiel. L’application de cette nouvelle décomposition sur des signaux
réels a montré que, pour un cott additif tel que ’entropie, la décomposition non-uniforme permet
de mieux mettre en évidence certaines évolutions du signal, car le découpage fréquentiel est plus
“adaptatif”.

Dans un second temps, nous avons repris la théorie des doubles arbres, proposée par Vetterli
et al. [51], combinant a la fois le principe de la partition adaptative fréquentielle et temporelle.
Comme nous ’avons vu, I’algorithme est simple : a la place d’une base trigonométrique pour chaque
intervalle temporel, comme dans les ondelettes de Malvar, on utilise une décomposition en paquets
d’ondelettes. L’algorithme des doubles arbres représente la méthode "ultime” permettant de décou-

per le plan temps-fréquence en rectangle optimum. Mais dans sa formulation originale, nous avons
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vu qu’elle conserve une contrainte: les divisions sont dyadiques. En intégrant notre méthode de
partition non-uniforme d’un axe, a la fois sur I’axe temporel et fréquentiel, nous obtenons, au prix
d’une complexité plus importante mais "contrélée”, un pavage du plan temps-fréquence optimal qui
a pour seule contrainte que les cotés des rectangles soient égaux a des puissances de deux. Nous
avons illustré sur quelques signaux synthétiques et réels la potentialité, et surtout la souplesse de
cette nouvelle décomposition.

Ce dernier chapitre pose les bases de nouvelles recherches, mais les décompositions non-uniformes

doivent évoluer selon deux plans:

— Les couts utilisés dans le cadre des décompositions non-uniformes ne sont pour 'instant qu’une
mesure de dispersion. Or nous avons insisté, dans le cadre dyadique, sur le fait que ces cofits
n’étaient pas forcément les plus pertinents. Il faut donc maintenant définir de nouvelles mesures
pour le non-uniforme, qui peuvent s’appliquer & un découpage pour lequel les noeuds de ’arbre

n’ont plus simplement deux fils de tailles égales.

— L’extension & la dimension 2 pose certains problémes en terme de complexité algorithmique.
Nous avons proposé a la fin de ce mémoire quelques solutions en supprimant la contrainte
d’optimalité absolue de la décomposition. Cet aspect doit étre ré-étudié avec attention car,
comme nous ’avons mentionné, 'algorithme des doubles arbres posséde déja des résultats
trés intéressants pour la compression d’image dans sa formulation dyadique. Or, nous avons
montré que le dyadique n’est qu’un cas particulier de nos décompositions non-uniformes. On

peut donc s’attendre a des améliorations significatives en terme de taux de compression.

Le futur

En plus de toutes les perspectives "théoriques” énumérées dans cette conclusion, s’ajoutent des
perspectives "pratiques”. Nous avons proposé des solutions permettant d’assouplir ou d’augmenter
la performance d’un certain nombres d’algorithme basés sur les ondelettes. Quelques applications
ont été utilisées au cours de ce mémoire pour illustrer ou valider nos méthodes: 'EEG, la parole,
les signaux de télécommunication, les images médicales, etc. Il nous faut maintenant réfléchir a
I’exploitation de la potentialité de nos méthodes dans ces applications et dans d’autres. Les quelques
objectifs que nous nous fixons sont les suivants:

Utilisation des représentations atomiques adaptatives TF dans des problémes d’analyse de signaux

La premiére idée est d’ajouter une sur-couche graphique "utilisateur” sur les méthodes infor-
matiques proposées durant la deuxiéme partie de ce mémoire (chapitre 3,4 et 5) afin de concevoir
un outil d’analyse exploitable par les spécialistes des différents domaines avec lesquels nous avons
collaboré.

Ensuite, les différentes applications 1D présentées dans ce mémoire ont été les résultats d’études
de "potentialité” de nos méthodes pour trois domaines. Nous allons maintenant développer réelle-

ment ces applications pour :

— L’aide a I’étude de problémes de la phonétique anglaise en collaboration avec les phonéticiens
de la MSHS de Poitiers (S. Hanote).

— L’aide a la caractérisation des différents comportements des signaux de téléphonie mobile

selon le modéle de propagation du signal en collaboration avec I’équipe radiocommunication
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de notre laboratoire (R. Vauzelle).

— L’aide a la caractérisation des phénoménes de désynchronisation des signaux EEG en colla-

boration avec les médecins du CHU de Poitiers (J. Paquereau).

Chaine de transmission d’images

Au cours de ce mémoire, nous avons proposé tous les ingrédients d’une chaine compléte de
transmission d’images: des méthodes de restauration de données, des méthodes de segmentations
globales ou fines et enfin des décompositions optimales au sens d’un critére qui peut étre une me-
sure de compression/distorsion, donc tout a fait adaptée & un algorithme de compression. Il reste a
articuler les différents modules entre eux. Attardons nous quelques instants sur le module "compres-
sion” peu explicité dans ce mémoire. Nous envisageons un traitement double comme ’avait proposé
Mallat : codage des contours de I'image avec une sélection au préalable des maxima d’ondelettes
possédant un angle stable, puis projection des textures dans une base complétement non-uniforme
pour un codage vectoriel de ces textures. Nous pouvons ensuite envisager une reconstruction de
qualité variable, et donc un taux de compression variable, selon la finalité de I'image.

Généralisation des différents algorithmes 2D proposés aux images couleurs

Le domaine des images couleurs, encore peu étudié, connait actuellement un essor considérable
au niveau des applications. Les premiéres expérimentations, notamment la décomposition en pa-
quets d’ondelettes de Meyer d’images couleurs, ont montré un potentiel pour des problématiques de
classification, de segmentation ou de compression. Le domaine d’étude reste encore vaste et ouvert.

De nombreuses extensions des algorithmes numériques temps-échelle et temps-fréquence sont

encore & étudier ...
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Annexes Chapitre 1

Soit f, une fonction obtenue aprés transformation inverse & partir des coefficients d’ondelettes
non-décimés et seuillés. Soit f, la fonction résultant d’un débruitage avec l'algorithme décimé de
Johnstone appliqué sur la fonction translatée T'R;, (f), alors la fonction f est telle que:

f=

o ot Fit oot Fot ot fonsy]

Preuve

Par la suite, afin de simplifier les équations, nous écrirons le seuillage T, (w;) par T'w; et T}, (df)
par T'd~.
Soit f, une fonction obtenue aprés transformation inverse & partir des coefficients d’ondelettes

non-décimés et seuillés :

f = Q'Tw + Pl (5.5)
. -1 1 T o 1l = o
= @ T[d<o>Ud<1>]+Pu [%)LJ%)]

Or le seuil proposé dans ’équation (1.19) permet la distributivité de T' par rapport a U. De ceci

et de la relation (1.10) sur 'opérateur de reconstruction non-décimée, I’équation (5.5) s’écrit :

Fo= slett (rdy) + @t (dfy)] (5.6)

Dans I’équation (5.6), on peut poursuivre le calcul en exprimant 6(10) et 6(11) par rapport a ’échelle

suivante. Par exemple pour 6(10)2

oy = @'T [d?ojd?l)]JrPJ 1 [%)i@?w]
Lo (ta) e (1)) ¢ Lt

De cette maniére, par récursion, nous avons finalement f qui est égal a

F= glezt (vdy) + 07 (ra)]
+1P_—1[@ (Td2)+@ (rat) + @zt (1dy) + Q=" (1)

21

Z Q- (Td’ )
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52@1- Ef@ (i)

L
1 2=t .
) + 57 Y PR, (5.7)
b=0
En développant, et en effectuant les rassemblements appropriés, ’équation (5.7) peut s’écrire :

T B e () )
P || 4ot (e ) i o
[T (P2 (Tdfyiyy) ) + P ey

Si nous notons f; la fonction résultant d’un débruitage avec ’algorithme décimé de Johnstone

appliqué sur la fonction translatée TRy (f), alors fb est définie par,

L
—(I- _
o= [ (P (1) + 170 50
=1
Si ’on fait varier b de 0 & 2% — 1 dans I’équation (5.9), on constate que ’on retrouve les différents
sous-ensembles de I’équation (5.8). Finalement, la fonction f, définie par I’équation (5.8), est égale
a:

f= QLL [%+ﬁ+....+ﬁ+....+ﬁL_1 (5.10)
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Annexes Chapitre 2

Soit le vecteur aléatoire Zy défini comme "approximation numérique du gradient des mesures
bruitées. Puisque b(z, y) suit une distribution conjointement gaussienne Zy suit lui aussi une loi de
densité qui est une distribution conjointement gaussienne. Nous notons V x et Vy les deux variables
aléatoires correspondant & la dérivée approximée discréte de f(z,y) selon respectivement z et y.
Nous allons calculer les différents paramétres de la distribution gaussienne, a savoir F/(V,), E(V,),
E(V2), E(Vz) et F(V,;V,). Auparavant, nous énongons quelques propriétés qui seront utilisées

dans les différents calculs.
— Propriétés

1. b (x,y) suit une loi conjointement gaussienne centrée avec une matrice de variance-covariance

diagonale, donc

E (b[x + h1,y+ ha]) = 0 pour tout hy, hs, (5.11)
E (b [+ hy,y+ h2]2) = 1 pour tout Ay, ho (5.12)
1sih=0
Ex+h,ylblz,y+h]) = { ) : (5.13)
0 sinon

2. s(x,y) est I'information déterministe, donc
E (s [+ hy,y+ h2]2) = 0 pour tout hy, ho, (5.14)
E(b[z+ h1,y]b[z,y + hz]) = 0 pour tout Ay, hs. (5.15)

— Calcul de F(V,) et E(V,)

f[$+h17y]_f[$_h27y])
|ha| 4[R2

= F(s[lz+h,yl+oblz+hi,y]— sz —hy,y]— bz — ha,y]).

E(V.) = B

D’aprés la propriété (5.11) nous avons
E(Vl’) = S[$—|—h17y] _S[x _h27y]‘
De la méme fagon, nous avons:

E(Vy) =slz,y+h] - sle,y - ha].
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Par la suite, nous noterons my, = sz + hy,y]—s[z — ha,yl et my, = s[x,y+ hi]—s[z,y — ho]

I’information déterministe recherchée.

~ Calcul de E(V2) et E(Vz)

E(V2) = E ((s[e + hyy) + obla + by, y] — s[e — hy ] — oble — ha,y])?) .

D’apreés les propriétés (5.11), (5.14) et (5.15), alors

E(VY) = EbR+h,yP) + 0 E(b[e — hy,yl)
= 207 (daprés (5.12))

De méme:

— Calcul de F(V,V,)

(sl +hi,yl+obla + hy,y] = s[v — ha,y] — obz — ha, y]) )
(slz,y+hi]+oblz,y+ h1] — s[z,y — he] — oblz,y — hz]) '

E(V,V,) =L (
D’apreés les propriétés (5.11), (5.12), (5.14) et (5.15) :
E(V.V,) =Bz +hy,ylb[z,y+ hi]) + c*E(b [z — he,y]b[z,y — hs).

A partir de la relation (5.13), nous déduisons :

E(VyVy) = 08, —g) + 07 8,=q)-
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Annexes Chapitre 3

Boites d’Heisenberg
Les boites d’Heisenberg ont été introduites dans le cadre de la décomposition de Fourier a fenétres.
Les éléments de base de la transformée de Fourier a fenétres sont construits en translatant en temps
et en fréquence une fenétre temporelle ¢ :
Gua(t) = g (t = u) ™!
L’énergie de g, ., est concentrée dans le voisinage de u sur un intervalle de taille oy, mesuré par la
déviation standard de |g|2. On peut alors vérifier que sa transformée de Fourier est une translation

de wdeg:
Guw(€) = (€ — w) e7uEw)

L’énergie de g, ., est concentrée dans le voisinage de w sur un intervalle de taille o, qui mesure
le domaine sur lequel g n’est pas négligeable. Dans le plan temps-fréquence (¢,&) la dispersion de
I’énergie de 'atome g, ,, est symboliquement représentée par une boite d’Heisenberg (figure 5.19).
Ce rectangle est centré en (u,w) et a une taille temporelle o; et une taille fréquentielle o¢. Le

principe d’incertitude montre que son aire vérifie oy0¢ > %
£,
o,
‘P
e}
w — [ 9

2 (&)
/ﬁw (t)‘,

u t

F1G. 5.19 — Boites Temps-Fréquence (boites d’Heisenberg) représentant la dispertion de l'énergie

d’un €lément de base gy .

Dans un cas plus général, si nous avons une décomposition TT associée a une fonction g, v sym-
bolisant ’ensemble des indices permettant de définir la fonction ¢, (par exemple un indice d’échelle
et un indice de translation), alors I'information contenue dans le coefficient de décomposition d.,
défini par d, = (f, g) est représentée dans le plan temps-fréquence dans une région correspondant

au bloc d’Heisenberg de la fonction g., [68].
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Concrétement, dans le cas discret, pour illustrer la transformation d’un signal {f[t]}oc,cn_1
dans une base de fonctions orthonormales {gW}OSWSN—l’ chacune des fonctions g, ayant une boite

d’Heisenberg [u], u;] X [w], wy], nous effectuons les opérations suivantes :
1. Calcul des N coeflicients d., = (f, g-)
2. Création d’une image nulle (T'F [z, y] = 0)g<,<n_10<y<n—1
3. Pour chaque coefficient d., affectation de son énergie au bloc correspondant :

(TF[z.y] = |d, )

W) <w<ul ) <y<w]

Ensuite, si nous affichons I'image (T'F [z, y])OSxSN—LOSySN—l’ nous obtenons la représentation
TF associée a la transformée du signal f dans la base {gW}OSWSN—l'

Preuve de la proposition 6

Pour prouver cette proposition, nous utilisons la propriété de D’arbre binaire qui dans le cas

classique permet de construire toutes les partitions dyadiques uniformes disjointes :

— 510 correspond aux noeuds péres permettant de construire toutes les partitions dyadiques

uniformes disjointes du signal f,

— 5;9-1 correspond aux noeuds péres permettant de construire toutes les partitions dyadiques
uniformes disjointes du signal f translaté de 27V points (a I’exception de celles comprenant

des intervalles non-adjacents avant la translation),

— Sy (2t-1—1)2-¢ correspond aux noeuds péres permettant de construire toutes les partitions
dyadiques uniformes disjointes du signal f translaté de (QL_I — 1)2_LN points (& I'exception

de celles comprenant des intervalles non-adjacents avant la translation).

Si l'on poursuit, on constate que Sy or-1_y)3-r 49— = Sy 5—1 correspond a une partition élément

2L=1 ensembles St.ss

de la collection construite a partir de S;¢. Nous avons donc défini & partir des
avec s = 0..(2071—1)27% I’ensemble des partitions possibles disjointes du signal avec des intervalles
de taille variant de 27'N a 27 LN,

Preuve de la proposition 7

On peut trouver une échelle, par exemple ’échelle L, qui vérifie la premiére partie de la propo-
sition :

nous avons 27! ensembles Si,s correspondant aux noeuds péres, & I’échelle [, avec s = 0.. 2=l
Q_L)7 permettant la construction de la totalité des partitions non-uniformes disjointes de [0, N — 1]

avec n intervalles tels que la taille de ces intervalles varie de 272N a 27/,

D’apres la proposition 6, ces intervalles sont définis par S; s = R, U {le,sf} .
J j:O..21—1—5[S>O]

Nous étudions les deux relations introduites dans I’équation (3.16) :

St = 0 =00 0 R 0 v g

j:O..21—1—5[S>O]

J

Sitspat = (Z_I)Ufg—l [Try—1 (S.5)] _(1-1) U* Ry, U= U”,_ lTrz_z {le,sf} ]
7=0..2"—1—6,5.0]
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~ Si s =0 alors R; g = {0} et nous sommes donc dans le cas "classique” avec

Si—1,s =U=1) = {Tll,sf} = {Tll—l,sf} .
j j=0..21-1 j j=0.21-1_1

— Si s > 0, on sait que card(R; ;) = N27!, donc card ({le,sf} ) = N2t N2 -
5 ) j=0.21-2

—1,s

1)27*1. Nous ne pouvons donc former que (2!=! — 1) intervalles I;77". D’aprés I'équation

(3.15), nous en déduisons que

(-1 {Rhs U Tﬂ,sf} =0 T fU R U {Tﬂ_l,sf}

7=0..2t-2 7=0..2t=1_-2
= Si-1,s =Ry U TIl,sf U {Tll—l,sf} .
. o J 7=0..2t=1_-2
Rl—l,s

De la méme fagon, nous étudions le terme (I_I)Ui2_l [Tro—1 (915)]:
Sl—l,S-I—Q_l — (l_l)Uiz—l I:Trz—l (5175)]

= EDgx [ Trya (Rrs)]UD U, [Trz—l ({Tﬂ@f} )]
j:O..21—1—5[S>O]

J

Trz—l {Tll,sf}
J j:O..21—1—5[S>O]

Rl,s U TIl,s fuU {T 1_175+2—lf} sis>0
L j=0..21-1_2
(S —

= R,V Ur,

2l_2
o Rl—1,5+2—l
TIZVQ_lf U TILQ_lf U {Tll—m—lf} 4 sis=10
0 2l_o J 5=0..2t-1_1
R

1—1,2—!

Nous avons done, a 1’échelle { — 1, 26141 ensembles Si—1,s vérifiant

Sl—l,s = Rl—l,s ) {Tll,sf} .
J j:O..21+1—1—5[S>O]
Nous en déduisons, d’aprés la proposition 6, que nous avons construit les noeuds péres permettant
le calcul de la totalité des partitions non-uniformes disjointes de [0, N — 1] du signal avec n intervalles

de taille variant de 2=“N a 27'*1 N La proposition est donc démontrée.
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